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Cooperatieve spelen

1.1 Introductie

Voorbeeld 1.1: marktplaats: samenwerken

Bas wil zijn mobiele telefoon via marktplaats verkopen, maar helaas is hij niet meer in het bezit van
de bijbehorende oplader. Chris zit met het omgekeerde probleem: zijn accu van de telefoon heeft
het begeven, maar de oplader is nog prima en die zou hij via marktplaats te koop aan kunnen bieden.
Een mobieltje zonder oplader, of een oplader zonder mobiele telefoon, levert geen geld op als deze
op marktplaats te koop wordt aangeboden. Een set van mobiele telefoon met oplader kan verkocht
worden voor 15 euro. Bas en Chris kunnen door in één advertentie het mobieltje en de oplader aan
te bieden 15 euro verdienen. Als ze niet samenwerken verdienen ze allebei niets.

We willen bovenstaande situatie weergeven met behulp van een wiskundig model. In dit model moet
naar voren komen wat Bas en Chris kunnen verdienen als ze niet samenwerken en wat ze verdienen als
ze wel samenwerken. Daarnaast willen we met behulp van dit model bekijken hoe Bas en Chris de 15
euro, die ze verdienen als ze samenwerken, onderling kunnen verdelen. Het blijkt dat deze situatie en
vele andere situaties met behulp van speltheorie te beschrijven zijn. Voordat we met deze zogenaamde
speltheorie aan de slag kunnen gaan, moeten we eerst een idee krijgen over wat speltheorie nu eigenlijk
inhoudt.

De situaties die met behulp van speltheorie geanalyseerd kunnen worden, zijn situaties waarin ten-
minste twee partijen (in bovenstaand voorbeeld Bas en Chris) keuzes moeten maken. Hierbij houdt
speltheorie zich vooral bezig met de wiskundige taal die deze situaties beschrijft. Het doel en de
daarbij behorende uitdaging is om deze wiskundige modellen, ook wel “spelen” genoemd, zo te maken
dat alle belangrijke aspecten van de onderliggende problemen weergegeven worden en deze modellen
dan vervolgens te analyseren. Zo zal bijvoorbeeld in het model van de bovenstaande situatie naar
voren moeten komen wat de “spelers” (Bas en Chris) kunnen verdienen als ze niet samenwerken en
wat ze verdienen als ze wel samenwerken. Daarnaast is het van belang om te kijken naar de vraag
hoe ze de 15 euro, die ze verdienen als ze samenwerken, onderling kunnen verdelen.

In de speltheorie zijn er twee benaderingen mogelijk: niet-cooperatieve speltheorie en codperatieve
speltheorie. De hierboven beschreven situatie is een voorbeeld van codperatieve speltheorie. Codper-
atieve speltheorie houdt zich bezig met situaties waarin de partijen, ook wel “spelers” genoemd, af-
spraken maken over mogelijke samenwerking. In dit hoofdstuk worden coGperatieve spelen geintro-
duceerd. Deze spelen bevatten dus informatie over de winst die spelers kunnen behalen door samen
te werken. Een ander voorbeeld van een cooperatief spel kan gevonden worden bij het al dan niet
samenwerken van bedrijven. Als bedrijven samenwerken kunnen zij in het algemeen meer winst be-



2 1. Cooperatieve spelen

halen. Dit is eenvoudig voor te stellen als je bedenkt dat bedrijven door samen te werken efficiénter
kunnen omgaan met bijvoorbeeld arbeidskrachten en machines om zodoende kosten te besparen. Deze
kostenbesparingen leiden uiteindelijk tot een grotere winst. Een belangrijk aspect in de codperatieve
theorie is de vraag hoe de uiteindelijke winst of de bespaarde kosten verdeeld moeten worden als er
daadwerkelijk samengewerkt wordt.

Naast cooperatieve speltheorie bestaat er ook de zogenaamde niet-cooperatieve speltheorie. Hierin
worden situaties bestudeerd waarin spelers proberen het zelf zo goed mogelijk te doen, maar hierbij
afhankelijk zijn van de beslissingen van anderen. Je kunt hierbij bijvoorbeeld denken aan een supermarkt
die de keuze heeft om wel of niet te stunten met zijn prijzen. De winst die de supermarkt uiteindelijk
behaalt, hangt niet alleen af van zijn eigen keuze, maar ook van de keuze die andere supermarkten
maken met betrekking tot hun prijzen. Een belangrijk aspect van niet-coOperatieve speltheorie is het
beschrijven en analyseren van de verschillende strategieén van alle spelers en proberen voor elke speler
een “optimale” strategie te vinden.

In dit boek zullen wij een eerste introductie geven in de cooperatieve speltheorie.

1.2 Cooperatieve speltheorie

Speltheorie gebruikt en ontwikkelt wiskundige technieken om codperatief gedrag te bestuderen. In
deze sectie bestuderen we een aantal verschillende situaties die gemodelleerd kunnen worden met
behulp van een coodperatief spel.

Voorbeeld 1.2: Peters bromfietsenbedrijf: een verdeelprobleem

Peter is na zijn eindexamen een eigen bromfietsenbedrijf gestart. Helaas loopt het bedrijf niet zo goed
als gedacht en na drie maanden gaat zijn bedrijf failliet. Na dit faillissement is er nog een vermogen
van 400 euro over om de schuldeisers te betalen. Er zijn echter drie schuldeisers, de eerste eist 100
euro, de tweede 200 euro en de derde 300 euro. In totaal is dit meer dan de beschikbare 400 euro.
Hoe moet deze 400 euro verdeeld worden onder de drie schuldeisers?

Hoe verschillend de situatie van Peters bromfietsenbedrijf en de situatie beschreven in het voor-
beeld marktplaats in eerste instantie misschien lijken, toch kunnen beide situaties in eenzelfde soort
wiskundig model worden gegoten. We gebruiken hierbij cooperatieve speltheorie. Algemeen gesproken
kunnen situaties waarin bedrijven of personen winst kunnen behalen of kosten kunnen besparen door
samen te werken, gemodelleerd worden met behulp van een cotperatief spel. De bedrijven of personen
die een rol spelen noemen we de spelers van het spel. Deze spelers nummeren we voor het gemak
van 1 tot en met n, waarbij n een positief geheel getal is dat het totale aantal bedrijven of personen
aangeeft. De verzameling van alle spelers geven we aan met N.

Verzamelingen kunnen we ook weergeven met accolades, zo is {1, ...,n} een alternatieve notatie voor
de spelersverzameling N. In een cooperatief spel wordt weergegeven welke winst of kostenbesparing
een willekeurige groep van spelers (dus niet alleen alle spelers bij elkaar) kan behalen. Een willekeurige
groep spelers geven we aan met S, we noemen S ook wel een deelverzameling van N, omdat alle
spelers die in S zitten, ook in N zitten. De lege verzameling is een verzameling waarin geen spelers
zitten en wordt ook wel genoteerd met @. In de appendix is een compleet overzicht van notaties met
betrekking tot verzamelingen te vinden.
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1.2. Cooperatieve speltheorie 3

Voorbeeld 1.3: deelverzamelingen

Stel we hebben een spel met twee spelers, dan geldt N = {1,2}. Nu is bijvoorbeeld S = {1} een
deelverzameling van deze groep bestaande uit speler 1. In totaal zijn er vier deelverzamelingen van
{1,2}: de verzamelingen @, {1}, {2} en {1,2}.

. Opgave 1.1

a) Laat N ={1,2,3}. Geef alle mogelijke deelverzamelingen van N.

b) Wat is het verband tussen het totale aantal deelverzamelingen van een spelersgroep bestaande
uit drie en een spelersgroep bestaande uit twee spelers? Kun je dit verband uitdrukken in een
formule?

c) Hoeveel deelverzamelingen heeft de verzameling N = {1,2,3,4}7

d) Hoeveel deelverzamelingen heeft de verzameling N = {1,...,n}? (Hint: je kunt deze opgave
ook zien als een telprobleem, waarbij er voor iedere speler twee mogelijkheden zijn: deze speler
zit wel of deze speler zit niet in de deelverzameling).

Wanneer we alle deelverzamelingen van N hebben gevonden, kunnen we voor elke deelverzameling
van spelers nagaan hoeveel winst deze kan behalen. De winst/kostenbesparing die een groep spelers
S zichzelf kan garanderen, wordt weergegeven met v(S).

Voorbeeld 1.4: marktplaats: een cooperatief spel

We kunnen de situatie van het voorbeeld marktplaats als volgt modelleren: we noemen Bas speler
1 en Chris speler 2, dan is N = {1,2}. Bas bezit alleen een mobiele telefoon en Chris bezit alleen
een oplader. Er geldt dat v({1}) =0, v({2}) = 0 en v(N) = 15. Of in tabelvorm:

s [ {1y 1 {2} [ {12}
o(S) | 0 | © 15

We merken op dat we in de tabel, die voor elke coalitie de waarde van het coGperatieve spel weergeeft,
de lege coalitie (dat is de coalitie zonder spelers) niet weergeven. Per definitie heeft deze coalitie
altijd de waarde nul en daarom wordt deze in tabellen weggelaten.

In de volgende box staat de definitie van een cooperatief spel.

Cooperatief spel

Een cooperatief spel wordt beschreven door een paar (N, v), waarbij N = {1,2,..,n} de
verzameling van spelers is en v een functie is die aan elke deelverzameling S van N een getal
toekent.

Het getal v(S) noemen we de waarde van coalitie S en kan geinterpreteerd worden als de
maximale winst die de spelers uit S (zonder de hulp van spelers buiten S) kunnen verkrijgen
door samen te werken. We nemen aan dat de waarde van de lege verzameling, (@), gelijk
is aan nul. Een deelverzameling S van N wordt een coalitie genoemd en N wordt de grote
coalitie genoemd.
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1. Cooperatieve spelen

Voorbeeld 1.5: Peters bromfietsenbedrijf: een codperatief spel

Ook de situatie van het faillissement van Peters bromfietsenbedrijf kunnen we modelleren met be-
hulp van een codperatief spel, waarbij de schuldeisers de spelers zijn. Speler 1, 2 en 3 eisen dus
respectievelijk 100, 200 en 300 euro van de beschikbare 400 euro. De waarde v(S) van een coalitie
S geeft aan welk bedrag deze coalitie kan krijgen zonder hulp van spelers buiten S. We interpreteren
dit als het gedeelte van het totale beschikbare bedrag dat een coalitie zichzelf kan garanderen. De
vraag is natuurlijk: wat kan een coalitie zichzelf garanderen?

We nemen aan dat een eiser nooit meer kan krijgen dan zijn volledige claim. Dit betekent dat een
coalitie S altijd tenminste recht heeft op het gedeelte van het totale beschikbare bedrag dat overblijft
als alle spelers buiten S hun volledige claim krijgen toegewezen. Dit is het bedrag dat een coalitie
zich kan garanderen. Als de spelers buiten S samen evenveel of meer eisen dan het totale beschikbare
bedrag, dan kan coalitie S zich blijkbaar geen bedrag garanderen en is v(S) = 0 (immers v(S) kan
niet negatief zijn, in het ergste geval ziet een coalitie niets terug van zijn totale claim).

Bekijk bijvoorbeeld de coalitie S = {1,2}. Omdat speler 3 een bedrag van 300 euro eist, blijft er
voor coalitie S altijd minstens 400 — 300 = 100 euro over, dus v({1,2}) = 100. Voor de coalitie
S = {1} geldt dat speler 2 en 3 samen meer eisen dan de beschikbare 400 euro, dus v({1}) = 0.
Verder geldt v(N) = 400, immers er zijn geen spelers buiten N, dus samen zullen de spelers uit N
altijd 400 euro krijgen. In tabelvorm hebben we dus het volgende gevonden:

S | {1} | {23 [ {8} [ {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
o(S) 0 | 0 [100| 100 | 200 | 300 400

Opgave 1.2

a) Bepaal het bijbehorende spel als het beschikbare bedrag niet 400, maar 200 euro is en de
schuldeisers respectievelijk 100, 200 en 300 euro eisen.

b) Bepaal het bijbehorende spel als het beschikbare bedrag 400 euro is en de claims gelijk zijn aan
respectievelijk 200, 200 en 300 euro.

Voorbeeld 1.6: een handschoenenspel: een co6peratief spel

Bekijk twee bedrijven die beide linker- en rechterhandschoenen produceren. Een paar handschoenen
is 5 euro waard, maar een enkele linker- of rechterhandschoen is niets waard. Bedrijf 1 produceert vijf
linker- en zeven rechterhandschoenen bedrijf 2 produceert negen linker- en zes rechterhandschoenen.
Bedrijf 1 kan zelf vijf paar handschoenen verkopen. Daarom is zijn opbrengst gelijk aan 25 (= 5-5)
euro. Bedrijf 2 kan zes paar handschoenen verkopen met een opbrengst van 30 (= 6-5) euro. Echter
als de twee bedrijven besluiten samen te werken, kunnen ze dertien paar handschoenen verkopen met
een bijbehorende opbrengst van 65 (= 13 -5) euro. Deze situatie kan gemodelleerd worden als een
cooperatief spel (N,v) met N = {1,2} en v zoals in onderstaande tabel weergegeven:

s [ {1y {2} [ {12}
o(S) | 25 | 30 | 65
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1.2. Cooperatieve speltheorie

. Opgave 1.3
Bekijk drie bedrijven die linker- en rechterhandschoenen produceren volgens het volgende schema:

bedrijf | rechts | links

1 4 7
9 12
3 8 4

De opbrengst van een paar handschoenen is 5 euro. Bepaal het bijbehorende codperatieve spel.

Voorbeeld 1.7: klassenvertegenwoordigers: een cooperatief spel

In 4Va moeten één of meerdere leerlingen aangewezen worden om de klas te vertegenwoordigen.
Drie leerlingen, Annemiek, Hans en Herbert, hebben aangegeven wel interesse te hebben. Alle 31
leerlingen van de klas mogen stemmen op één van deze drie leerlingen. De uitslag van de stemming
is als volgt: Annemiek 17, Hans 4 en Herbert 10 stemmen. We gaan deze uitkomst met behulp van
een cooperatief spel modelleren. We noemen Annemiek speler 1, Hans speler 2 en Herbert speler 3.
Als een groep spelers de meerderheid van de stemmen heeft dan wordt aan deze groep de waarde
1 gegeven. Als een groep geen meerderheid heeft, dan krijgt deze groep de waarde 0. Er geldt
dus bijvoorbeeld v({1}) = 1, immers Annemiek heeft 17 stemmen en dat is meer dan de helft. En
v({2,3}) = 0, want Hans en Herbert hebben samen 14 stemmen, wat minder is dan de helft. Het
complete spel dat bovenstaande stemming weergeeft, is gelijk aan:

S {1y [ {2} [ {3} | {12} | {13} | {2,3} | {123}
o(S) | 1 0 | o 1 1 0 1

. Opgave 1.4
Na de laatste gemeenteraadsverkiezingen is er in een gemeente de volgende zetelverdeling onstaan:

PvdA | CDA | VVD | lokale partij
8 6 4 3

Aan een coalitie van partijen die een meerderheid aan zetels heeft wordt een 1 toegekend, aan een
coalitie die geen meerderheid heeft een 0. Bepaal het spel dat de informatie bevat met betrekking
tot de uitslag van deze verkiezing.

Voorbeeld 1.8: elektriciteitsnet: een kostenbesparingsspel

De bedrijven 1, 2, en 3 willen alle verbonden worden via een netwerk met een elektriciteitscentrale.
Dit netwerk moet echter nog ontwikkeld worden. leder bedrijf kan direct of via een ander bedrijf
verbonden worden met het centrale elektriciteitsnet. Om een weloverwogen keuze te maken hebben
de bedrijven eerst uitgezocht hoe duur elke mogelijke verbinding is. De kosten zijn weergegeven in
figuur 1.1, waarbij het punt 0 de plaats van de elektriciteitscentrale weergeeft.
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1. Cooperatieve spelen

Figuur 1.1: Netwerkverbindingen.

Met behulp van figuur 1.1 kunnen we voor iedere coalitie het goedkoopste netwerk vinden dat alle
bedrijven van deze coalitie met de elektriciteitscentrale verbindt. Bijvoorbeeld, de bedrijven 1 en 2
kunnen op drie verschillende manieren met de elektriciteitscentrale verbonden worden: via de lijnen
{1 en {5, via de lijnen ¢y en {4, of via de lijnen £1 en £4. Merk op dat een coalitie geen gebruik kan
maken van verbindingen/lijnen die leiden naar een bedrijf buiten de coalitie. Omdat bedrijf 3 niet in
deze coalitie zit, kunnen de verbindingen met dit bedrijf dus niet gebruikt worden. De kosten van de
lijnen {1 en ¢y zijn 5+ 4 =9, de kosten van de lijnen £, en ¢4 zijn 5+ 3 = 8 en de kosten van de
lijnen ¢1 en €4 zijn 3+4 = 7. Dus de kosten van het goedkoopste netwerk voor de bedrijven 1 en 2
samen zijn gelijk aan 7. Als de bedrijven 1 en 2 niet samenwerken hebben ze respectievelijke kosten
van 4 en 5. Door samen te werken komen deze bedrijven tot een kostenbesparing van 2.

We kunnen deze situatie als volgt met een cooperatief spel modelleren. We nemen als spelersver-
zameling N = {1,2,3}. Definieer de functie v als volgt: de waarde van een coalitie is het verschil
tussen de individuele kosten van de bedrijven in deze coalitie (dat wil zeggen kosten die er zijn zonder
dat er samengewerkt wordt) en de minimale kosten van de coalitie (dat wil zeggen de kosten van het
goedkoopste netwerk als er wel wordt samengewerkt). In de tweede rij van tabel 1.1 zijn de kosten
van iedere coalitie gegeven als er niet samengewerkt wordt. De derde rij van tabel 1.1 bevat de kosten
van het goedkoopste netwerk van elke coalitie. De functiewaarden van v zijn gegeven in de vierde rij
van tabel 1.1 en kunnen gemakkelijk afgeleid worden door de getallen uit de derde rij af te trekken
van de getallen uit de tweede rij. Bijvoorbeeld, v({1,2}) = (kosten van {1} + kosten van {2})
—(kosten van {1,2}) =5+4 —7 = 2, en op eenzelfde manier, v({1,2,3}) =4+5+8—-10="7.

S {1 [ {2} [ {3} | {12} [ {13} | {23} | {1,2,3}
kosten zonder samenw. 4 5 8 9 12 13 17
kosten met samenw. 4 5 8 7 7 9 10
v(S) 0 0 0 2 5 4 7

Tabel 1.1: De kosten van de goedkoopste netwerken en het bijbehorende kostenbesparingsspel.

Opgave 1.5

Bekijk een netwerk met drie spelers 1, 2 en 3 die allen verbonden moeten worden met het punt 0 en
waarvan de kosten zijn weergegeven in figuur 1.2. Geef het kostenbesparingsspel dat deze situatie
weergeeft.
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1.3. De core van een spel

le, 1

05,2

04,10

Figuur 1.2: Netwerkverbindingen van opgave 1.5.

. Opgave 1.6
Bekijk een situatie met drie spelers, waarin iedere speler een machine heeft. Daarnaast heeft iedere
speler een opdracht die door ieder van de machines uitgevoerd kan worden. De kosten die hieraan
verbonden zijn, zijn terug te vinden in onderstaande kruistabel, waarbij de machines verticaal zijn
weergegeven en de opdrachten horizontaal.

01 02 03
mq 6 4 3
my 3 5 2
my; | 2] 6 | 6

Het kost bijvoorbeeld 4 om de opdracht van speler 2 uit te voeren op de machine van speler 1.
Een coalitie kan gebruik alleen gebruikmaken van machines van spelers die in deze coalitie zitten.
Elke machine kan maximaal één opdracht verwerken. Geef een codperatief spel dat de winst door
samenwerken van iedere coalitie weergeeft. Je mag er vanuit gaan dat iedere coalitie er voor wil
zorgen dat alle opdrachten van de spelers in deze coalitie uitgevoerd worden met minimale kosten.

1.3 De core van een spel

In een aantal voorbeelden die we tot nu toe hebben behandeld, hebben we kunnen zien dat samen-
werking kan leiden tot extra winst. Een belangrijke vraag die we willen beantwoorden is: hoe kunnen
we deze winst op een eerlijke manier onder de spelers verdelen? En wat is op een eerlijke manier
verdelen? Voordat we hier een antwoord op geven, zullen we eerst nog eens terugkijken naar het
voorbeeld marktplaats.

Voorbeeld 1.9: marktplaats: een verdeelprobleem

Speler 1 (Bas) en speler 2 (Chris) kunnen samen 15 euro verdienen door het mobieltje van Bas
samen met de oplader van Chris op marktplaats te verkopen. Als ze dit gedaan hebben, moeten ze
de winst van 15 euro samen verdelen. Er zijn heel veel mogelijkheden om deze winst te verdelen.
Waarschijnlijk is één van de eerste verdelingen die bij je opkomt de verdeling die allebei de spelers
de helft van de winst geeft. Dus zowel Bas als Chris krijgt 7.50 euro. Ook een verdeling met Bas 5
en Chris 10 euro is mogelijk, of andersom Bas 10 euro en Chris 5 euro en zo kun je nog veel meer
verdelingen bedenken.
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8 1. Cooperatieve spelen

In deze paragraaf zullen we onderzoeken hoe we de extra winst onder de spelers kunnen verdelen,
waarbij we gebruik willen maken van het spel dat we geconstrueerd hebben. Ons doel is daarbij (nog)
niet om één verdeling van de winst aan te wijzen, maar om een aantal mogelijke verdelingen te vinden
die “eerlijk” zijn. Waarbij we natuurlijk nog moeten definiéren wat “eerlijk” is. Als we de winst willen
verdelen, dan betekent dit niets anders dan dat we v(N) gaan verdelen onder alle spelers in N. Immers
de waarde v(N) geeft precies aan wat de spelers in N kunnen verdienen als ze samenwerken.

Een verdeling van v(N) kan worden weergegeven met een rijtje van n getallen: (x1,x,...,X,), O~
danig dat Y7 ; x; = v(N). De vector x = (x1,x2,...,x;) noemen we ook wel een (verdelings)vector.
Hierbij is x1 de uitbetaling aan speler 1 in deze verdeling, x, de uitbetaling aan speler 2 in deze verdel-
ing, etc.

Voorbeeld 1.10: marktplaats: verdelingsvectoren

De verdeling die Bas en Chris allebei 7.50 euro geeft, kan in vectornotatie weergegeven worden met
(7.5,7.5). De vector (5,5) is geen verdelingsvector van v(N), omdat hier in totaal 10 uitgedeeld
wordt, wat minder is dan v(N). In de verdelingsvector (—1,16) krijgt Chris naast de winst van
15 euro ook nog een euro extra van Bas. Alle mogelijke verdelingen van v(N) kunnen we grafisch
weergeven in het vlak, zie figuur 1.3. Dit zijn alle punten (xq, x;) waarvoor geldt x; + x, = 15, dit
is dus de lijn door de punten (15,0) en (0,15).

(0,0) (15,0 X1

Figuur 1.3: Mogelijke verdelingsvectoren bij het voorbeeld marktplaats.

Wanneer zullen spelers met een bepaalde verdeling akkoord gaan? Kijk bijvoorbeeld naar de verdeling
(—1,16) in het voorbeeld marktplaats. Bij deze verdeling krijgt Chris alle winst en daarnaast ook
nog één euro van Bas. Bas zal niet akkoord gaan met deze verdeling, omdat hij een winst van 0 euro
heeft als hij niet samenwerkt en dan beter af is. Wil een verdeling kans van slagen hebben, dan moet
iedere speler tenminste evenveel krijgen als hij kan verdienen als hij niet samenwerkt. Immers, als dit
niet het geval is, dan kan een speler beter niet samenwerken met de andere spelers om zo meer geld
te verdienen dan hij in de verdelingsvector krijgt toebedeeld. De imputatieverzameling van een spel
(N, v) bevat alle verdelingen van v(N) waarbij iedere speler tenminste evenveel krijgt als deze zou
krijgen als er niet samengewerkt wordt.
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1.3. De core van een spel 9

De imputatieverzameling van een codperatief spel

De imputatieverzameling van een cooperatief spel (N,v) bestaat uit alle verdelingen
(xl,xz, ..., Xn) die aan de volgende condities voldoen:

(@) x1+x2+x3+...+x, =0(N),

(b) x; > v({i}) voor elke i € N.
De imputatieverzameling wordt genoteerd met I(v).

Voor een verdeling (x1, xp,...x,) geldt dat x; aangeeft wat speler i krijgt in deze verdeling. Als de
verdeling (x1, Xo, ... Xy) in de imputatieverzameling zit, dan moet volgens conditie (a) gelden dat deze
verdeling in totaal v(N) verdeelt. Volgens conditie (b) geldt dat elke speler tenminste evenveel krijgt
als de waarde van zijn éénpersoonscoalitie.

Voorbeeld 1.11: marktplaats: imputatieverzameling

Een verdeling in de imputatieverzameling moet de totale winst van v(N) = 15 verdelen. Daarnaast
moeten alle spelers in N (dus de spelers 1 en 2) minstens evenveel krijgen als ze zelf zonder samen-
werking kunnen verdienen. Omdat Bas en Chris zonder samenwerken niets kunnen verdienen geldt
v({1}) = v({2}) = 0. Voor een verdeling (x1,x;) in de imputatieverzameling moet dus gelden dat:
x1 + xp = v(N) en daarnaast x; > v({1}) = 0 en x, > v({2}) = 0. Zo liggen bijvoorbeeld de
verdelingen (0,15), (1,14), (13,2) en (5.83,9.17) allemaal in de imputatieverzameling, maar er zijn
er nog veel meer. We kunnen dit ook grafisch weergeven. De imputatieverzameling bestaat uit
de punten op de lijn x; + xp = 15 waarvoor geldt dat x; > 0 en xp > 0. In figuur 1.4 geeft de
vetgedrukte lijn de imputatieverzameling weer van het spel dat hoort bij het voorbeeld marktplaats.

X2

(0,15)

(0,0) (15,0) *1

Figuur 1.4: Imputatieverzameling van het spel bij het voorbeeld marktplaats.

Voor een spel met twee spelers kunnen we de imputatieverzameling grafisch weergeven in het vlak.
Immers deze verzameling bestaat uit alle punten op de lijn x1 + x, = ©(N) waarvoor geldt dat
x1 > v({1}) en x, > v({2}). Dit is ook te zien in figuur 1.4 voor het voorbeeld marktplaats.
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1. Cooperatieve spelen

Voorbeeld 1.12: handschoenenspel: tekenen imputatieverzameling
Herinner je het handschoenenspel dat gegeven werd door de onderstaande tabel.

s [{u {2 [ {12}
o(S) | 25 | 30 | 65

We willen in het (xq,x7)-vlak alle verdelingen tekenen die in de imputatieverzameling van dit spel
liggen. Een verdeling in de imputatieverzameling voldoet aan de volgende (on)gelijkheden:

X1+x2 = ‘U({l,2}) =65,
x> o({1}) =25
x > u({2}) = 30

Een gedeelte van de lijn x; + xp = v({1,2}) = 65 (waarbij x1 en x; allebei positief zijn), is getekend
in de eerste figuur van figuur 1.5. Daarnaast zijn in dezelfde figuur stippellijnen getekend die horen
bij de lijnen x; = 25 en xp = 30. Voor alle punten op of aan de rechterkant van de lijn x; = 25
geldt x; > 25. Voor alle punten op of boven de lijn x; = 30 geldt x, > 30. Dus het gearceerde
gebied geeft precies alle punten weer waarvoor geldt x; > 25 en xp > 30. De imputatieverzameling
is dan gelijk aan alle punten op de lijn x; + xo = 65 die in dit gebied liggen. Dit betekent dat deze
verzameling alle punten bevat op het lijnstuk tussen de punten (25,40) en (35,30). Dit lijnstuk is
getekend in de tweede figuur van 1.5. Merk op dat de hoekpunten van dit lijnstuk gevonden kunnen
worden door de snijpunten van de lijnen x; = 25 en x1 +xp = 65 en de lijnen x, =30 en x; +xp =65
uit te rekenen.

X2 X2

0,65 0,65)}.

(0,65) O 5 1)

(0,30) \ ----- (35,30)
(0,0) (25,0)  (65,0) X1 (0,0) (65,0) X1

Figuur 1.5: Grafische weergave imputatieverzameling bij het voorbeeld handschoenenspel.

Opgave 1.7

Stel dat Bas zijn mobiele telefoon voor 5 euro op marktplaats kan verkopen. Chris heeft alleen een
oplader en die levert 2.50 euro op als hij deze verkoopt. Een combinatie van een mobiele telefoon
met oplader levert 15 euro op.

a) Geef bovenstaande situatie weer met behulp van een cooperatief spel.

b) Teken de imputatieverzameling van dit spel in het (xq, xp)-vlak.
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1.3. De core van een spel 11

. Opgave 1.8

Bekijk twee bedrijven die beide linker- en rechterhandschoenen produceren. Een paar handschoenen is
5 euro waard, maar een enkele linker- of rechterhandschoen is niets waard. Bedrijf 1 produceert acht
linker- en nul rechterhandschoenen bedrijf 2 produceert drie linker- en zeven rechterhandschoenen.

a) Geef bovenstaande situatie weer met behulp van een cooperatief spel.
b) Teken de imputatieverzameling van dit spel in het (x1, x2)-vlak.

. Opgave 1.9
Laat a een reél getal zijn. Bekijk het codperatieve spel (N,v) dat gegeven wordt door

S {1} [ {2} [ {12}
v(S) | 5 7 a

Bepaal voor welke waarde(n) van a

a) de imputatieverzameling leeg is,

b) de imputatieverzameling uit één punt bestaat,

c) de imputatieverzameling uit oneindig veel punten bestaat.

Het kan voorkomen dat de imputatieverzameling van een spel (N, v) leeg is. De volgende stelling
geeft aan dat de imputatieverzameling tenminste één verdeling bevat dan en slechts dan als de waarde
van de grote coalitie tenminste evenveel is als de som van de waarden van de éénpersoonscoalities.

Stelling
Laat (N, v) een cooperatief spel zijn. Dan geldt
n

I(v) #@ < o(N) > ) _o({i}).

i=1

We zullen een wiskundig bewijs geven voor deze stelling.

Bewijs: merk op dat de stelling in feite uit twee beweringen bestaat. De eerste bewering is dat als de
imputatieverzameling van een spel (N, v) niet leeg is, dan geldt dat (N) > ¥ ; v({i}). De tweede
bewering is dat als voor een spel (N, v) geldt dat o(N) > Y ; v({i}) dan geldt I(v) # @.

We beginnen met de eerste bewering. Laat (N,v) een spel zijn zodanig dat I(v) # @. Er bestaat
dus een verdeling x = (x1,x,...,x,) waarvoor geldt dat

X1 +x2+ ...+ X, ZU(N)
en voor elke speler i € N geldt dat

xi > v({i}).
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12 1. Cooperatieve spelen

Combineren we deze gelijkheid en ongelijkheden dan volgt dat

v(N) X1 +x2+ ...+ x,

v({1}) +o({2}) +... +v({n})

n

Y o({i}),

i=1

v

wat de eerste bewering bewijst.

We gaan nu de tweede bewering bewijzen. Laat (N, v) een spel zijn zodanig dat v(N) > Y1 ; v({i}).
We bewijzen dat de verdeling

x= (o({1}),0({2)), -, o({n = 1}),0(N) = o({1} —o({2}) = ... —o({n - 1}))
in de imputatieverzameling ligt. Merk op dat

x1+x+...+x, =0(N),
en

xi = o({i})

voor allei =1,...,n—1. We moeten nog bewijzen dat x, > v({n}). Uit de aanname

o(N) = ) o({i}) =o({1}) +v({2}) +... + o({n})

M-

i=1

volgt door herschrijven dat
o(N) —v({1}) —v({2}) —... —v({n —1}) Z v({n}).
Dit toont precies aan dat x, > v({n}). O

. Opgave 1.10

Geef bij ieder van onderstaande spelen aan of de imputatieverzameling leeg is of niet, indien de impu-
tatieverzameling niet leeg is, geef dan een voorbeeld van een verdeling die in de imputatieverzameling

ligt.
({2}) =3, v({3}) =4 en v(N) = 10.
({2}) =3, v({3}) =6 en v(N) = 10.

I

1 =2
H=2

Voor een tweepersoonsspel kunnen we stellen dat verdelingen in de imputatieverzameling stabiel zijn
in de zin dat geen enkele speler meer kan verdienen door niet samen te werken. Kunnen we dit
idee achter stabiele verdelingen nu uitbreiden naar spelen met meer dan twee spelers? Wanneer gaan
spelers akkoord met een bepaalde verdeling en in wat voor gevallen gaan ze in ieder geval niet akkoord?
Een stabiele verdeling moet in ieder geval in de imputatieverzameling liggen, immers, als dit niet het
geval is, dan kan een speler beter niet samenwerken met de andere spelers en zo meer verdienen dan
hij in de verdelingsvector krijgt. Maar zullen spelers akkoord gaan met een willekeurige verdeling in
de imputatieverzameling? Het volgende voorbeeld laat zien dat er ook nog andere aspecten een rol
spelen bij het bepalen of een verdeling stabiel is.
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1.3. De core van een spel 13

Voorbeeld 1.13: elektriciteitsnet: stabiele verdeling
Herinner je dat het kostenbesparingsspel horend bij deze situatie gegeven werd door

S {1y {2} {8 [ {12} [ {13} | {23} | {123}
oS) | 0 | 0 | 0 2 5 4 7

Laten we nu eens kijken naar de verdeling (5,2,0), deze ligt in de imputatieverzameling (ga dit zelf
na). Toch zullen de spelers 2 en 3 niet gelukkig zijn met deze verdeling. Immers samen kunnen zij 4
besparen, terwijl zij in deze verdeling samen 2 + 0 = 2 terugzien van de totale besparing van 7. Dus
als zij besluiten om niet mee te doen met de grote coalitie, maar samen te werken zonder speler 1,
dan besparen/verdienen ze 4. Deze 4 kunnen ze zodanig verdelen dat beide spelers meer krijgen dan
in de verdeling (5,2,0), neem bijvoorbeeld de verdeling (3,1) dan krijgen beide spelers één meer dan
in de oorspronkelijke verdeling en zijn zo dus beter af.

Het vorige voorbeeld toont aan dat, om stabiele verdelingen te krijgen, we extra eisen moeten stellen
aan de verdelingen in de imputatieverzameling. We moeten niet alleen kijken naar spelers alleen, maar
ook naar coalities van spelers. Als de opgetelde uitbetalingen aan de spelers van een coalitie minder
zijn dan de uitbetaling van deze coalitie in het spel, dan kan de coalitie meer geld verdienen door zich
af te splitsen en er zo voor te zorgen dat iedere speler in deze coalitie zich wat betreft uitbetaling
kan verbeteren. Daarom zal zo'n coalitie dan niet akkoord gaan met die verdeling. Alle verdelingen
bij een spel (N, v) die v(N) verdelen en waarvoor geen enkele coalitie een reden heeft om zich af te
splitsen noemen we ook wel de core van het spel.

In meer wiskundige taal kunnen we de core als volgt definiéren:

De core van een codperatief spel

De core van een codperatief spel (N, v) bestaat uit alle verdelingen (x1,x3,...,x,) die aan
de volgende condities voldoen:

(a) Ty xi = o(N),

(b) Yiesxi > v(S) voor elke coalitie S.
Als (x1,%2,...,%xy) in de core ligt, dan noemen we (x1, X, ..., X, ) ook wel een core-element.

Voor een verdeling (x1, xp,...x,) geldt dat x; aangeeft wat speler i krijgt in deze verdeling. Als de
verdeling (x1,xp,...xy) in de core zit, dan moet volgens conditie (a) gelden dat deze verdeling in
totaal v(N) verdeelt. Verder geldt volgens (b) dat de som van de uitbetalingen aan de spelers in
een willekeurige coalitie minstens evenveel moet zijn als de waarde van deze coalitie. Dit betekent
dat geen enkele coalitie zichzelf qua uitbetaling kan verbeteren door de grote coalitie te verlaten.
Immers als een coalitie S de grote coalitie verlaat, dan krijgt deze coalitie in totaal v(S), maar de
som van uitbetalingen aan spelers in S is minstens even groot volgens conditie (b) toegepast op
coalitie S, dus heeft coalitie S geen reden om zich af te splitsen. In feite bestaat conditie (b) uit een
aantal ongelijkheden, voor elke coalitie van N één. Conditie (b) bevat ook de ongelijkheden zoals
die gesteld zijn in de imputatieverzameling, dit zijn namelijk de ongelijkheden die ontstaan als je kijkt
naar de éénpersoonscoalities. In het volgende voorbeeld wordt geillustreerd hoe je kunt nagaan of een
verdeling in de core ligt.
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14 1. Cooperatieve spelen

Voorbeeld 1.14: elektriciteitsnet: checken core-elementen

Liggen de verdelingen (1,2,4), (1,1,4), (1,4,2), (3,2,2) en (2,2,4) in de core van het kostenbespar-
ingsspel dat hoort bij het voorbeeld elektriciteitsnet? Merk op dat als de verdeling (xq, xp, x3) in de
core zit, dan moet volgens conditie (a) gelden dat:

x1+x+x3=0({1,23})=7 (1.1)

en volgens conditie (b) moet aan de volgende ongelijkheden zijn voldaan:

x1+x > o({L2}) =2 (1.2)
x+x > o({L3}) =5 (1.3)
x+x3 = o({2,3}) =4 (1.4)
a = o({1}) =0 (1.5)
n > v({2}) =0 (1.6)
x3 > v({3}) =0 (1.7)

De eerste en de vierde verdeling voldoen aan alle ongelijkheden (ga na) en verdelen v(N), deze
zitten dus in de core. Voor de tweede en de vijfde verdeling geldt x; + xp + x3 # 7, dus dit zijn geen
core-elementen. Voor de derde verdeling geldt x; + x3 = 3 < 5 en daarom zit ook deze verdeling
niet in de core.

. Opgave 1.11
Hoeveel ongelijkheden worden er beschreven bij conditie (b) van de core van een n-persoonsspel?

Als een verdeling gegeven is dan kun je door alle condities na te lopen controleren of deze in de
core ligt. Het is echter ook mogelijk (met enig proberen) om zelf core-elementen van een spel te
construeren. Dit wordt in het volgende voorbeeld uitgewerkt.

Voorbeeld 1.15: elektriciteitsnet: construeren core-elementen

Bekijk het kostenbesparingsspel van het voorbeeld elektriciteitsnet. Een verdeling is een core-
element als deze voldoet aan vergelijking (1.1) en aan de ongelijkheden (1.2) tot en met (1.7). Met
behulp van deze (on)gelijkheden kunnen we zelf ook nog andere core-elementen vinden. Hiervoor
is het handig om de ongelijkheid (1.2) tot en met (1.4) te herschrijven met behulp van vergelijking
(1.1). Immers als x; + x; + x3 = 7, dan volgt hieruit dat x3 =7 — (x1 + x2). Daarnaast moet ook
gelden dat x1 +xp > 2. Als we deze twee condities samennemen, dan vinden we dat:

X3=7—(X1+XZ)S7—2=5.

Evenzo vinden we dat voor een core-element moet gelden dat x, < 2 en x; < 3 (ga na). Door nu een
beetje te puzzelen met verdelingen kunnen we zelf ook core-elementen maken. We zien bijvoorbeeld
dat ook de verdelingen (0,2,5) en (3,1,3) in de core liggen.
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1.3. De core van een spel 15

. Opgave 1.12
Bekijk het spel uit opgave 1.3.
a) Welke van de volgende verdelingen : (30,50,25), (25,45,35), (15,50,40) en
(20, 45,35), liggen in de core? Verklaar je antwoord.
b) Geef tenminste drie verschillende verdelingen die in de core liggen.

Merk op dat de definitie van een core-element bij een spel van twee spelers overeenkomt met de
definitie van een element uit de imputatieverzameling bij een spel met twee spelers. Immers uit conditie
(a) volgt dat als een verdeling (x1,x7) in de core ligt, dan moet gelden dat x; + x, = v(({1,2}). En
uit conditie (b) volgt dat x; > v({1}) en x; > v({2}) (neem voor S achtereenvolgens de coalities
{1} en {2}). Voor een tweepersoonsspel hebben we gezien dat we de imputatieverzameling, dus ook
de core, grafisch kunnen weergeven in het (x1,x2)-vlak. Immers dit is het lijnstuk waarvoor geldt
x1+x2 =v(N) en x; > v({1}) en xp > v({2}). Ook voor driepersoonsspelen is het nog mogelijk
om de imputatieverzameling en de core grafisch weer te geven. We zullen bekijken hoe dat in zijn
werk gaat.

Allereerst moet een verdeling (x1, x2,x3) die in de core van het spel (N, v) ligt, v(N) verdelen. Dus
er moet gelden x1 + x2 + x3 = v(IN), wanneer je dit tekent in de driedimensionale ruimte, dan krijg je
een vlak. In de spelen die wij bestuderen zal daarnaast vaak ook gelden dat x1, x> en x3 niet negatief
mogen zijn (vanwege de waarden van v({1}), v({2}) en v({3})). In figuur 1.6 is het gedeelte van het
vlak x1 4+ x2 + x3 = v(N) gearceerd waarvoor elke codrdinaat niet negatief is. Merk op dat de core een
deelverzameling moet zijn van deze driehoek. Merk ook op dat als v({1}) = v({2}) = 0v({3}) =0
dan is dit precies de imputatieverzameling.

X3

(0,0,9(N))

(0,0(N),0)
—> X7

Figuur 1.6: Het gedeelte van het viak x; + x; + x3 = v(N) waarvoor geldt dat x; >0, x, > 0 en x3 > 0.

Het is niet makkelijk om in de driedimensionale ruimte de core te tekenen. Het wordt gemakkelijker
als we de gearceerde driehoek van figuur 1.6 er uitlichten. We knippen dan als het ware deze driehoek
uit en leggen hem plat op het papier neer (zie figuur 1.7). Vervolgens gaan we in deze drichoek de
core tekenen. Hoe dit in zijn werk gaat, wordt geillustreerd in het volgende voorbeeld.
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(0,0,0(N))

(v(N),0,0) (0,0(N),0)

Figuur 1.7: Het gedeelte van het vlak x1 4+ x; + x3 = v(N) waarin we de core gaan tekenen.

Voorbeeld 1.16: elektriciteitsnet: tekenen van de core
We willen de core tekenen van het volgende kostenbesparingsspel:

S {1 {2y | {80 [ {12} | {13} | {23} | {1,2,3}
v(S) | 0 0 0 2 5 4

Merk op dat alle punten in de driehoek met als hoekpunten (7,0,0), (0,7,0) en (0,0,7) voldoen aan
x1 >0, x>0, x3 >0en x;+xp+x3 =7, oftewel, dit is precies de imputatieverzameling. Voor
een core-element (x1,xp,x3) moet daarnaast ook nog gelden dat

x1+x > o({1,2}) =2
x+x = o({L,3}) =5
n+tx > 0({2,3}) =4

We zullen voor elke van deze drie ongelijkheden in een plaatje aangeven welke punten in de driehoek
aan deze ongelijkheid voldoen. Uiteindelijk bestaat de core uit die punten die aan alledrie de onge-
lijkheden voldoen.

We beginnen met de ongelijkheid x1 + xp > 2. Het is verstandig om eerst in de driehoek de lijn te
tekenen waarvoor geldt x; +x, = 2. Merk op dat als x; +x, = 2 dan volgt uit x; +xp +x3 =7
dat x3 = 5. De lijn x; + x =2 in het vlak x; + x, + x3 = 7 loopt van het punt (2,0,5) tot aan het
punt (0,2,5). Deze lijn is weergegeven in de eerste figuur van figuur 1.8. Merk op dat deze lijn dus
parallel loopt met de onderste lijn, immers bij beide lijnen is x3 constant. De lijn tussen (2,0,5) en
(0,2,5) verdeelt de figuur in twee stukken. Eén gedeelte waar x1 + x, > 2 (en dus x3 < 5) en een
gedeelte waar xq + xp < 2 (en dus x3 > 5). Voor alle punten onder of op de lijn x1 + x, = 2 geldt
dat x1 +x > 2, dit kun je nagaan door een willekeurig punt in dit gebied in te vullen (bijv. (7,0,0))
en na te gaan dat inderdaad geldt x; +xp > 2. In de tweede figuur is het gebied gearceerd waarvoor
geldt x1 +xp > 2.
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1.3. De core van een spel 17

(0,0,7) (0,0,7)

(7,0,0) (0,7,0) (7,0,0) (0,7,0)

Figuur 1.8: Het tekenen van de punten die voldoen aan de ongelijkheid x1 + xp > 2 in het vlak x1 + x, +x3 = 7.

Op eenzelfde manier kunnen we de punten tekenen die voldoen aan de ongelijkheid x; + x3 > 5. We
tekenen weer eerst de lijn x1 + x3 = 5, deze loopt van het punt (5,2,0) naar (0,2,5) (deze lijn loopt
parallel aan de lijn x; + x3 = 7 oftewel de lijn xp = 0. Het gebied links van deze lijn bevat alle punten
waarvoor geldt x; + x3 > 5. Dit is te zien in de eerste figuur van 1.9. In de tweede figuur van figuur
1.9 is het gebied gearceerd waarvoor geldt xp + x3 > 4, ook hier is weer eerst de lijn xp + x3 = 4
getekend en daarna is bekeken voor welk gebied x, 4+ x3 > 4 geldt.

(0,0,7) (0,0,7)

(0,2,5)
(3,0,4)

X1 +x3>5 Xp+x3 >4

(7,0,0) (5,2,0) (0,7,0) (7,0,0)  (3,4,0) (0,7,0)

Figuur 1.9: De punten die voldoen aan de ongelijkheid x; + x3 > 5 (linkerfiguur) en de ongelijkheid x; + x3 > 4
(rechterfiguur) in het vlak x; +x, +x3 = 7.

De core bestaat uit alle punten die aan alledrie de ongelijkheden voldoen. Dus als we de drie plaatjes
combineren en bekijken welk gebied in alle drie de plaatjes gearceerd is, dan vinden we de core. Deze
is getekend in figuur 1.10. Het onderste hoekpunt is te vinden door te bedenken dat de lijnen x; = 3
en xp = 2 elkaar daar snijden.

(7,000 _____ (0,7,0)

Figuur 1.10: De core van het kostenbesparingsspel.

In de volgende box is samengevat hoe je de core van een driepersoonspel kunt tekenen.
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18 1. Cooperatieve spelen

Tekenen core driepersoonspel
Laat (N, v) een driepersoonsspel zijn. Dan kunnen we de core van dit spel als volgt tekenen.
1. Teken de driehoek met als hoekpunten (v(N),0,0), (0,v(N),0) en (0,0,v(N)).

2. Teken de imputatieverzameling in deze core, dat wil zeggen, kijk voor welke punten
(x1,x2,x3) er geldt dat x; > v({1}), x2 > v({2}) en x3 > v({3}).

3. Teken de lijn x1 + x5 = v({1,2}) en geef het gebied aan waar de ongelijkheid x1 + x >
v({1,2}) geldt.

4. Teken de lijn x1 + x3 = v({1,3}) en geef het gebied aan waar de ongelijkheid x1 + x3 >
v({1,3}) geldt.
5. Teken de lijn x5 + x3 = v({2,3}) en geef het gebied aan waar de ongelijkheid x; + x3 >

v({2,3}) geldt.

De core bestaat nu uit de gemeenschappelijke verdelingen van de gebieden in punt twee tot
en met vijf.

B Opgave 1.13

a) Bekijk het spel (N, vq):
S [{p {2} [ {8y [ {12} | {13} | {23} | {123}
Ul(S) 0
Teken de core van dit spel.
b) Bekijk het spel (N, v;):
S [ {2) [ {3y [ {12} | {1,3} | {23} | {123}
02(5) 0 0 1 2
Teken de core van dit spel.
c) Bekijk het spel (N,v3):
S {1 {2) [ {3y [ {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
v3(S) 0 0 0 1 1 2
Teken de core van dit spel.
d) Bekijk het spel (N, vy):
S {1 {2p [ {3y [ {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
04(S) | O 0 1 3 2 1 6
Teken de core van dit spel.

De hoekpunten van de core noemen we ook wel de extreme punten van de core. In het volgende
voorbeeld zullen we deze hoekpunten nader bekijken.

Voorbeeld 1.17: elektriciteitsnet: extreme punten van de core
In figuur 1.10 is te zien dat de extreme punten van de core van het spel dat gegeven wordt door

S {1y [ {2} [ {3} [ {12} | {13} | {2,3} | {123}
o(8) [ 0 | 0 | 0 2 5 4 7

gelijk zijn aan (3,0,4), (2,0,5), (0,2,5) en (3,2,2). Omdat deze punten core-elementen zijn, weten
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1.3. De core van een spel 19

we dat ze voldoen aan de ongelijkheden die volgen uit conditie (b) van de core. Dit zijn de ongelijk-
heden:

X1

~

~

X2

X3

N

X1+ X2
X1+ x3

VIV IV IV IV IV
TN o oo

X7 + X3

Wanneer we nu de extreme punten bekijken, dan zien we dat bij ieder van deze punten dat twee
van de zes ongelijkheden gelden met een gelijkteken. We noemen dit ook wel dat de bijbehorende
voorwaarde bindend is. Bijvoorbeeld voor het punt (3,0,4) geldt x, = 0 en x; + x3 = 4, alle andere
ongelijkheden zijn niet bindend. Voor het extreme punt (3,2,2) zijn de vijfde en zesde ongelijkheid
bindend.

In het algemeen geldt voor alle extreme punten van de core in een driepersoonspel dat tenminste twee
ongelijkheden bindend zijn. Andersom geldt ook dat als je een core-element hebt waarvoor tenminste
twee ongelijkheden van conditie (b) bindend zijn, dan moet dit punt een extreem punt zijn van de
core.

. Opgave 1.14

Geef bij ieder van de spelen van opgave 1.13 de extreme punten en geef aan welke ongelijkheden
van conditie (b) bindend zijn.

. Opgave 1.15
Gegeven is het volgende spel

S {1y {2} | {8} | {12} | {13} | {23} | {1,2,3}
v 0 | 2 | o 4 3 6 10

a) Geef een core-element.
b) Ga van ieder van de volgende verdelingen na of het een extreem punt is van de core: (2,3,5),
(2,2,6), (0,7,3) en (4,0,6).

Wanneer een spel meer dan drie spelers heeft, dan is het niet meer mogelijk om de core grafisch weer
te geven. We kunnen wel proberen om met behulp van de (on)gelijkheden die moeten gelden volgens
de definitie een verdeling te vinden die in de core ligt. Hier bestaat niet een methode voor die we
kunnen gebruiken, in de praktijk komt het neer op proberen en puzzelen en de verdeling die je hebt
eventueel een beetje aanpassen zodanig dat deze in de core komt te liggen.
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20 1. Cooperatieve spelen

. Opgave 1.16
Bekijk vier bedrijven die linker- en rechterhandschoenen produceren volgens het volgende schema :

bedrijf | rechts | links

12

AlWIN]| =
G| 0| O] >

De opbrengst van een paar handschoenen is 1 euro.

a) Bepaal het bijbehorende cotperatieve spel.

We gaan een verdeling (x1, xp, x3,x4) construeren die in de core ligt.

b) Wat moet er gelden voor x1 + xo + x3 + x4 als (x1, X, x3,x4) in de core ligt?

c) Schrijf de ongelijkheden uit die moeten gelden als je kijkt naar de éénpersoonscoalities.

d) Schrijf de ongelijkheden uit die moeten gelden als je kijkt naar de driepersoonscoalities. Combi-
neer deze met de gelijkheid van onderdeel b), bijvoorbeeld: uit x; + x> +x3 > 21 en x; + xp +
X3 + x4 = 26 volgt x4 < 5.

e) Geef een verdeling die in de core ligt.

Helaas zijn er ook spelen waarvoor de core leeg is. Dat wil zeggen dat er geen verdelingen te vinden
zijn die aan de condities (a) en (b) voldoen. Hieronder vind je een voorbeeld van een spel met een
lege core:

Voorbeeld 1.18: Lege core
Bekijk het volgende spel (N, v):

s {1} {2} [ {3} [ {12} [ {13} [ {23} | {1,2,3}
v(S)| 0 | 0 | 0 6 7 8 10

We laten zien dat dit spel een lege core heeft, we doen dit zowel grafisch als analytisch. Allereerst
schrijven we uit aan welke (on)gelijkheden een verdeling (x1,x3,x3) die in de core van dit spel ligt
moet voldoen:

x1+x+x3 = v({1,2,3})=10
xn+x > o({1,2}) =6
x+x3 > o({1,3}) =7
xn+x3 > 0v({2,3}) =38
x> o({1}) =0

x > v({2}) =0

x3 > v({3}) 0

We gaan nu eerst in een plaatje kijken welke punten er mogelijk in de core kunnen liggen. Mogelijke
core-elementen liggen in de driehoek x1 +xp +x3 = 10 met x; > 0, x, > 0 en x3 > 0, omdat
elke speler zonder samenwerking O kan verdienen. Dit zijn dus alle verdelingen die in de driehoek
met als hoekpunten (10,0,0), (0,10,0) en (0,0,10) liggen, zie het plaatje linksboven in figuur 1.11.
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1.3. De core van een spel

Voordat we naar de overige ongelijkheden gaan kijken, tekenen we eerst de lijnstukken x; 4+ xp, =
v({1,2}) =6, x1 +x3 = v({1,3}) = 7 en x + x3 = v({2,3}) = 8 in deze driehoek. Het lijnstuk
x1 +x2 = v({1,2}) = 6 in de drichoek waar x; + xp + x3 = 10 kan ook omschreven worden als
x3 = 4 en heeft als hoekpunten (6,0,4) en (0,6,4). Op eenzelfde manier kunnen de hoekpunten van
de andere twee lijnstukken bepaald worden. In het plaatje rechtsboven van figuur 1.11 zijn deze drie
lijnstukken getekend.

Bekijk nu het plaatje dat linksonder in figuur 1.11 is afgebeeld. Alle verdelingen buiten het lichtgrijze
gebied (dat als hoekpunten (6,0,4), (0,6,4),

(10,0,0) en (0,10,0) heeft) kunnen niet in de core kunnen liggen, omdat buiten dit gearceerde
gebied geldt dat x1 + xp < 6. Verdelingen die in de core liggen, moeten dus in het lichtgrijze gebied
liggen. In het volgende en laatste plaatje van figuur 1.11 bekijken we dit lichtgrijze gebied nog eens
verder. Verdelingen buiten het donkergrijze gebied, (dat als hoekpunten (2,4,4), (0,6,4), (0,10,0)
en (2,8,0) heeft) kunnen niet in de core liggen, omdat voor deze verdelingen geldt x; 4+ x3 < 8.
Maar als we de verdelingen in het donkergrijze gebied bekijken dan zien we dat deze ook niet in de
core kunnen liggen, omdat voor die verdelingen geldt dat x1 + x3 < 7. Geen enkele verdeling voldoet
dus aan alle core condities en dus is de core in dit geval leeg.

(0,0,10) (0,0,10)

(10,0,0)0,10,0) (10,0,0) (7,3,0) (2,8,0)(0,10,0)
(0,0,10)
//\\
/ \
/ \
/ \ (2,4,4)
(6,0,4) 4~ (0,6,4) (6,0,4),=~='"~"vgmm (0, 6,4)
/
/
/
(10,0,0) (0,10,0)  (10,0,0) (2,8,0)(0,10,0)

Figuur 1.11: Een lege core.

We kunnen dit ook op een analytische manier laten zien door de ongelijkheden waaraan een verdeling
in de core moet voldoen nader te bekijken en een tegenspraak af te leiden. Stel dat de core niet leeg
is. Dan is er een verdeling (x1,x2,x3) die in de core ligt. Voor deze verdeling geldt (volgens conditie
(b) uitgeschreven voor alle tweepersoonscoalities) dat

X1+x > 6
x1+xz 2> 7
xp+x3 > 8.
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22 1. Cooperatieve spelen

Wanneer we deze ongelijkheden bij elkaar optellen, zien we dat er geldt dat
2x1 + 2xp 4+ 2x3 > 21, ofwel 2(xq + xp + x3) > 21. (1.8)

Aan de andere kant weten we dat ook conditie (a) geldt en dus dat
X1+ X2 +x3 = 10.

Vullen we dit in in (1.8), dan krijgen we 20 > 21. Dit is een tegenspraak, dus (xq,xp,x3) kan geen
core-element zijn. Er zijn dus geen verdelingen die aan alle condities van de core voldoen, dus de
core is leeg.

. Opgave 1.17
Bekijk het volgende spel (N, v):

S {1y {2} [ {3} [ {12} | {13} | {2,3} | {123}
o) 3 [ 0 | 0 3 3 6 8

Laat zien (zowel grafisch als analytisch) dat dit spel een lege core heeft.

. Opgave 1.18
Laat zien dat als in een driepersoonsspel (N, v) geldt dat

v({1,2}) +v({1,3}) + v({2,3}) > 20({1,2,3}),

dan heeft dit spel een lege core.

Verdelingen in de core zijn stabiel in de zin dat geen enkele coalitie meer geld kan verdienen door de
grote coalitie te verlaten. Dit is natuurlijk een mooie eigenschap. Het kan zo zijn dat de core uit heel
veel verdelingen bestaat, of dat er helemaal geen core-elementen zijn te vinden. In de praktijk is er
behoefte aan één verdeling van de winst. De core geeft dus wel een aantal verdelingen waarvan we
kunnen stellen dat ze in zekere zin “eerlijk” zijn, maar we weten nog steeds niet hoe we de winst zullen
verdelen. Daarom zullen we in de volgende hoofdstukken ook naar specifieke verdelingen kijken die
in de speltheorie gebruikt worden. Zo'n verdeling geeft bij elk spel aan hoe de winst verdeeld moet
worden onder alle spelers. Deze verdelingen hoeven niet altijd in de core te liggen, maar we zullen
zien dat deze dan weer andere mooie eigenschappen hebben.

1.4 Gemengde opgaven

. Opgave 1.19

Hendri, Marcel en Marloes moeten een praktische opdracht (po) voor wiskunde maken. Deze op-
dracht mag zowel individueel als in groepjes van 2 of 3 leerlingen gemaakt worden. Marloes is goed
in wiskunde, maar haar presentatie- en computervaardigheden zijn minder goed. Hendri en Marcel
zijn echter minder goed in wiskunde maar beter in het werken met de computer en het uitvoeren van
presentaties. Indien de leerlingen in een groepje samenwerken krijgen ze voor de praktische opdracht
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1.4. Gemengde opgaven 23

een groepspunt. De leerlingen krijgen dan de vrijheid om dit groepspunt naar eigen goed dunken te
verdelen over de groepsleden.

Als Hendri, Marcel en Marloes ieder apart de praktische opdracht maken, dan scoren ze respectievelijk
4, 3 en 7 punten. Als Hendri samenwerkt met Marcel dan scoren ze samen een groepspunt van 9,
als Hendri met Marloes samenwerkt dan krijgen zij 13 punten, als Marcel en Marloes samenwerken
dan kunnen zij samen 13 punten behalen. Als Hendri, Marcel en Marloes alledrie samenwerken dan
behalen zij 19 punten.

a) Bepaal een cooperatief spel dat deze situatie weergeeft.

b) Teken de imputatieverzameling en de core van dit spel.

c) Hoe kun je de verdelingen in de core in deze context interpreteren?

[l Opgave 1.20

a) Bepaal drie verschillende core-elementen van het codperatieve spel (N,v) met N = {1,2,3}
gegeven door:

S {1 {2} [ {8} [ {12} | {13} | {23} | {1,2,3}
o) | 2 | 10| 6 16 10 20 24
b) Bepaal drie verschillende core-elementen van het cooperatieve spel (N,v) met N = {1,2,3,4}
gegeven door
S [ {ay [ {2F [ {3} | {4} | {12} | {13} | {14} | {23} | {24}
o) 0 | 0o o] o 4 2 4 5 2
S {3,4} | {1,2,3} | {1,2,4} | {1,3,4} | {2,3,4} | {1,2,3,4}
oS) | 1 6 6 7 5 10

. Opgave 1.21

De bedrijven 1, 2, en 3 willen alle verbonden worden via een netwerk met een elektriciteitscentrale.
Dit netwerk moet echter nog ontwikkeld worden. leder bedrijf kan direct of via een ander bedrijf
verbonden worden met het centrale elektriciteitsnet. De kosten van elke verbinding zijn weergegeven
in figuur 1.12, waarbij het punt 0 de plaats van de elektriciteitscentrale weergeeft. Wanneer bedrijven
samenwerken kunnen ze gebruik maken van alle verbindingen tussen deze bedrijven onderling en van
de directe verbindingen van deze bedrijven naar de elektriciteitscentrale.

l6,1

ly,2 l5,2

Figuur 1.12: Netwerkverbindingen bij opgave 1.21.

a) Maak een tabel met daarin voor iedere coalitie de kosten die ze hebben als ze niet samenwerken,
de kosten van het goedkoopste netwerk als ze wel samenwerken en de waarde van het bijbehorende
kostenbesparingsspel.

b) Teken de core van dit spel, wat zijn de hoekpunten?
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Opgave 1.22

Teken/schets de core van het spel uit opgave 1.3. Let er op dat de waarde van de éénpersoonscoa-
lities niet gelijk zijn aan nul, en dat dit extra lijnen in je plaatje oplevert.

Opgave 1.23
Laat g een reéel getal zijn en bekijk het codperatieve spel (N,v) met:

S {1y [ {2} [ {3} [ {12} | {1,3} | {2,3} | {123}
o) 0 [ 0 | 0 4 q 5

Bepaal voor welke waarde(n) van g

a) de core leeg is,

b) de core uit precies één punt bestaat,

c) de core uit oneindig veel punten bestaat.

Opgave 1.24

Maak een driepersoonsspel, waarvoor het volgende geldt: de core bestaat precies uit één verdeling
en v(N) = 3.

Opgave 1.25

a) Bekijk het spel

S {1y {2} [ {8} | {12} | {13} | {23} | {123}

v(S) | O 0 0 c c c 9
waarbij ¢ een reéel getal is. Bepaal voor welke c de core van dit spel niet leeg is.

b) Bekijk het spel

S {1y {2} [ {8F [ {12} [ {13} | {23} | {123}
v(S) 0 0 0 c c c d
waarbij ¢ een reéel getal is en d een reél getal groter of gelijk aan nul. Bepaal voor welke ¢ de
core van dit spel niet leeg is (merk op dat je antwoord zal afhangen van de constante d).

Opgave 1.26

Bekijk een spel (N, v) zodanig dat voor alle coalities S geldt dat v(S) = Y ;csv({i}). Bewijs dat de
imputatieverzameling van dit spel uit precies één verdeling bestaat en bepaal deze verdeling. Hoe
ziet de core van dit spel eruit?

Opgave 1.27

Bekijk het spel (N,v) met N = {1,2,3}. Het is gegeven dat de vectoren (1,0,1) en (2,0,0) in de

core van dit spel liggen.

a) Bepaal v({1,2,3}).

b) Schrijf voor beide vectoren de ongelijkheden uit die volgen uit conditie (b) van de definitie van
de core.

c) Ligt de verdeling (13,0, %) in de core van het spel (N,v)?

d) Laat a een getal zijn zo dat 0 < a < 1. Ligt de verdeling a(1,0,1) + (1 —4)(2,0,0) = (2—4,0,4a)
in de core?
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. Opgave 1.28
Bekijk het codperatieve spel met N = {1,2,3} en waarden zoals weergegeven in onderstaande tabel:

S {1} | {2} | {3} | {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
oS) [t+5 [ 5 | 7 2t | 3t+4| 14 2t+r

Er is gegeven dat (x1,x2,x3) = (2t,10,9) in de core ligt van dit spel. Bepaal t en r.

. Opgave 1.29
Bekijk het spel (N,v), met N = {1,2,3,4}, waarvoor geldt dat:

v({1,2,3}) =5,
0({1,2,4}) =6,
v({1,3,4}) =6,
)=5
)=7

v({2,3,4}) =
v({1,2,3,4}) =

7

Heeft dit spel een lege core?
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De Shapleywaarde

2.1 Introductie

In het vorige hoofdstuk hebben we een begin gemaakt met het modelleren van economische situaties
met behulp van codperatieve speltheorie. Een belangrijke vraag die hierbij aan de orde komt, is hoe
de uiteindelijke winst die de spelers behalen als ze allemaal samenwerken, verdeeld moet worden onder
alle spelers. Denk bijvoorbeeld maar aan Bas en Chris. Zij moeten, als ze samen hun mobiele telefoon
en oplader op marktplaats voor 15 euro verkopen, deze 15 euro nog wel samen verdelen. In het vorige
hoofdstuk is vooral ingegaan op het begrip core. De core bevat alle verdelingen die ten eerste de
totale winst v(N) verdelen en ten tweede aan iedere coalitie tenminste zoveel geven als de waarde
van de coalitie in het bijbehorende spel. Immers als dit laatse niet het geval zou zijn, dan kan een
coalitie zichzelf qua uitbetaling verbeteren door niet mee te werken met de grote coalitie en als kleinere
coalitie samen te werken en zodoende meer te verdienen.

In voorbeelden hebben we gezien dat de core uit oneindig veel punten kan bestaan, uit één punt
kan bestaan of zelfs leeg kan zijn. In sommige situaties is er behoefte aan één specifieke verdeling
van de winst die bij elk spel aangeeft hoe de totale winst verdeeld moet worden. Denk maar eens
aan de praktijk waarin een aantal bedrijven besluiten kosten te besparen door samen vrachtwagens
te laden voor de bevoorrading van hun winkels. Deze bedrijven hebben vervolgens behoefte aan een
specifieke verdeling van deze kostenbesparing, die eventueel ook aangepast kan worden als de situatie
waarin de bedrijven zich bevinden verandert. Zij willen precies weten wat het hen oplevert en zijn niet
geinteresseerd in een core van een onderliggend spel.

In dit hoofdstuk introduceren we de Shapleywaarde. Deze waarde geeft bij elk codperatief spel precies
één verdeling voor de totale winst. Uiteraard zijn er veel meer verdelingen te bedenken dan alleen
de Shapleywaarde. Zo kun je in een boek over speltheorie ook de nucleolus of de compromiswaarde
tegenkomen. Deze vallen buiten de theorie van deze keuzemodule. Je kunt natuurlijk ook zelf een
verdeling bedenken die bij elke situatie de totale winst over alle spelers verdeelt en aantrekkelijke
eigenschappen heeft.

2.2 De Shapleywaarde

Een functie die voor elk codperatief spel een verdeling van de waarde van de grote coalitie geeft over de
spelers noemen we ook wel een verdeelregel. In tegenstelling tot de core of de imputatieverzameling,
die meerdere verdelingen kunnen bevatten, wijst een verdeelregel één verdeling aan van v(N) over de
spelers in N voor ieder spel (N,v). In deze paragraaf maken we kennis met een voorbeeld van een

27



28 2. De Shapleywaarde

verdeelregel: de Shapleywaarde.

De Shapleywaarde geeft voor elk codperatief spel (N, v) een verdeling van v(N) over alle spelers in
N. De Shapleywaarde is gebaseerd op de marginale bijdragen van de spelers in een spel. De marginale
bijdrage van een speler aan een bepaalde coalitie geeft aan wat voor extra winst er onstaat doordat
deze speler gaat samenwerken met deze coalitie. De marginale bijdrage van een speler hangt natuurlijk
af van de coalitie waarmee deze speler gaat samenwerken.

Stel nu dat de spelers in een bepaalde volgorde gaan samenwerken. In deze volgorde kunnen we dan
kijken naar de marginale bijdragen van de verschillende spelers. De marginale bijdrage van een speler
geeft dan aan wat voor extra winst er onstaat doordat deze speler gaat samenwerken met de tot dan
toe al aanwezige samenwerkende spelers. De vector die bij een bepaalde volgorde de bijbehorende
marginale bijdragen van de spelers weergeeft, wordt ook wel marginale vector genoemd.

Wiskundig zullen we dit als volgt noteren: een willekeurige volgorde van alle spelersin N = {1,2,...,n}
geven we aan met o (de kleine letter sigma van het Griekse alfabet). Als bijvoorbeeld N = {1,2,3}
dan bedoelen we met ¢ = (132) de volgorde waarin speler 1 eerst komt, daarna speler 3 en speler 2
komt als laatste. Merk op dat als er n spelers zijn, dan zijn ern! =n-(n—1)-...-2-1 mogelijke
volgorden van alle spelers. Immers voor de eerste positie in de volgorde zijn er n verschillende mo-
gelijke spelers en voor de tweede positie zijn er dan nog n — 1 verschillende spelers over, tot je bij
de laatste positie in de volgorde komt, dan is er nog maar één mogelijke speler over. De marginale
bijdrage van een speler i aan een coalitie S waar i nog niet in zit, wordt gegeven door:

v(SU{i}) — (),

waarbij S U {i} de coalitie is bestaande uit de spelers in S en speler i. Het teken 'U’ wordt ook
wel verenigingsteken genoemd en geeft aan dat de betreffende verzamelingen worden verenigd, ofwel
samengevoegd, tot een nieuwe verzameling. In de appendix vind je een overzicht van alle notaties
die gebruikt worden bij verzamelingen. De marginale vector die de marginale bijdragen van de spelers
bevat en die hoort bij het spel (N,v) en de volgorde ¢ geven we aan met m“(v) en dit is dus een
vector met n getallen.

Voorbeeld 2.1: elektriciteitsnet: marginale vectoren

Bekijk het kostenbesparingsspel van het voorbeeld elektriciteitsnet zoals we dat in het vorige hoofd-
stuk tegenkwamen:

S {1y [ {2} [ {3} [ {12} | {13} | {2,3} | {123}
v(S) | 0 | 0 | 0 2 5 4 7

We bepalen allereerst alle volgorden van de spelersverzameling N = {1,2,3}. Dit zijn er in totaal
3! = 6: (123), (132), (213), (231), (312) en (321). Stel we bekijken de volgorde (123), dit wil dus
zeggen dat eerst speler 1 komt, dan speler 2 en als laatste speler 3. Speler 1 kan alleen 0 euro
verdienen, dus de marginale bijdrage van speler 1 is O euro. Speler 1 en 2 samen kunnen 2 euro
verdienen, dus in deze volgorde is de marginale bijdrage van speler 2 gelijk aan v({1,2}) —v({1}) =2
euro. De spelers 1, 2 en 3 samen kunnen 7 euro verdienen. Ten opzichte van de 2 euro van de
spelers 1 en 2, levert dit een marginale bijdrage van speler 3 van v({1,2,3}) —v({1,2}) =7—-2=5
euro. De marginale vector horend bij de volgorde (123) is dus gelijk aan (0,2,5).

Evenzo geldt bij de volgorde (312) dat speler 3 alleen geen kosten kan besparen. Speler 1 en 3
samen kunnen 5 euro besparen, dus in deze volgorde is de marginale bijdrage van speler 1 gelijk aan
v({1,3}) —v({2}) = 5 euro. Als speler 2 ook mee gaat doen kunnen er nog 2 (= v({1,2,3}) —
v({1,3}) euro extra aan kosten bespaard worden. Samenvattend leidt dit tot de marginale vector
(5,2,0). In de onderstaande tabel is bij elke volgorde de bijbehorende marginale vector gegeven.
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2.2. De Shapleywaarde 29

o m? (v)
(123) | (0,2,5)
(132) | (0,2,5)
(213) | (2,0,5)
(231) | (3,0,4)
(312) | (5,2,0)
(321) | (3,4,0)

Merk op dat het mogelijk is dat twee verschillende volgorde dezelfde marginale vector hebben, zoals
in dit voorbeeld het geval is met de volgorden (123) en (132).

. Opgave 2.1
Bereken de marginale vectoren van het spel

S {1y [ {2} [ {3} | {12} | {13} | {2,3} | {123}
o(S) | 1 | 0 | 0 0 3 2

De Shapleywaarde van een spel wordt berekend door de marginale bijdragen van de spelers in alle
mogelijke volgorden te middelen. Of, anders gezegd, de Shapleywaarde neemt het gemiddelde van
alle marginale vectoren (voor regels met betrekking tot het rekenen met vectoren, wordt verwezen
naar de appendix). De volgende voorbeelden lichten dit idee toe voor een spel met twee spelers.

Voorbeeld 2.2: Marktplaats: Shapleywaarde
Herinner je dat we de situatie uit het voorbeeld marktplaats konden modelleren met het spel

s [ {1y 1 {2} [ {12}
0(8) | 0 0 15

waarbij Bas (met alleen een mobiele telefoon) speler 1 was en Chris (met alleen een oplader) speler 2.
Stel dat speler 1 eerst probeert zijn mobiel op marktplaats te verkopen. Omdat een mobieltje zonder
oplader niets oplevert, verdient speler 1 hiermee 0 euro. Als nu speler 2 (die een oplader bezit) zich
bij speler 1 voegt, dan kunnen de mobiele telefoon en oplader samen voor 15 euro verkocht worden.
Deze 15 euro is de marginale bijdrage van speler 2 aan de coalitie {1}. Immers de extra winst die
ontstaat doordat speler 2 bij speler 1 komt is gelijk aan 15 —0 = 15 euro. De marginale vector
die dit weergeeft, is gelijk aan (0,15). Merk op dat deze marginale vector afhangt van de volgorde
waarin we aannemen dat de spelers gaan samenwerken.

We kunnen het natuurlijk ook andersom bekijken. Waarom zou speler 1 er als eerste zijn? Stel
speler 2 probeert eerst zijn oplader via marktplaats te verkopen. Deze levert niets op, dus speler
2 heeft een winst van 0 euro. Als speler 1 er nu bij komt, dan stijgt de winst naar 15 euro en de
marginale bijdrage van speler 1 is in dit geval 15 euro. De marginale vector bij deze volgorde is gelijk
aan (15,0).

De Shapleywaarde is het gemiddelde van beide marginale vectoren en is dus gelijk aan %((O, 15) +
(15,0)) = (7.5,7.5).
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30 2. De Shapleywaarde

Voorbeeld 2.3: Marktplaats 2: Shapleywaarde

Stel dat Bas (speler 1) zijn mobiele telefoon voor 5 euro op marktplaats kan verkopen en dat de
oplader van Chris (speler 2) op marktplaats 2.50 euro oplevert. Een setje van mobiele telefoon en
oplader kan nog steeds voor 15 euro verkocht worden. Het spel dat deze situatie weergeeft, wordt
gegeven door (zie ook opgave 1.7):

S {1} | {2} | {1.2}
o(S) | 5 | 25 | 15

De waarden van de éénpersoonscoalities zijn nu anders en de vraag is hoe dit de marginale vectoren
en de Shapleywaarde verandert.

We passen weer dezelfde procedure toe als in het vorige voorbeeld en kijken tot welke waarde van de
Shapleywaarde dat in dit geval leidt. Wanneer speler 1 alleen opereert, verdient hij 5 euro. Als speler
2 vervolgens met speler 1 gaat samenwerken, dan zal de winst stijgen tot 15 euro. De marginale
bijdrage van speler 2 is dan gelijk aan 15 —5 = 10 euro. Dit leidt tot de marginale vector (5,10).
Andersom, als speler 2 alleen is en zijn oplader verkoopt, dan verdient hij 2.50 euro. Wanneer speler
1 erbij komt, stijgt de winst naar 15 euro. Dus de marginale bijdrage van speler 1 in dit geval is gelijk
aan 15 —2.50 = 12.50 euro. Dit resulteert in de marginale vector (12.50,2.50). De Shapleywaarde
wordt berekend door het gemiddelde te nemen van deze twee vectoren. Dit leidt dan tot een verdeling
van %((5, 10) + (12.50, 2.50)) = (8.75,6.25).

. Opgave 2.2
Bekijk het handschoenenspel waarbij bedrijf 1 vijf linker- en zeven rechterhandschoenen produceert
en bedrijf 2 negen linker- en zes rechter handschoenen. Eén paar handschoenen levert 5 euro op, een
linker- zonder rechterhandschoen of een rechter- zonder linkerhandschoen levert niets op.
a) Geef het bijbehorende cotperatieve spel dat deze situatie weergeeft.
b) Bereken de marginale vectoren bij de volgorde (12) en de volgorde (21).
c) Bereken de Shapleywaarde.

In de twee bovenstaande voorbeelden is de Shapleywaarde uitgerekend voor twee tweepersoonsspelen.
Natuurlijk kunnen we de Shapleywaarde ook uitrekenen voor codperatieve spelen met meer dan twee
spelers. Deze wordt dan uitgerekend door alle marginale vectoren bij elkaar op te tellen en te delen
door n!, want er zijn n! mogelijke volgorden van de spelers en er zijn dus ook n! marginale vectoren.
De Shapleywaarde van een spel (N, v) wordt genoteerd met ¢(v) (kleine letter phi van het Griekse
alfabet). De Shapleywaarde is een vector bestaande uit n getallen en de uitbetaling van speler i in
de Shapleywaarde geven we aan met ¢;(v): het i-de getal in de vector ¢(v). In de onderstaande box
zijn de procedure en de wiskundige formule voor het berekenen van de Shapleywaarde gegeven:
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2.2. De Shapleywaarde

Berekenen Shapleywaarde
Laat (N, v) een codperatief spel zijn. Dan kunnen we de Shapleywaarde als volgt berekenen
(voor een uitleg over het sommatieteken wordt verwezen naar de appendix):

1. Bepaal alle n! volgorden van de groep van n spelers.

2. Bepaal bij iedere volgorde de bijbehorende marginale vector.

3. Bereken de Shapleywaarde door het gemiddelde van alle marginale vectoren te nemen.

We kunnen dit wiskundig noteren als:

1
p(v) = — Z m’(v), (2.1)
“alle s
waarbij ¢(v) de Shapleywaarde is van het spel en m?(v) de marginale vector is van het spel

bij de volgorde o.

Voorbeeld 2.4: elektriciteitsnet: Shapleywaarde

Bekijk het kostenbesparingsspel van het voorbeeld elektriciteitsnet zoals we dat in het vorige hoofd-
stuk tegenkwamen:

S {1y [ {2} [ {3} | {12} | {13} | {2,3} | {1,2,3}
o(8) [ 0 | 0 | 0 2 5 4 7

De stappen 1. en 2. hebben we al uitgevoerd in het voorbeeld elektriciteitsnet: marginale vectoren.
Dit leverde de volgende tabel op:

o m? (v)
(123) | (0,2,5)
(132) | (0,2,5)
(213) | (2,0,5)
(231) | (3,0,4)
(312) | (5,2,0)
(321) | (3,4,0)

De Shapleywaarde is het gemiddelde van alle marginale vectoren, dus deze is gelijk aan

1
() = (02,5 +(0,25)+ (20,5 +(3,04)+(52,0) +(3,4,0)
1 13 10 19
= [(1310,19) = (L, 2. ¢).
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32 2. De Shapleywaarde

. Opgave 2.3
Bekijk het spel uit het voorbeeld Peters bedrijf dat gegeven werd door de onderstaande tabel.

S | {1} | {23 [ {8} [ {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
o(S) 0 | 0 [100| 100 | 200 | 300 400

a) Maak een tabel met daarin alle mogelijke volgorden van de spelersverzameling {1,2,3} en bereken
bij iedere volgorde de bijbehorende marginale vector.
b) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.

We zullen nu de Shapleywaarde van een willekeurig tweepersoonspel berekenen. Laat (N,v) een
tweepersoonsspel zijn. Er zijn in totaal twee (2!) verschillende volgorden van de spelersverzameling
N = {1,2}. Noem oy = (12) en 0» = (21). We gaan nu de Shapleywaarde uitdrukken in de getallen
v({1}), v({2}) en v({1,2}). We bekijken eerst m71(v). Speler 1 komt als eerste en kan v({1})
verdienen en de marginale bijdrage van speler 2 als deze met speler 1 gaat samenwerken is gelijk aan
v({1,2}) —v({1}). Dus m?(v) = (v({1}),v({1,2}) —v({1})). Op eenzelfde manier vinden we
dat m2(v) = (v({1,2}) —v({2}),v({2})). De Shapleywaarde is gelijk aan het gemiddelde van deze
twee vectoren. De uitbetaling die speler 1 krijgt in de Shapleywaarde is dan gelijk aan

p1(0) = 3(mi (v) +mP(v))
3 (e({1}) +2({1,2}) *U({Z}))
7o({1}) + 30({1,2}) - 50({2})
= o({1}) - 70({1}) +3 U({l 2}) - z30({2})
= o({1})+2 o({12})—v (2{1}) v({2})

. Opgave 2.4
Laat zien dat voor een tweepersoonsspel (N, v) geldt dat

P2 (0) = v({2}) + o({12})— ({1})*1’({2}).

De Shapleywaarde van een tweepersoonsspel wordt dus gegeven door

¢(v) = (U({l}) 4 o{12h)- v({l}) o({2}) ,o({2)) + v({1,2}) Z1(2{1})—0({2})) (2.2)

Met behulp van formule (2.2) kunnen we de Shapleywaarde van een tweepersoonsspel ook als volgt
interpreteren: elke speler krijgt het bedrag dat hij zelf zonder de hulp van de ander kan verdienen.
Het bedrag dat daarna nog over is, v({1,2} — v({1}) — v({2}), wordt gelijkelijk onder beide spelers
verdeeld.

Voorbeeld 2.5: Marktplaats 2: formule (2.2) Shapleywaarde
Bekijk het voorbeeld marktplaats 2, waar het spel gegeven werd door:

S {1}y {2} | {12}
o(S) | 5 | 25 | 15
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2.3. Eigenschappen van de Shapleywaarde 33

Speler 1 krijgt in ieder geval 5 euro en speler 2 krijgt 2.5 euro. Van de 15 euro blijft dan nog 7.50
euro over, deze wordt gelijkelijk over speler 1 en 2 verdeeld. Dit leidt tot de verdeling (54 3.75,2.5 +
3.75) = (8.75,6.25) en deze is inderdaad gelijk aan de Shapleywaarde zoals we die eerder hebben
uitgerekend.

. Opgave 2.5

Bereken nogmaals de Shapleywaarde van het spel uit opgave 2.2 maar nu door formule (2.2) van de
Shapleywaarde voor tweepersoonsspelen in te vullen.

2.3 Eigenschappen van de Shapleywaarde

Tot nu toe hebben we de Shapleywaarde een aantal keer uitgerekend, maar je vraagt je misschien af
waarom we de Shapleywaarde willen gebruiken als verdeling voor de totale winst. Het kan zelfs zo
zijn dat de Shapleywaarde van een spel niet in de core van dit spel ligt, zoals de volgende opgave
illustreert.

. Opgave 2.6
Laat (N, v) gegeven zijn door N = {1,2,3} en

S {1y [ {2} [ {3} | {12} | {1,3} | {2,3} | {123}
o(S) | 0 | 0 | 0 1 1 0

a) Bereken alle marginale vectoren van dit spel.
b) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.
c) Ligt de Shapleywaarde in de core?

Waarom zouden we de Shapleywaarde willen gebruiken om de totale winst te verdelen? De Shapley-
waarde wordt vaak gebruikt, omdat zij een aantal mooie eigenschappen bezit. We zullen deze mooie
eigenschappen op een rijtje zetten.

De eerste eigenschap van de Shapleywaarde nam je misschien al wel als vanzelfsprekend aan. Dit is
de eigenschap dat de Shapleywaarde bij een willekeurig spel (N,v) de waarde v(N) verdeelt, dus de
som van alle uitbetalingen aan de spelers is gelijk aan v(N). Deze eigenschap noemen we ook wel
efficiéntie.

Eigenschap: efficiéntie

Een verdeelregel f is efficiént als voor elk spel (N, v) geldt dat

waarbij f;(v) de uitbetaling van speler i weergeeft als de verdeelregel f wordt gebruikt in het
spel (N, v).
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In opgave 2.7 wordt bewezen dat de Shapleywaarde efficiént is.

. Opgave 2.7

2. De Shapleywaarde

Laat (N, v) een codperatief spel zijn met 3 spelers. Als ¢ = (123) dan kunnen we m? (v) uitschrijven

tot (o({1}),0({1,2}) —v({1}),v({1,2,3}) — v({1,2}))

a) Schrijf m7(v) uit voor de overige vijf volgorden.
b) Laat zien dat m?(v) altijd v(N) uitdeelt, oftewel dat Y_>_, m? (v)
c) Bewijs dat ook de Shapleywaarde v(N) uitdeelt.
Laat (N,v) een codperatief spel met n spelers zijn.

d) Beredeneer dat elke marginale vector v(N) uitdeelt.
e) Beredeneer dat ook de Shapleywaarde v(N) uitdeelt.

. Opgave 2.8

= v(N).

Laat (N,v) een coOperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:

1. Egalitaire verdeling, E(v), gedefinieerd door E;(v) =

v(N)

n

voor allei € N.

2. Utopia verdeling, U(v), gedefinieerd door U;(v) = v(N) — v(N\{i}), voor allei € N.

Zijn deze regels efficiént? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoorbeeld.

Efficiéntie is niet de enige mooie eigenschap die de Shapleywaarde bezit. In opgave 2.9 komt een

andere eigenschap van de Shapleywaarde naar voren.

. Opgave 2.9

Laat (N,v) gegeven zijn door N = {1,2,3} en

{1,2,3}

S | {1} | {2}
v(S) 1 0

(3}
0

{1,2}
1

{1,3}
1

{2,3}
3

a) Bereken alle marginale vectoren van dit spel.

b) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.

c) Bereken achtereenvolgensv({1}) —v(@), v({1,2}) —v({2}). v({1,3}) —v({3}) env({1,2,3}) —
v({2,3}). Wat valt je op als je deze getallen vergelijkt met de uitbetaling van speler 1 in de

Shapleywaarde?

De tweede eigenschap die de Shapleywaarde heeft, en die ook naar voren komt in opgave 2.9, is de
dummy eigenschap. De dummy eigenschap zegt iets over de uitbetaling in een spel aan zogeheten
dummyspelers. We noemen een speler i een dummyspeler als de marginale bijdrage van deze speler
aan elke coalitie waar hij niet in zit dezelfde is. Merk op dat de marginale bijdrage van speler i als
deze niet samenwerkt gelijk is aan v({i}). Het idee van een dummyspeler is dus dat deze de waarde
van een coalitie altijd met v({i}) doet stijgen als hij met deze coalitie gaat samenwerken en dat deze
extra winst niet afhangt van de coalitie waarmee hij gaat samenwerken.
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2.3. Eigenschappen van de Shapleywaarde 35

Dummyspeler

Laat (N,v) een cooperatief spel zijn. Dan is speler i € N een dummyspeler als voor elke
coalitie S C N\ {i} geldt dat

o(SU{i}) = v(S) + o({i}).

Voorbeeld 2.6: dummyspelers, zie ook opgave 2.9

Bekijk het spel uit opgave 2.9. Speler 1 is in dit spel een dummyspeler. Immers de waarden
v({1,2}) —v({2}), ({1,3}) —v({3}) en v({1,2,3}) — v({2,3}) geven de marginale bijdrage van
speler 1 aan respectievelijk de coalities {2}, {3} en {2,3} en zijn allemaal gelijk aan v({1}) = 1.
Speler 2 is geen dummyspeler, omdat bijvoorbeeld v({2}) = 0 en v({2,3}) — v({3}) = 3 en deze zijn
niet gelijk aan elkaar. Ook speler 3 is geen dummyspeler, want v({3}) = 0en v({2,3}) —v({2}) =3,

dus o({3}) # v({2,3}) — v({2}).

Een spel kan meerdere dummyspelers bevatten, of helemaal geen dummyspelers.

. Opgave 2.10
Laat zien dat er in het spel van opgave 2.6 geen dummyspelers zijn.

Een dummyspeler geeft dus altijd dezelfde extra winst als hij gaat samenwerken met een coalitie. De
dummy eigenschap zegt dat de uitbetaling aan een dummyspeler dan ook gelijk moet zijn aan deze
winst. Immers deze speler voegt altijd hetzelfde toe, nooit meer en nooit minder, dus het lijkt redelijk
om dit bedrag aan deze speler uit te betalen.

Eigenschap: dummy eigenschap

Een verdeelregel f heeft de dummy eigenschap als voor elk spel (N, v) en elke dummyspeler
i € N geldt dat

fi(v) = o({i}).

We bewijzen dat de Shapleywaarde de dummy eigenschap bezit en we maken daarbij gebruik van
formule (2.1).

Bewijs: laat (N, v) een spel zijn en laat speler i een dummyspeler in dit spel zijn. De Shapleywaarde
voldoet aan de dummy eigenschap als ¢;(v) = v({i}). Laat o een willeurige volgorde van de spelers
zijn en laat S de verzameling van spelers zijn die voor speler i komen. Dan geldt dat

m{ (v) = v(SU{i}) —v(S) = v({i}),
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omdat speler i een dummyspeler is. Voor de Shapleywaarde van speler i geldt dan dat:

o) = Y mi()
“alle o
1 .
= - Y. o({i})
allea
= Loty = o({i)),

n!

Merk op dat de derde gelijkheid geldt, vanwege het feit dat er voor elke volgorde de waarde v({i})
wordt opgeteld, omdat er in totaal n! volgorden zijn, levert deze sommatie dus n!-v({i}) op. De

Shapleywaarde heeft dus inderdaad de dummy eigenschap. O

. Opgave 2.11
Bekijk het spel uit het voorbeeld klassenvertegenwoordigers dat gegeven werd door:

S {1y {2} [ {3} [ {12} | {1,3} | {2,3} | {123}
o(S) | 1 0| O 1 1 0 1

a) Laat zien dat alle spelers in dit spel dummyspelers zijn.
b) Bepaal de Shapleywaarde van dit spel.

. Opgave 2.12
Laat (N,v) een coOperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:

1. Egalitaire verdeling, E(v), gedefinieerd door E;(v) = v(fl\]), voor allei € N.
2. Utopia verdeling, U(v), gedefinieerd door U;(v) = v(N) — v(N\{i}), voor alle i € N.

Bezitten deze regels de dummy eigenschap? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoorbeeld.

In de volgende opgave wordt een derde eigenschap van de Shapleywaarde belicht.

[l Opgave 2.13
Bekijk het spel dat gegeven wordt door

{1} {2} | {3} | {12} | {1,3} | {23} | {123}
0] 0o 3 q q 6

S
v1(S)

a) Bereken de Shapleywaarde.
b) Wat valt je op als je de uitbetaling van speler 1 en 2 vergelijkt in de Shapleywaarde?

c) Bereken de Shapleywaarde van het spel

S {1 {2p [ {3y [ {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
w(S) | 0 | 0 | 0 3 2 2 6

Hoe zit het met de uitbetaling van speler 1 en 27
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2.3. Eigenschappen van de Shapleywaarde 37

d) Bereken de Shapleywaarde van het spel:

S {1y {2} | {3} [ {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
v,(S) | O 0 0 3 a a

met a een reéel getal. Vergelijk weer de uitbetaling van speler 1 en 2.

Naast de dummy eigenschap en efficiéntie heeft de Shapleywaarde ook de eigenschap symmetrie. De
eigenschap symmetrie heeft te maken met de uitbetaling aan symmetrische spelers. Twee spelers
zijn symmetrisch in een spel als de marginale bijdrage van deze spelers aan elke spelersgroep waar ze
allebei geen deel van uitmaken gelijk is.

Symmetrische spelers

Laat (N,v) een codperatief spel zijn. Dan zijn de spelers i en j symmetrisch als voor elke
coalitie S waarvoor geldt i ¢ S en j € S, geldt dat

v(SU{i}) —o(8) = o(SU{j}) —o(S).

Dit is ook te schrijven als

v(SU{i}) = o(SU{j}).

Voorbeeld 2.7: symmetrische spelers, zie ook opgave 2.13
Bekijk het spel (N, v) gegeven door:

S {1y [ {2} [ {3} | {12} | {13} | {2,3} | {123}
o(8) [ 0 | 0 | 0 3 4 4 6

We laten zien dat speler 1 en 2 symmetrisch zijn in dit spel. Alle mogelijke coalities zonder de
spelers 1 en 2 zijn: @ (de lege verzameling) en {3}. De lege verzameling samen met speler 1
geeft de coalitie {1} en de lege verzameling samen met speler 2 geeft de coalitie {2}. Er geldt dat
v({1}) = v({2}) = 0, dus voor de lege verzameling is de symmetrieconditie in orde. Verder geldt
dat coalitie {3} samen met speler 1 de coalitie {1,3} geeft en {3} samen met speler 2 geeft de
coalitie {2,3}. Omdat ook v({1,3}) = v({2,3}) = 4, zijn de spelers 1 en 2 inderdaad symmetrisch.

. Opgave 2.14
Laat zien dat ook in het spel van opgave 2.13 d) speler 1 en 2 symmetrisch zijn.

. Opgave 2.15
Laat zien dat Bas en Chris in de eerste versie van het voorbeeld marktplaats (waarbij alleen een
mobiele telefoon of alleen een oplader niets oplevert) symmetrische spelers zijn, maar niet in de
tweede versie (waarbij een mobiele telefoon zonder oplader 5 euro oplevert en een oplader zonder

mobiele telefoon 2.50 euro).
*
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De eigenschap symmetrie zegt dat als twee spelers in een spel symmetrisch zijn, dan ontvangen deze
twee spelers ook dezelfde uitbetaling.

Eigenschap: symmetrie

Een verdeelregel f heeft de eigenschap symmetrie als voor elk spel (N, v) en alle symmetrische
spelers i en j geldt dat

fi(0) = fj(0).

Het bewijs dat de Shapleywaarde aan de symmetrie eigenschap voldoet, laten we hier achterwege.
Wel merken we nog op dat het dus geen toeval is dat de spelers 1 en 2 dezelfde Shapleywaarde hebben
in het spel van opgave 2.13.

Voorbeeld 2.8: Marktplaats: eigenschap symmetrie
Herinner je dat de situatie uit het voorbeeld marktplaats weergegeven kon worden door het spel

S [ {1y | {2} [ {12}
0(8) | 0 0 15

Speler 1 en 2 zijn symmetrisch in dit spel en dus geldt volgens de eigenschap symmetrie dat ¢1(v) =
@2(v). Met behulp van de eigenschap efficiéntie weten we ook dat ¢1(v) + ¢2(v) = 15. Wanneer
we dit combineren, vinden we dat ¢(v) = (7.5,7.5).

[ Opgave 2.16
Bekijk het spel (N, v) gegeven door

S {1y {2} [ {8} [ {12} | {13} | {23} | {123}
oS) | 0 | 0 | 0 1 1 1 6

Gebruik de eigenschappen efficiéntie en symmetrie om de Shapleywaarde van dit spel te berekenen.

. Opgave 2.17
Laat (N,v) een cooperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:

v(,i\]), voor allei € N.

v(N) — v(N\{i}), voor allei € N.

1. Egalitaire verdeling, E(v), gedefinieerd door E;(v) =
2. Utopia verdeling, U(v), gedefinieerd door U;(v) =

Bezitten deze regels de eigenschap symmetrie? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoor-
beeld.

De laatste eigenschap van de Shapleywaarde die we hier behandelen is additiviteit. Deze eigenschap
heeft te maken met de uitbetaling aan de spelers als we kijken naar een spel dat de som is van twee
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2.3. Eigenschappen van de Shapleywaarde 39

spelen. De som van twee spelen ontstaat door voor elke coalitie de waarden van deze coalitie in beide
spelen bij elkaar op te tellen.

Somspel

Laat (N,v) en (N,w) twee cooperatieve spelen zijn. Dan is het somspel (N,v + w)
gedefinieerd door:

(v4+w)(S) = v(S) +w(S)

voor elke coalitie S.

Voorbeeld 2.9: Somspel
In de onderstaande tabel zijn twee spelen (N, v) en (N, w) gegeven.

S {1 {2) [ {8t [ {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
(S) 0 | O 1 2 2 5
w@) | 1 | 0 | o0 1 3 1 6

De waarde van bijvoorbeeld coalitie {1,3} in het spel v+ w kunnen we vinden door (v+ w)({1,3}) =
v({1,3} + w({1,3}) =2+ 3 = 5. Het complete spel (N, v+ w) kunnen we vinden door de tweede
en derde rij van de bovenstaande tabel bij elkaar op te tellen:

§ {1} [ {2} | {3} [ {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
(v+w)(S) 1 0 0 2 5 3 11

De eigenschap additiviteit houdt in dat de uitbetaling in het somspel
(N,v+w) de som is van de uitbetalingen in de afzonderlijke spelen.

Eigenschap: additiviteit

Een verdeelregel f heeft de eigenschap additiviteit als voor elk spel (N,v) en (N, w) geldt
dat

flo+w) = f(v) + f(w).

L 4
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40 2. De Shapleywaarde

Voorbeeld 2.10: Shapleywaarde: eigenschap additiviteit

Bekijk nogmaals de spelen (N, v), (N,w) en (N,v+ w) uit het voorbeeld somspel. Van ieder van
deze drie spelen kunnen we de Shapleywaarde uitrekenen met behulp van de marginale vectoren.
Ga zelf na dat ¢(v) = (14,11,2), ¢(w) = (16—6, %,%) en ¢(v+w) = (2—65,%,%). We zien in dit
voorbeeld inderdaad dat ¢(v) + @(w) = (13,13,2) + (18,2, 13) = (2,18, 2) = p(v + w).

Natuurlijk bewijst één voorbeeld niet dat de Shapleywaarde de eigenschap additiviteit bezit. Om dit
aan te tonen moeten we een bewijs geven dat voor alle spelen geldt.

Bewijs: Laat (N, v) en (N, w) twee willekeurige spelen zijn en ¢ een willeurige volgorde van de spelers.
Laat i een willekeurige speler en S de groep van spelers, die in de volgorde o voor speler i komen Dan
geldt met de definitie van een somspel en de definitie van marginale vector dat

m{(v+w) = (v+w)(SU{i})— (v+w)(S)
= o(SU{i}) +w(SU{i}) — (v(S) + w(S))
= o(SU{i}) —v(S)+w(SU{i}) —w(S)
mj (v) + m{ (w).

Omdat speler i willekeurig was, geldt dus m7 (v + w) = m7(v) + m” (w).

Gebruiken we formule (2.1) dan zien we:

1
p(v+w) = — Z m? (v +w)
alle ¢

1

— Y (m7(0) + m"(w))
alle ¢

(L @)+ T o)
"alleo alle ¢

= Y w @)t ¥ ()

“alle ¢ “alle ¢

= ¢(0) +¢(w).

. Opgave 2.18
Laat (N,v) een codperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:

v(i\]), voor allei € N.

o(N) —v(N\{i}), voor allei € N.

1. Egalitaire verdeling, E(v), gedefinieerd door E;(v) =
2. Utopia verdeling, U(v), gedefinieerd door U;(v) =

Bezitten deze regels de eigenschap additiviteit? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoor-
beeld.

De Shapleywaarde bevat dus vier mooie eigenschappen en het is zelfs zo dat de Shapleywaarde de
enige regel is die al deze vier eigenschappen bevat, deze eigenschappen leggen de Shapleywaarde dus
ook vast.
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2.3. Eigenschappen van de Shapleywaarde 41

Stelling

Er is een unieke verdeelregel die de eigenschappen efficiéntie, dummy, symmetrie en addi-
tiviteit heeft. Dit is de Shapleywaarde.

We zullen deze stelling hier niet bewijzen, maar we gaan wel gebruikmaken van het feit dat de
Shapleywaarde efficiént is, de dummy eigenschap heeft en dat zij voldoet aan de eigenschap symmetrie
en additiviteit. Het blijkt dat het uitrekenen van de Shapleywaarde in sommige gevallen hierdoor een
stuk eenvoudiger wordt. In het volgende voorbeeld wordt dit geillustreerd. Dit voorbeeld bekijkt een
zogeheten unanimiteitsspel. Een unanimiteitsspel (N, ur) met T een coalitie is als volgt gedefinieerd:

1 alsTCS
S) = '
ur(S) {0 als T ¢ S.

Voorbeeld 2.11: unanimiteitsspel

Laat N = {1,2,3} en T = {1,2} dan wordt het unanimiteitsspel (N, ut) = ({1,2,3},u(; 5}) gegeven
door:

S {1y | {2} | {3} | {12} | {1,3} | {2,3} | {123}
U S) | 0 | 0 [0 1 0 0 1

Immers alleen voor de coalities {1,2} en {1,2,3} geldt dat {1,2} een deelverzameling is van deze
coalities en dus hebben deze coalities een waarde van 1 in het spel. Voor elke andere coalitie geldt
dat {1,2} geen deelverzameling is van deze coalitie en daarom heeft elke andere coalitie de waarde
0 in dit spel.

. Opgave 2.19

Laat zien dat in het spel (N,u{l,z}) speler 1 en 2 symmetrisch zijn en dat speler 3 een dummyspeler
is.

We kunnen de Shapleywaarde van een unanimiteitsspel berekenen door op een slimme manier gebruik
te maken van de ons bekende eigenschappen.

Voorbeeld 2.12: unanimiteitsspel: Shapleywaarde

Bekijk nogmaals het spel ({1,2,3}, 1, ) zoals dit is uitgerekend in het voorbeeld unanimiteitsspel.
Speler 3 is een dummyspeler (zie opgave 2.19 en dus geldt (volgens de dummy eigenschap): ¢3(ut) =
ur({3}) = 0. Speler 1 en 2 zijn symmetrisch (zie ook opgave 2.19) en dus geldt (volgens symmetrie):
¢1(ur) = @2(ur). Omdat de Shapleywaarde efficiént is geldt: ¢1(ur) + @a(ur) + @3(ur) = 1.
Combineren we dat met ¢1 (1) = @2(ur) en @3(ur) = 0, dan vinden we dat ¢1(ut) = @2(ur) = %
Dus de Shapleywaarde is gelijk aan (%, %,0).

[l Opgave 2.20
Bepaal de Shapleywaarde van het spel (N,u{1,3,4}) met N ={1,2,3,4,5}.
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42 2. De Shapleywaarde

Unanimiteitsspelen zijn handig om mee te werken omdat ze een mooie structuur hebben en omdat de
Shapleywaarde van deze spelen eenvoudig te berekenen is. Als (N, ur) een unanimiteitsspel is, dan
geldt dat alle spelers buiten T dummyspelers zijn en dat alle spelers in T symmetrisch zijn.

. Opgave 2.21

Laat (N,u7) een unanimiteitsspel zijn.
a) Laat zien dat elke speler die niet in T zit een dummyspeler is.
b) Laat zien dat alle spelers in T symmetrisch zijn.

We kunnen de Shapleywaarde van een unanimiteitsspel weergeven met een eenvoudige formule. Laat
(N, ur) een unanimiteitsspel zijn. Gebruikmakend van de dummy eigenschap leiden we af dat elke
speler buiten T de waarde 0 krijgt. Gebruikmakend van efficiéntie en symmetrie blijft er voor elke
speler in T dan %T‘ over, waarbij |T| het aantal spelers in T aangeeft. De Shapleywaarde van het

unanimiteitsspel is dus gelijk aan

alsie T,

1
4 — )T
#ilur) {0 alsi ¢ T. (23)

De waarde van de grote coalitie (die gelijk is aan 1) wordt dus eerlijk verdeeld over alle spelers in T.
In het volgende voorbeeld wordt deze kennis gecombineerd met de eigenschap additiviteit.

Voorbeeld 2.13: Som van unanimiteitsspelen: Shapleywaarde

Laat N = {1,2,3} en bekijk de spelen 1y en uy; 5,. De volgende tabel geeft de waarden van deze
spelen en de waarde van het somspel v = uyy + t(q 3.

S {1y | {2) | {8} | {12} | {13} | {23} | {123}
up() [ 1 [0 [0 1 1 0 1
upny(S) [ 0 [0 [0 1 0 0 1

(S) 1 0 o0 2 1 0 2

Met behulp van formule (2.3) kunnen
3.0). Dus ¢(v) = @(ugyy +upio)) =

Vanwege additiviteit geldt dat ¢(v) = @(uyyy) + @(ug
we afleiden dat ¢(uy) = (1,0,0) en dat @(uy,)) =
(1,0,0) + (3, 1,00 = (14, 1,0).

12})-
(%

. Opgave 2.22
Laat N ={1,2,3,4}.
a) Bekijk het spel (N,u{1,z})-

(i) Maak een tabel met daarin alle coalities en de waarde van het spel (N,u{l,z}) bij ieder van
deze coalities.
(i) Welke spelers zijn een dummyspelers in dit spel?
(iii) Welke spelers zijn symmetrisch in dit spel?
(iv) Bepaal met behulp van de eigenschappen van de Shapleywaarde 4’(”{1,2})-

b) Herhaal de onderdelen a(i)-(iv), maar nu voor het spel U234}
c) Bereken het somspel (N, v) waarbij v =ty 5y + 1534}
d) Bereken ¢(v) met behulp van de eigenschap additiviteit en je antwoorden bij de onderdelen a)(iv)
en b)(iv).
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We hebben gezien dat de Shapleywaarde van unanimiteitsspelen snel te berekenen is. Door slim
gebruik te maken van de eigenschapppen van de Shapleywaarde kunnen we deze uitrekenen, zonder alle
marginale vectoren te berekenen. In opgave 2.28 wordt een formule afgeleid voor de Shapleywaarde
van een constante keer een unanimiteitsspel. Door de eigenschap additiviteit te gebruiken kunnen
we de Shapleywaarde van lineaire combinaties van unanimiteitsspelen (dat wil zeggen de som van
unanimiteitsspelen die eventueel nog met een constante zijn vermenigvuldigd) ook uitrekenen zonder
de marginale vectoren. Het bijzondere aan de unanimiteitsspelen is dat elk codperatief spel geschreven
kan worden als een lineaire combinatie van unanimiteitsspelen van alle deelverzamelingen van N. Dus
als (N, v) een cooperatief spel is dan bestaan er constantes cr voor alle T C N zodanig dat voor alle
S C N geldt

v(S) =Y crur(S).

TCN

In opgave 2.29 wordt uitgewerkt voor een voorbeeld hoe je deze constantes zou kunnen vinden en
hoe je de Shapleywaarde hiermee op een alternatieve manier kunt bereken.

In de volgende hoofdstukken, die ingaan op speciale klassen van codperatieve spelen, zullen we nog
terugkomen op de Shapleywaarde. In een aantal situaties zullen we zien dat de Shapleywaarde een
interessante verdeling is met een mooie interpretatie. In sommige andere gevallen is de Shapleywaarde
als oplossing minder mooi. Welke verdeling je kiest om te gebruiken, hangt altijd van de situatie af.
De Shapleywaarde is een mogelijke verdeling, maar in sommige situaties zul je ook wel eens een andere
verdeling willen gebruiken die voor die situatie de winst op een goede manier verdeelt.

2.4 Gemengde opgaven

[l Opgave 2.23
Bekijk het spel (N, v) gegeven door:

S | {1} | {23 [ {3} [ {4} | {12} [ {13} | {14} | {23} | {24}
0 [ oo ]o 1 1 1 1 1

S [ {34} [ {1,23} [ {1,24} | {1,3,4} | {2,3,4} | {1,2,3,4}
1 2 2 2 2 12

a) Welke spelers zijn in dit spel symmetrisch?

b) Hoeveel krijgen de vier spelers samen bij de Shapleywaarde?

c) Gebruik onderdeel a) en b) en de jou bekende eigenschappen van de Shapleywaarde om de
Shapleywaarde uit te rekenen.

d) Bereken alle marginale vectoren en bereken nogmaals de Shapleywaarde.

. Opgave 2.24
Bekijk het spel waarbij speler 1 één rechterhandschoen heeft, speler 2 twee linkerhandschoenen
en speler 3 één linkerhandschoen. Een paar handschoenen is 5 euro waard. Een linker- zonder
rechterhandschoen of een rechter- zonder linkerhandschoen levert niets op.
a) Geef het bijbehorende cotperatieve spel dat deze situatie weergeeft.
b) Teken de core van dit spel.
c) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.
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d) Ligt de Shapleywaarde in de core? Welke coalities zijn ontevreden?
e) Bevat dit spel symmetrische spelers?

Opgave 2.25

Maak een tweepersoonsspel zodanig dat speler 1 bij de verdeling volgens de Shapleywaarde minder
krijgt dan v({1}).

Opgave 2.26

Een spel (N, v) heet superadditief als voor alle coalities S en T met SNT = @ geldt dat v(SUT) >
v(S) +o(T).

a) Leg in je eigen woorden uit wat superadditiviteit van een spel betekent.

b) Bewijs dat als (N, v) superadditief is, dan geldt ¢;(v) > v({i}) voor allei € N.

Opgave 2.27

Bekijk het unanimiteitsspel (N, ur) met N ={1,2,...,10} en T = {1,2,3,4}.

a) Welke spelers zijn dummyspelers in dit spel?

b) Welke spelers zijn symmetrisch in dit spel?

c) Bepaal met behulp van de jou bekende eigenschappen de Shapleywaarde van dit spel.
d) Wat is de Shapleywaarde van het spel v = 1534y + U156} + U278} 7

Opgave 2.28

Laat (N, ur) een unanimiteitspel zijn en definieer (N, v) door v(S) = ¢ - ur(S) voor elke coalitie S,

waarbij ¢ een getal is. Laat N = {1,2,3}.

a) Maak een tabel met daarin voor elke coalitie de waarde van v = 2uy 3.

b) Laat zien dat de spelers 1 en 3 symmetrisch zijn.

c) Laat zien dat speler 2 een dummyspeler is.

d) Bereken de Shapleywaarde door gebruik te maken van de eigenschappen.

e) Laat c een getal zijn. Bewijs dat ¢(v) = @(c-ug3)) = (5,0,5).

Laat N een willekeurige spelersverzameling zijn.

f) Geef een uitdrukking voor de Shapleywaarde van het spel v = ¢ -uyp (hint: probeer formule
(2.3)aan te passen).

Opgave 2.29
Bekijk het spel (N, v) dat gegeven wordt door

S {1y [ {2} [ {3} [ {12} | {13} | {2,3} | {1,2,3}
o(S) | 1 0| 0 2 4 5 7

Er bestaan getallen a,b,c,d, e, f,g zodanig dat dit spel te schrijven als

V= au{l} + bu{z} + CM{3} + dlxl{lfz} + 31/1{1,3} +fu{2,3} + gu{1,2,3}.

a) Bepaal de waarde van a,b,c,d,e, f,g.

b) Bereken de Shapleywaarde met behulp van de eigenschappen en de opdeling in unanimiteitsspelen
zoals die hierboven is gegeven.

c) Controleer je antwoord van onderdeel b) door de Shapleywaarde te berekenen met behulp van
de marginale vectoren.
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Bankroetproblemen en bankroetspelen

3.1 Introductie

Als een bedrijf failliet gaat, dan heeft ze niet voldoende middelen meer om alle schuldeisers te betalen.
Vaak worden dan alle bezittingen verkocht en met dat geld kan een gedeelte van de schuld aan de
schuldeisers worden betaald. Het probleem is dat dit bedrag niet toereikend is om alle schulden
af te betalen. Dit is een voorbeeld van een bankroetprobleem. In een bankroetprobleem is er een
beschikbaar bedrag en er zijn eisers die ieder een gedeelte van dit bedrag opeisen, waarbij het bedrag
dat de eisers samen willen hebben meer is dan dat er beschikbaar is.

In dit hoofdstuk zullen we bankroetproblemen bestuderen en we zullen verschillende verdelingen van
het beschikbare bedrag over de schuldeisers bekijken. Daarnaast zullen we dit probleem modelleren
met behulp van speltheorie, wat resulteert in een zogeheten bankroetspel. We zullen onderzoeken wat
de Shapleywaarde voor verdeling van het beschikbare bedrag over de schuldeisers oplevert. Daarnaast
zullen we de core van bankroetspelen bekijken.

3.2 Bankroetproblemen en bankroetregels

Voorbeeld 3.1: Peters bromfietsenbedrijf: een bankroetprobleem

Peter is na zijn eindexamen een eigen bromfietsenbedrijf gestart. Helaas loopt het bedrijf niet zo goed
als gedacht en na drie maanden gaat zijn bedrijf failliet. Na dit faillissement is er nog een vermogen
van 400 euro over om de schuldeisers te betalen. Er zijn echter drie schuldeisers, de eerste eist 100
euro, de tweede 200 euro en de derde 300 euro. In totaal is dit meer dan de beschikbare 400 euro.
Hoe moet deze 400 euro verdeeld worden onder de drie schuldeisers?

. Opgave 3.1
Hoe zou jij de beschikbare 400 euro verdelen onder de drie schuldeisers en waarom?

Het bovenstaande voorbeeld is een specifiek voorbeeld van een bankroetprobleem. In een bankroet-
probleem is er een hoeveelheid geld die verdeeld moet worden onder een aantal schuldeisers. De
beschikbare hoeveelheid is echter niet genoeg om aan elke schuldeiser het bedrag te geven dat deze
opeist. De vraag is hoe het beschikbare bedrag onder de schuldeisers moet worden verdeeld. Wiskundig
kunnen we dit als volgt modelleren: de beschikbare hoeveelheid geld geven we aan met E (van het
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Engelse woord ‘estate’), de groep van schuldeisers noteren we met N = {1,...,n}, we nummeren
dus de schuldeisers van 1 tot en met n en de vector ¢ = (cq,...,cn) is een vector van bedragen die
geéist worden door de n schuldeisers. Het i-de element van de vector ¢, aangegeven met c;, is het
bedrag dat geéist wordt door de i-de schuldeiser en noemen we ook wel de claim van schuldeiser i.

Voorbeeld 3.2: Peters bromfietsenbedrijf: een bankroetprobleem

We kunnen de situatie van het voorbeeld Peters bromfietsenbedrijf als volgt modelleren: we num-
meren de schuldeisers van 1 tot en met 3, danis N = {1,2,3}. Er is 400 te verdelen dus E = 400
en de vector van claims is gelijk aan ¢ = (100,200, 300).

In het volgende kader staat de definitie van een bankroetprobleem.

Bankroetprobleem

Een bankroetprobleem wordt beschreven door een drietal (N, E, ¢), waarbij N = {1,2, ..., n}
de verzameling van schuldeisers is, E het beschikbare bedrag dat onder deze schuldeisers
verdeeld moet worden en ¢ = (cl, ...,Cy) de vector met de bedragen die door de verschillende
schuldeisers geclaimd worden. Er geldt dat

n
Z c; > E,
i=1

dus het totale bedrag dat geclaimd wordt, is groter dan het beschikbare bedrag.

Voorbeeld 3.3: Erfenis: een bankroetprobleem

Een vader van drie kinderen overlijdt op hoge leeftijd. De drie kinderen gaan naar de notaris om de
erfenis te verdelen. Tijdens zijn leven heeft de vader het oudste kind 100 euro beloofd, het tweede
kind 200 euro en het derde kind 300 euro. De kinderen komen met deze beloftes in gedachten bij
de notaris, maar daar blijkt dat het vermogen van hun vader nog maar 100 euro bedroeg en dat
hij de rest van zijn vermogen tijdens zijn leven heeft opgemaakt. De notaris beschikt helaas niet
over een testament. Dit probleem kunnen we ook modelleren als een bankroetprobleem, waarbij we
de kinderen, genummerd van 1 tot en met 3 (van oud naar jong), kunnen zien als de schuldeisers,
het te verdelen bedrag is E = 100 en de vector van claims bestaat uit de bedragen die aan ieder
van de kinderen zijn beloofd en is gelijk aan ¢ = (100,200,300). Hoe moet de notaris de erfenis
verdelen over de drie kinderen? En hoe zou deze verdeling veranderen als de erfenis 200 of 300 euro
bedraagt?

Bankroetproblemen kun je overal tegenkomen: in het bovenstaande voorbeeld ging het om het missen
van een testament, maar je kunt bijvoorbeeld ook denken aan een bedrijf dat door de kredietcrisis
failliet is gegaan, of een prijs die gewonnen wordt door een groep mensen en die onder de leden
van deze groep verdeeld moet worden. We zoeken dus naar een oplossing van het verdelen van het
beschikbare bedrag over verschillende (schuld)eisers.

Om een verdeling van het beschikbare bedrag te vinden, kunnen we speltheorie gebruiken en dat zullen
we in de volgende paragraaf ook gaan doen. Maar we kunnen ook een oplossing voor bankroetproble-
men bedenken zonder speltheorie te gebruiken, zoals je bijvoorbeeld in opgave 3.1 hebt gedaan. Een
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regel die voor elk bankroetprobleem een verdeling geeft van het beschikbare bedrag noemen we ook
wel een bankroetregel. We zullen eerst een aantal voorbeelden van bankroetregels bekijken en daarna
zullen we kijken wat voor oplossingen we krijgen als we speltheorie gebruiken.

De eerste bankroetregel die we noemen, is de proportionele regel. Deze verdeelt het beschikbare
bedrag proportioneel naar de claims onder de schuldeisers. Als (N, E,c) een bankroetprobleem is,
dan wordt de proportionele regel genoteerd met PROP (N, E, ¢) en dit is een vector met n getallen,
waarbij PROP;(N, E,c) het bedrag is dat schuldeiser i krijgt. Wiskundig kunnen we dat als volgt
omschrijven.

Bankroetregel: proportionele regel
Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn en i € N een schuldeiser. Dan geldt:
Ci

n
j=1

PROP;(N, E,c) = E.

i

Voorbeeld 3.4: Peters bromfietsenbedrijf: de proportionele regel

Herinner je dat bij het faillissement van Peters bromfietsenbedrijf gold dat N = {1,2,3}, E = 400 en
¢ = (100,200, 300). In totaal wordt er dus 100 + 200+ 300 = 600 geclaimd. Wanneer het beschikbare
bedrag proporioneel naar de claims wordt verdeeld, dan krijgen we de volgende verdeling:

PROP(N, E,c) = (133 - 400, 239 - 400, 303 - 400) = (663,133},200).

. Opgave 3.2

In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen van het voorbeeld erfenis weergegeven, de
claimvector is elke keer gelijk aan (100,200,300), maar het beschikbare bedrag is achtereenvolgens
100, 200 en 300. Bereken voor elk van deze problemen de proportionele verdeling en vul deze in in

de tabel.
PROP E=100 | E=200 | E=300
c¢1 =100
¢y =200
c3 = 300
. Opgave 3.3

Laat (N, E,c) een bankroetprobleem zijn.

a) Laat zien dat de proportionele regel in totaal precies E verdeelt. Of meer wiskundig geformuleerd:
toon aan dat Y ; PROP;(N,E,c) =E.

b) Kan het bij de proportionele regel voorkomen dat een schuldeiser meer krijgt dan zijn claim?
Motiveer je antwoord.

De aangepaste proportionele regel is een variant op de proportionele regel en wordt genoteerd met
APROP(N, E, c) voor een bankroetprobleem (N, E,c). Het idee achter deze regel is dat eerst elke
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schuldeiser het bedrag toegewezen krijgt dat niet door de andere eisers samen wordt geclaimd (als
dit positief is natuurlijk), daarna worden de claims en het te verdelen bedrag aangepast en wordt het
resterende bedrag proportioneel verdeeld. Om een formule te kunnen geven voor de aangepaste pro-
portionele regel hebben we de maximum- en minimumfunctie nodig. Deze zijn als volgt gedefinieerd:

x alsx >y, . x alsx <y,
max{x,y} = =Y en min{x,y} = =Y
y alsy>x, y alsy <ux.
. Opgave 3.4
a) Bereken max{x,2} voor x = -1, x =0, x = 3.

b) Teken de grafiek van de functie f(x) = max{x,2}.
c) Teken de grafiek van de functie g(x) = min{x,2}.
d) Geef een formule voor de functie h(x) = f(x) + g(x).

De precieze werking van de aangepaste proportionele regel is nu als volgt te schrijven.

Bankroetregel: aangepaste proportionele regel

Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn. Dan kunnen we de de verdeling volgens de APROP-
regel als volgt berekenen:

1. Geef elke eiser het bedrag dat overblijft als alle andere eisers hun claim krijgen (mits dit
bedrag positief is, anders geef je de eiser niets), we noemen dit ook wel het minumum
recht van de eiser.

2. Bereken het nieuwe beschikbare bedrag dat over is nadat elke eiser zijn minimum recht
ontvangen heeft. Bereken ook de nieuwe vector van claims die ontstaat door de claim
van een eiser te verminderen met het bedrag die bij stap 1. al aan deze eiser is
uitgedeeld.

3. Verlaag nu de claims van de schuldeisers die meer claimen dan het nog beschikbare
bedrag tot het bedrag dat nog verdeeld kan worden.

4. Verdeel het gedeelte van E dat nog over is proportioneel over deze nieuwe claims.

De formule voor de aangepaste proportionele regel is:
APROP(N,E,c) =r(N,E,c) + PROP(N, E’,c’),
waarbij

ri(N,E,c) =max{0,E— ) ¢j}, voorallei e N,
JEN\{i}
E'=E— Y r(N,Ec),
jeN

¢ =min{E’,c; —r;(N,E,c)}, voorallei € N.
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Voorbeeld 3.5: Peters bromfietsenbedrijf: de APROP-regel

Herinner je dat bij het faillissement van Peters bromfietsenbedrijf gold dat N = {1,2,3}, E = 400 en
¢ = (100, 200,300). De vector met minimum rechten is gelijk aan r(N, E,c) = (0,0,100), voor speler
3 geldt bijvoorbeeld dat 1 en 2 samen 300 eisen, dus van de 400 blijft er altijd tenminste 100 over.
De minimum rechten van speler 1 en 2 zijn allebei gelijk aan nul, omdat het bedrag dat de andere
twee spelers claimen minstens even groot is als 400. Er geldt E’ = 400 — 100 = 300 en de aangepaste
claimvector is gelijk aan ¢/ = (100,200,200). Merk op dat de claim van speler 3 wordt verminderd
met 100, omdat hij dit bedrag al gekregen heeft. De claims hoeven niet verlaagd te worden, omdat
geen van de spelers meer claimt dan 300. Uiteindelijk krijgen we de volgende verdeling:

APROP(N,E,c) = (0,0,100) + (133 - 300, 239 - 300, 233 - 300)
(60,120,220).

Merk op dat deze verdeling ook echt verschilt van de proportionele regel.

. Opgave 3.5

In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen van het voorbeeld erfenis weergegeven. Bereken
voor elk van deze problemen de aangepaste proportionele verdeling en vul deze in in de tabel. Vergelijk
je uitkomst met de verdeling die je krijgt volgens de proportionele regel, waar worden de verschillen
door veroorzaakt?

APROP | E=100 | E=200 | E =300
1 = 100
¢y = 200
c3 =300

. Opgave 3.6

Geef een voorbeeld van een driepersoons bankroetprobleem waarbij bij de verdeling volgens de
APROP regel niet alle minimum rechten gelijk zijn aan nul en waarbij er ook daadwerkelijk claims
worden verlaagd in stap 3.

De volgende regel die we bekijken is de constrained equal awards regel. Als (N, E, c) een bankroetprob-
leem is, dan wordt de verdeling volgens de constrained equal awards regel genoteerd met CEA(N, E, ¢).
In de volgende box kun je de procedure en de wiskundige formule vinden waarmee je de CEA-regel
van een bankroetprobleem kunt berekenen.
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Bankroetregel: CEA-regel

Laat (N, E, ¢) een bankroetprobleem zijn. Dan kunnen we de CEA-regel als volgt berekenen:

1. Bekijk of je het beschikbare bedrag gelijkelijk kan verdelen over de schuldeisers, zonder
dat iemand meer krijgt dan zijn claim. Wanneer dit mogelijk is, dan geeft dit de
CEA-regel, als dit niet mogelijk is, ga verder met stap 2.

2. Bepaal de kleinste claim en betaal aan iedere schuldeiser de waarde van de kleinste
claim.

3. Pas de claims van de schuldeisers aan door het bedrag wat ze al gekregen hebben af
te trekken van hun originele claim. Verdeel het gedeelte van E, dat nog niet verdeeld
is, onder de schuldeisers die nog een positieve claim hebben. Doe dit door weer te
beginnen bij stap 1.

4. De CEA-regel wordt nu berekend door de bedragen die de schuldeisers in de verschil-
lende stappen hebben verkregen, bij elkaar op te tellen.

Voor alle i € N geldt
CEA/(N,E,c) = min{g,c;},
waarbij a zodanig is dat ¥ ;e CEA;(N, E,c) = E.

Voorbeeld 3.6: Peters bromfietsenbedrijf: de CEA-regel

Herinner je dat bij het faillissement van Peters bromfietsenbedrijf gold dat N = {1,2,3}, E = 400
en ¢ = (100,200,300). Wanneer we elke schuldeiser evenveel zouden geven, dan zou iedereen 133%
krijgen. Maar dan krijgt schuldeiser 1 meer dan zijn claim en dit mag niet. We geven daarom eerst
iedereen 100, op dat moment is schuldeiser 1 helemaal tevreden. Er blijft dan nog 100 over die we
gelijk over de overgebleven schuldeisers, 2 en 3 gaan verdelen, waarbij we er rekening mee houden
dat ze allebei al 100 hebben gekregen. Van de claims van schuldeiser 2 en 3 blijft respectievelijk 100
en 200 over. De 100 die nog over is, kan dus gelijkelijk over de schuldeisers 2 en 3 verdeeld worden,
want geen van beide krijgt dan meer dan zijn claim. Schuldeisers 2 en 3 krijgen naast de 100 die ze
al hadden er dus nog 50 bij. De verdeling volgens de CEA-regel is dus:

CEA(N, E, ¢) = (100, 150, 150),

merk op dat we dit ook met formule (3.1) hadden kunnen berekenen, waarbij « = 150.

Opgave 3.7

a) In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen uit het voorbeeld erfenis weergegeven.
Bereken voor elk van deze problemen de CEA-regel en vul deze in in de tabel.

CEA | E=100 | E=200 | E =300
c; = 100
¢y = 200
3 = 300

b) Breid de tabel hierboven uit met de kolommen voor E = 450, E = 500 en E = 550.
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De laatste regel die we bekijken is de run-to-the-bank regel (aangeduid met RTB-regel). Stel dat de
schuldeisers in een bepaalde volgorde bij de bank, die het beschikbare bedrag verdeelt, komen. We

Opgave 3.8

Naast de CEA-regel bestaat er ook de constrained equal losses regel (CEL-regel). Deze werkt omge-

keerd aan de CEA-regel. Eerst wordt aan alle schuldeisers de volledige claim gegeven. Het bedrag

dat hierdoor teveel is uitgedeeld, wordt (voor zover mogelijk) gelijkelijk van de spelers afgenomen,

waarbij niemand minder kan overhouden dan 0.

a) Laat zien dat de CEL-regel voor Peters bromfietsenbedrijf (waar N = {1,2,3}, E = 400 en
¢ = (100,200,300)) leidt tot de verdeling (331,1333,2331).

b) Vul de onderstaande tabel verder aan:

CEL [E=100 | E=200 | E =300
¢, = 100
¢y = 200
3 = 300

c) Geef een formule voor CEL(N, E,c).

51

nemen aan dat elke schuldeiser zijn geclaimde bedrag krijgt bij de bank, zolang er nog voldoende geld

is om dit te doen. Als een schuldeiser komt en al het geld is al uitgedeeld, dan heeft deze schuldeiser
pech en ontvangt niets. In feite geldt hier dus wie het eerst komt, wie het eerst maalt: schuldeisers
die eerst komen kunnen heel hun claim krijgen, terwijl schuldeisers die laat aan de beurt zijn niets

kunnen krijgen. Natuurlijk levert dit bij elke volgorde weer een nieuwe verdeling op. De RTB-regel
ontstaat door te middelen over al deze verdelingen.

Laat (N, E,c) een bankroetprobleem zijn en ¢ een volgorde van de spelers. Dan noteren we met
r7(N, E, c) de verdeling die ontstaat volgens het ‘wie het eerst komt, wie het eerst maalt’ principe bij
de volgorde . De vector RTB(N, E, ¢) geeft de verdeling volgens de RTB-regel.

Bankroetregel: RTB-regel

Laat (N, E, ¢) een bankroetprobleem zijn. Dan kunnen we de RTB-regel als volgt berekenen:
1. Bepaal alle volgorden van N.

2. Bepaal voor elke volgorde o de verdeling 7 (N, E, ¢) volgens het ‘wie het eerst komt
wie het eerst maalt principe’.

3. Bereken de RTB-regel door het gemiddelde van al deze verdelingen te nemen.

Wiskundig kunnen we dit noteren als

RTB(N,E,c) :% Y (N,E,c).

“alle o

Voorbeeld 3.7: Peters bromfietsenbedrijf: de RTB-regel

Herinner je dat bij het faillissement van Peters bromfietsenbedrijf gold dat N = {1,2,3}, E = 400 en
¢ = (100,200,300). Bekijk de volgorde o = (123). Dan komt schuldeiser 1 als eerste bij de bank en
ontvangt 100. Als schuldeiser 2 bij de bank komt is er nog 300 over (er is immers al 100 aan eiser
1 uitgedeeld) en ook deze eiser krijgt nog zijn volledige claim van 200. Voor schuldeiser 3 is er dan
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nog slechts 100 over als deze bij de bank komt. Dus als ¢ = (123) dan *’(N, E, ¢) = (100,200, 100).
Bekijk nu eens ¢ = (321). Schuldeiser 3 komt als eerste en claimt 300, daarna is er nog slechts 100
over. Wanneer schuldeiser 2 komt, kan hij nog slechts 100 krijgen. Als schuldeiser 1 komt, is het
gehele beschikbare bedrag al opgedeeld en hij ontvangt niets. Dit geeft r321(N, E, ¢) = (0,100,300).

In de onderstaande tabel is bij elke volgorde de bijbehorende vector *7 (N, E,c) gegeven.

o (N, E,c)
(123) | (100,200, 100)
(132) | (100,0,300)
(213) | (100,200, 100)
(231) | (0,200,200)
(312) | (100,0,300)
(321) | (0,100,300)

De verdeling RTB(N, E, ¢) berekenen we door het gemiddelde over deze zes vectoren te nemen, dus

RTB(N,E,c) = £(400,700,1300) = (663,1163,2163).

. Opgave 3.9
In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen uit het voorbeeld erfenis weergegeven.

RTB E=100 | E=200 | E=300
1 = 100
¢ =200
c3 = 300

a) Bereken voor elk van deze problemen de vectoren r? (N, E, c) voor elke ¢.
b) Bereken voor elk van deze problemen de RTB-regel en vul de waarden in in de tabel.

3.3 Bankroetspelen

In de vorige paragraaf hebben we bankroetproblemen en een aantal bankroetregels bekeken. In deze
paragraaf zullen we bankroetproblemen modelleren met behulp van speltheorie en we zullen kijken hoe
de Shapleywaarde en de core van dit spel eruit zien.

Laat (N, E, ¢) een bankroetprobleem zijn, dan kunnen we dit probleem weergeven met een cotperatief
spel, dat we zullen noteren met vg .. De schuldeisers zijn de spelers van het spel. De waarde vg ((S)
van een coalitie S geeft aan welk bedrag deze coalitie kan krijgen zonder hulp van spelers buiten S.
We interpreteren dit als het gedeelte van het totale beschikbare bedrag dat een coalitie zichzelf kan
garanderen. De vraag is natuurlijk: wat kan een coalitie zichzelf garanderen? We nemen aan dat een
eiser nooit meer kan krijgen dan zijn volledige claim. Dit betekent dat een coalitie S altijd tenminste
recht heeft op het gedeelte van het totale beschikbare bedrag dat overblijft als alle spelers buiten S
hun volledige claim krijgen toegewezen. Dit is het bedrag dat een coalitie zich kan garanderen. Als
de spelers buiten S samen evenveel of meer eisen dan het totale beschikbare bedrag, dan kan coalitie
S zich blijkbaar geen bedrag garanderen en is v (S) = 0 (immers vg (S) kan niet negatief zijn, in
het ergste geval ziet een coalitie niets terug van zijn totale claim).
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Bankroetspel

Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn. Dan wordt het bankroetspel vg . gegeven door

E — Z C; als E — Z CiZO,
vEo(S) == ieN\S i€N\S
0 anders,

of met behulp van de maximumfunctie

VE(S) =max{0,E— ) ¢}
ieEN\S

Voorbeeld 3.8: Peters bromfietsenbedrijf: een bankroetspel

Herinner je dat in het bankroetprobleem (N, E,c) van Peters bromfietsenbedrijf N = {1,2,3}, E =
400 en ¢ = (100,200, 300). We kiezen de verzameling spelers gelijk aan de verzameling schuldeisers.
Bekijk de coalitie S = {1,2}. Danis N\S = {3}. Omdat speler 3 een bedrag van 300 euro eist,
blijft er voor coalitie S altijd 400 — 300 = 100 euro over, dus vg({1,2}) = 100. Voor de coalitie
S = {1} geldt dat N\S = {2,3} en speler 2 en 3 eisen samen meer dan de beschikbare 400 euro,
dus vg({1}) = 0. Verder geldt vg.(N) = 400, immers er zijn geen spelers buiten N, dus samen
zullen de spelers uit N altijd 400 euro krijgen. In tabelvorm hebben we dus het volgende gevonden:

S {1y [ {23 [ {8} [ {12} [ {13} | {2,3} | {1,2,3}
vg.(S) | 0 | 0 | 100 | 100 | 200 | 300 400

Opgave 3.10

Bereken bij ieder van de drie bankroetproblemen zoals die omschreven zijn in het voorbeeld erfenis
op pagina 46 het bijbehorende cooperatieve spel.

Opgave 3.11
Bekijk het volgende driepersoonsspel

S {1y [ {2} [ {3} | {12} | {13} | {2,3} | {1,2,3}
v(8) | 0 | 0 | 0 2 1 2 5

Er is gegeven dat dit spel een bankroetspel is bij het bankroetprobleem (N, E,c).
a) Bepaal E van dit bankroetprobleem.
b) Bepaal de vector van claims ¢ van dit bankroetprobleem.
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Bekijk het spel

s [{[{r {8 {12} [ {13 [{23} ] {123}
v(S) ] 0 | 0 | 0 2 1 a 5

c) Bepaal alle waarden van a waarvoor dit spel nog steeds een bankroetspel is. (Hint: volg hi-
erbij de volgende stappen: bepaal E, bereken ¢ (hier zal de waarde a nog in voorkomen) en
bereken vg.. Bepaal de waarden van a waarvoor vg,. = v, let hierbij in het bijzonder op de
eenpersoonscoalities.)

We kunnen nu bij ieder bankroetprobleem een cooperatief spel maken. Merk op dat de waarde van
de grote coalitie in dit spel altijd gelijk is aan E. Dus als we een verdeelregel hebben die de waarde
van v(N) verdeelt onder de spelers, dan kunnen we deze regel ook zien als een bankroetregel die het
beschikbare bedrag E verdeelt onder de schuldeisers. In het bijzonder kunnen we dus de Shapleywaarde
gebruiken als verdeling van het bedrag E.

Voorbeeld 3.9: Peters bromfietsenbedrijf: Shapleywaarde

Het bankroetspel dat het bankroetprobleem van Peters bromfietsenbedrijf weergaf, werd gegeven
door

S {1y | {2} | {8} | {12} | {13} | {23} | {123}
vE.(S) | O | 0 | 100 | 100 | 200 | 300 400

De tabel met marginale vectoren is gelijk aan

4 mg(UE,c)
(123) | (0,100, 300)
(132) | (0,200,200)
(213) | (100,0,300)
(231) | (100,0,300)
(312) | (100,200, 100)
(321) | (100,200, 100)

Dus de Shapleywaarde is gelijk aan

¢(vEc) = £(400,700,1300) = (663,1163,2163).

Opgave 3.12

a) Bereken bij ieder van de drie bankroetspelen uit opgave 3.10 de Shapleywaarde.
b) Vergelijk de uitkomst van de Shapleywaarde met de uitkomst van de RTB-regel van de bijbe-
horende bankroetproblemen.

In het voorbeeld Peters bromfietsenbedrijf en ook in de daaropvolgende opgave hebben we gezien
dat de Shapleywaarde van het spel overeenkomt met de RTB-regel van het bankroetprobleem. Dit
blijkt geen toeval te zijn, deze gelijkheid geldt altijd.
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Stelling
Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn en (N, vg ) het bijbehorende spel. Dan geldt

RTB(N,E,c) = ¢(vE,).

We zullen deze stelling hier niet bewijzen voor alle bankroetproblemen, maar het idee achter het bewijs
is dat de vector r7(N, E, c) gelijk is aan de marginale vector in het spel bij de volgorde die precies
omgekeerd is aan . Dit impliceert dat de RTB-regel en de Shapleywaarde dezelfde vectoren middelen
en daarom gelijk aan elkaar zijn. De omgekeerde volgorde van o, ook wel genoteerd met o1, is de
volgorde waarbij de speler op de laatste positie in o op de eerste positie terechtkomt en zo verder,
tot en met de speler op de eerste positie in ¢, die komt op de laatste positie terecht.

[l Opgave 3.13

Ga na dat in het voorbeeld van Peters bromfietsenbedrijf inderdaad geldt dat (N, E, ¢) = m? (vE().
voor elke volgorde o.

. Opgave 3.14
Laat (N, E, c¢) een bankroetprobleem zijn met N = {1,2,3}, bewijs dat r(N, E,¢c) = m"fl(vgfc) voor
elke volgorde o.

Het is interessant om de core van een bankroetspel nader te bekijken en te onderzoeken of de Shap-
leywaarde in de core ligt.

Voorbeeld 3.10: Peters bromfietsenbedrijf: core van bankroetspel
Het bankroetspel dat hoort bij het voorbeeld Peters bromfietsenbedrijf wordt gegeven door

S {1} 1 {2r | {8 [ {12} [ {13} | {23} | {1,2,3}
vE.(S) | O | O | 100 | 100 | 200 | 300 400

De core van dit spel in getekend in figuur 3.1.

(0,0,400)

(100, 0,300) (0,100, 300)
0,200, 200)

(300,0,100) (0,300, 100)

(400,0,0) (0,400, 0)

Figuur 3.1: De core van het bankroetspel.

We zien dat de extreme punten van de core gelijk zijn aan (100,0,300), (0,100,300), (0,200,200)
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en (100,200,100). Herinner je dat de marginale vectoren van dit spel gegeven werden door:

4 mg(UE,c)
(123) | (0,100, 300)
(132) | (0,200,200)
(213) | (100,0,300)
(231) | (100,0,300)
(312) | (100,200, 100)
(321) | (100,200, 100)

We zien dat de verzameling van extreme punten van de core precies gelijk is aan de verzameling van
marginale vectoren. Dit heeft tot gevolg dat de Shapleywaarde zeker in de core zal liggen.

In bovenstaand voorbeeld zagen we dat de extreme punten van de core van het bankroetspel gelijk
waren aan de marginale vectoren van het bankroetspel. Dit is geen toeval, deze eigenschap geldt
voor alle bankroetspelen, die daarmee een mooie structuur hebben. Dit heeft ook tot gevolg dat de
Shapleywaarde altijd in de core ligt.

Stelling

Laat (N, E, c¢) een bankroetprobleem zijn en (N, vg ) het bijbehorende spel. Dan geldt dat de
verzameling van extreme punten van de core gelijk is aan verzameling van marginale vectoren.
Dit garandeert dat de Shapleywaarde in de core ligt.

Deze eigenschap is in de speltheorie ook wel bekend onder de naam convexiteit. Merk op dat con-
vexiteit een bijzondere eigenschap is van een spel. Een spel is convex als de marginale bijdrage van
een speler aan een coalitie altijd minstens even groot is als de marginale bijdrage van dezelfde speler
aan een gedeelte van deze coalitie.

. Opgave 3.15
Geef de extreme punten van de core van ieder van de drie bankroetspelen uit opgave 3.10.

3.4 Gemengde opgaven

. Opgave 3.16
Bekijk het bankroetprobleem (N, E,c) met N = {1,2,3}, E =100 en ¢ = (30,50,40).
a) Bereken PROP(N, E,c), APROP(N,E,c), CEA(N,E,c) en RTB(N,E,c).
b) Geef het bijbehorende bankroetspel.
c) Geef de hoekpunten van de core van dit bankroetspel.
d) Welke van de bij a) berekende verdelingen liggen in de core?
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. Opgave 3.17

In tabel 3.1 is een mogelijke verdeling! gegeven voor E respectievelijk gelijk aan 100, 200 en 300
euro en een claimvector van (100, 200, 300).

Verdeling [ E =100 | E =200 | E = 300
cg =100 | 331 50 50
0 =200 | 331 75 100
3 =300 | 331 75 150

Tabel 3.1: Mogelijke verdeling voor verschillende bankroetproblemen.

In deze opgave zullen we een bankroetregel geven die deze getallen verklaard. Laat (N, E,c) een
bankroetprobleem zijn. Aumann en Maschler hebben aangetoond dat de bankroetregel AM(N, E, c)
de getallen in de tabel verklaard. De verdeling AM(N, E, ¢) wordt berekend volgens de formule

AM(N,E,c) = =
¢c—CEA(N,Y" ;c;—E 4c) als ) ¢ <2E.
i=1

n
CEA(N,E, }c) als Y ¢; > 2E,

Deze formule onderscheidt dus twee gevallen, het eerste geval is het geval dat het in totaal geclaimde

bedrag minstens twee keer zo groot is als het beschikbare bedrag. In dat geval worden de claims

gehalveerd en wordt de CEA-regel op het beschikbare bedrag en de gehalveerde claimvector toegepast.

Als het totaal geclaimde bedrag minder dan twee keer zo groot is als het beschikbare bedrag, dan

krijgt iedere schuldeiser eerst zijn claim en wordt het teveel uitgedeelde bedrag (¥} ;c; — E) van

de schuldeisers afgenomen volgens de CEA-regel toegepast op het teveel uitgedeelde bedrag en de

gehalveerde claimvector.

a) Ga na dat het toepassen van de AM-regel op de bankroetproblemen uit het voorbeeld erfenis
inderdaad de getallen van tabel 3.1 opleveren.

b) Bereken de oplossing van de AM-regel voor het bankroetprobleem van het voorbeeld Peters
bromfietsenbedrijf waar E = 400 en ¢ = (100,200, 300).

c) Wat is de uitkomst van de AM-regel bij een bankroetprobleem (N, E,c) waarvoor geldt dat
Yiqci=2E?

[ Opgave 3.18

Laat (N, E,c) een bankroetprobleem zodanig dat Y ;cn¢; = 2E.

a) Bewijs dat PROP(N, E,c) = %c

b) Geef een tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat het in het algemeen niet zo hoeft te zijn CEA(N, E,c) =
1
ZC'

[l Opgave 3.19
Laat (N, E,c) een bankroetprobleem zijn. Laat E’ > E.
a) Laat zien dat RTB;(N, E/,c¢) >RTB;(N,E,c) voor allei € N.
b) Laat zien dat PROP;(N, E’,c) >PROP;(N, E,c) voor alle i € N.
Laat i € N en laat ¢’ zodanig zijn dat c} = ¢j voor alle j € N\{i} en ¢} > c;.
c) Laat zien dat RTB;(N, E,c’) >RTB;(N, E,¢).

lIn de Talmud, een 2000 jaar oud Joods manuscript, werden deze problemen al waargenomen. De bedragen in deze
tabel komen overeen met de waarden gegeven in de Talmud.
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d) Laat zien dat PROP;(N,E,c’) >PROP;(N,E,c). (Hint: laat zien dat voor alle j € N\{i}
geldt dat PROP]-(N, E, ) <PROP]-(N, E,c) en gebruik dat de proportionele regel altijd precies
E uitdeelt.)
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Onderhoudsproblemen en
onderhoudsspelen

4.1 Introductie

In dit hoofdstuk besteden we aandacht aan een speciaal type van spelen die ontstaan uit situaties
waarin spelers gebruikmaken van gezamenlijke voorzieningen. Je kunt hierbij bijvoorbeeld denken aan
het gezamenlijk gebruik van een netwerk, of het gezamenlijk gebruik van een landingsbaan bij een
vliegveld. Met het gebruik van de voorzieningen (of met de aanleg daarvan) zijn kosten verbonden.
De vraag is hoe deze kosten over de verschillende gebruikers verdeeld moeten worden. We noemen
dit soort type situaties ook wel onderhoudssituaties.

In dit hoofdstuk zullen we eerst kijken naar vliegveldsituaties en de daarbij behorende vliegveldspelen.
We bekijken een directe verdeelregel van de kosten en vergelijken deze met de verdeling die de Shap-
leywaarde geeft. Daarnaast zullen we de core van het spel bekijken. Het blijkt dat vliegveldsituaties
een speciaal geval zijn van onderhoudssituaties. Ook deze situaties zullen we bekijken met de daarbij
behorende onderhoudsspelen. Ook hier zullen we kijken naar de Shapleywaarde en de core van het
spel.

4.2 Vliegveldsituaties en vliegveldspelen

Voorbeeld 4.1: Tilburg airport: een verdeelprobleem

In de buurt van Tilburg zal een vliegveld genaamd ‘Tilburg airport’ gebouwd worden. Er zijn drie
maatschappijen (genummerd van 1 tot en met 3), die dit vliegveld willen gaan gebruiken. leder van
deze maatschappijen heeft een eigen type vliegtuig. Belangrijk bij het aanleggen van het vliegveld
is de lengte van de landingsbaan. Deze zal zo lang moeten zijn, dat elk type vliegtuig hier kan
landen. In figuur 4.1 is grafisch weergegeven welke lengte elk type (aangegeven met type 1, 2 en
3 corresponderend met de bijbehorende maatschappijen) vliegtuig nodig heeft en wat de kosten zijn
voor het aanleggen van de stukken landingsbaan. De totale kosten voor de landingsbaan bedragen 80,
maar niet elke maatschappij heeft een even grote landingsbaan nodig. Het vliegtuig van type 1 maakt
alleen gebruik van het eerste gedeelte van de landingsbaan, met kosten 50. De tweede maatschappij
maakt gebruik van de eerste twee stukken van de landingsbaan met aanlegkosten 50 + 20 = 70. Het
derde type vliegtuig maakt gebruik van de hele landingsbaan met kosten 50 + 20 + 10 = 80). De
vraag is hoe de totale kosten voor de landingsbaan verdeeld moeten worden over de verschillende
maatschappijen die hier gebruik van maken.
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kostenl 50 | 20 | 10
[ | [ |

type 1

type 2

type 3

Figuur 4.1: Overzicht (inclusief kosten) van de benodigde landingsbaan van Tilburg airport.

Het voorbeeld Tilburg airport geeft een situatie weer waarin bedrijven (de vliegtuigmaatschappijen)
door samen te werken (dat wil zeggen door één landingsbaan aan te leggen) kosten kunnen besparen.
De vraag is: hoe profiteren de verschillende bedrijven van deze gezamenlijke kostenbesparing? Of
anders gezegd: hoe worden de kosten die uiteindelijk door alle bedrijven samen gemaakt worden,
verdeeld over de verschillende bedrijven?

Een situatie zoals weergegeven in figuur 4.1 en beschreven in voorbeeld Tilburg airport noemen we
ook wel een vliegveldsituatie. In een vliegveldsituatie wordt precies weergegeven welke maatschappijen
welk gedeelte van de landingsbaan nodig hebben en welke kosten hieraan verbonden zijn. Wiskundig
kunnen we dit als volgt modelleren: de groep van maatschappijen noteren we met N = {1,...,n}.
De vector k = (kq, ..., ky) is een vector met voor elke maatschappij de kosten die verbonden zijn aan
het gedeelte van de landingsbaan dat door het type vliegtuig van deze maatschappij gebruikt wordt.
Dus k; geeft de kosten van de landingsbaan van het vliegtuig van type i. We nemen aan dat de
maatschappijen zo genummerd zijn dat k; < k; 1 voor alle i € {1,...,n — 1} (als dit niet het geval
is, dan kunnen we dit regelen door de maatschappijen te hernummeren).

Voorbeeld 4.2: Tilburg airport: een vliegveldsituatie

We kunnen de situatie van het voorbeeld Tilburg airport als volgt modelleren: de maatschappijen
zijn genummerd van 1 tot en met 3, dus N = {1,2,3}. De kosten voor de landingsbaan die nodig is
voor de vliegtuigen van deze maatschappijen, zijn respectievelijk 50, 70 en 80. Dus k = (50,70, 80).
Merk op dat in dit geval de maatschappijen inderdaad zo genummerd zijn dat k1 < kp < k».

In het onderstaande kader staat de definitie van een vliegveldsituatie.

Vliegveldsituatie

Een vliegveldsituatie wordt beschreven door een paar (N, k), waarbij N = {1,2,...,n} de
verzameling van vliegveldmaatschappijen is en k = (kq, ..., k,) de vector met kosten, zodanig
dat k; de kosten zijn van de landingsbaan die nodig is voor het type vliegtuig van maatschappij
i. We gaan er vanuit dat de maatschappijen zo genummerd zijn dat k; < kj;q voor alle
ie{l,...,n—1}
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4.2. Vliegveldsituaties en vliegveldspelen 61

. Opgave 4.1
Bekijk een vliegveldsituatie met N = {1,2,3} en k = (10,20,30). Geef deze situatie grafisch weer.

Hoe kunnen de kosten van de aanleg van de totale landingsbaan verdeeld worden over alle maatschap-
pijen? Zonder speltheorie te gebruiken, kunnen we al een verdeling van de kosten geven. Een mogelijke
kostenverdeling is een verdeling waarin de kosten van ieder stuk landingsbaan betaald worden door de
maatschapppijen die gebruikmaken van dit gedeelte. We gaan er hierbij van uit dat maatschappijen
die van hetzelfde stuk landingsbaan gebruikmaken, evenveel bijdragen in de kosten van dit gedeelte.

Voorbeeld 4.3: Tilburg airport: kostenverdeling

Bekijk de landingsbaan zoals deze is weergegeven in figuur 4.1. De totale kosten van deze landings-
baan zijn gelijk aan 80. Het eerste stuk kost 50 en wordt door alle drie de maatschappijen gebruikt,
dus ieder van de maatschappijen betaalt voor dit gedeelte 16%. Het tweede gedeelte wordt door de
maatschappijen 2 en 3 gebruikt en ieder betaalt hiervoor 10. Het laatste gedeelte van de landings-
baan zal volledig door maatschappij 3 worden gefinancierd, omdat dit de enige maatschappij is die
van dit gedeelte gebruikmaakt. In totaal levert dit een kostenverdeling op van (16%,26%,36%).

Deze verdeling kan toegepast worden op elke willekeurige vliegveldsituatie. We zullen deze verdeling
de vliegveldregel noemen.

Vliegveldregel

Stel dat we een vliegveldsituatie (N, k) hebben waarin een aantal maatschappijen samen een
landingsbaan aanleggen. De vliegveldregel, notatie A(N, k), verdeelt de totale kosten als
volgt:

1. Bepaal voor elke gedeelte van de landingsbaan welke maatschappijen gebruikmaken van
deze verbinding.

2. Verdeel de aanlegkosten van dit gedeelte gelijkelijk over alle gebruikers.
3. Tel voor elke maatschappij de kosten die op deze manier aan haar zijn toegewezen op.

Dus voor alle i € N geldt

Kizkja
n—j+17

i
Ai(Nr k) =
j=1

waarbij we de waarde kg gelijk aan nul kiezen.

Merk op dat in de formule van A(N, k) de landingsbaan in stukken wordt opgedeeld en dat de kosten
van ieder stuk verdeeld worden over alle gebruikers. Het aantal gebruikers van het stuk dat kj — kj,1
kost, is gelijk aan n — j + 1, het eerste stuk met kosten k; wordt bijvoorbeeld door iedereen gebruikt.
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62 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelen

. Opgave 4.2

Bekijk de vliegveldsituatie zoals die in figuur 4.2 is getekend. Geef aan wat de totale kosten voor
de aanleg van de landingsbaan zijn, geef de vector k en geef met behulp van de vliegveldregel een
verdeling van deze kosten over de drie maatschappijen.

kosten| 20 | 40 | 30 |
[ [ [ |
type 1
type 2
type 3

Figuur 4.2: Kosten van een landingsbaan.

Een andere mogelijkheid om een kostenverdeling te vinden, is om met behulp van speltheorie deze
situatie te modelleren en de Shapleywaarde te gebruiken voor het verdelen van de totale kosten. Zoals
we ook in het voorbeeld elektriciteitsnet hebben gedaan (zie pagina 5) zouden we bij deze situatie
een kostenbesparingsspel kunnen construeren. Maar in de speltheorie wordt in dit soort situaties ook
veel gebruik gemaakt van kostenspelen. De maatschappijen die een rol spelen, worden nog steeds
aangeduid met spelers, maar in plaats van de besparing die elke coalitie kan realiseren, wordt in een
kostenspel gekeken naar de kosten die een coalitie heeft als er met alleen de leden van de coalitie
wordt samengewerkt. De kosten die een coalitie S heeft, worden weergegeven met ¢(S). Merk dus
op dat we met (N, ¢) een kostenspel weergeven en met (N,v) een opbrengstenspel. Een kostenspel
dat een vliegveldsituatie weergeeft noemen we ook wel een vliegveldspel.

Voorbeeld 4.4: Tilburg airport: een kostenspel

We kunnen de situatie van Tilburg airport als volgt met een kostenspel modelleren. De maatschap-
pijen genummerd van 1 tot en met 3 zijn de spelers 1, 2 en 3. Dus N = {1,2,3}. Speler 1 heeft
alleen het eerste gedeelte van de landingsbaan nodig, we lezen uit figuur 4.1 af dat c({1}) = 50.
Speler twee heeft naast het stuk landingsbaan dat 50 kost ook nog het stuk nodig dat 20 kost,
c({2}) = 50420 = 70. Speler 3 gebruikt de complete landingsbaan, dus c¢({3}) = 80. Als we
kijken naar coalitie S = {1,2}, dan zien we dat deze coalitie alleen de eerste twee delen van de
landingsbaan nodig heeft om de vliegtuigen van de spelers uit deze coalitie te kunnen laten landen,
daarom is ¢({1,2}) = 70. Zo kunnen we voor alle coalities de kosten bepalen en dit levert het
volgende kostenspel op:

S {1} [ {2} | {8} | {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
50 | 70 | 80 | 70 80 80 80

In dit hoofdstuk zullen we ons alleen richten op kostenspelen. In de onderstaande box staat de definitie
van een kostenspel.
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Cooperatief kostenspel

Een cooperatief kostenspel wordt beschreven door een paar (N, ¢), waarbij N = {1,2, ..., n}
de verzameling van spelers is en ¢ een functie is die aan elke deelverzameling S van N een
getal toekent.

Het getal ¢(S) kan geinterpreteerd worden als de kosten die de spelers uit S hebben als ze
alleen samenwerken met de leden van de coalitie S.

. Opgave 4.3

Bekijk de vliegveldsituatie zoals die in figuur 4.3 is getekend. Geef het vliegveldspel dat deze situatie
weergeeft.

kosten, 20 | 40 | 30 |
[ [ [ |
type 1
type 2
type 3

Figuur 4.3: Kosten van een landingsbaan.

. Opgave 4.4

Geef het kostenspel dat hoort bij het voorbeeld elektriciteitsnet van pagina 5. De figuur met
netwerkverbindingen en bijbehorende kosten is nogmaals weergegeven in figuur 4.4.

06,4

ly,3 45,3

Figuur 4.4: Netwerkverbindingen.

Nu we een spel hebben om de situatie weer te geven, kunnen we speltheorie gebruiken om een verdeling
voor de kosten te vinden. Merk op dat dit neerkomt op het verdelen van de waarde c¢(N) onder de
verschillende spelers van het kostenspel. We zullen bekijken wat de Shapleywaarde, die ook toepasbaar
is op kostenspelen, voor verdeling geeft.
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Voorbeeld 4.5: Tilburg airport: de Shapleywaarde
We bekijken het kostenspel zoals we dat hebben gemaakt bij de situatie van Tilburg airport.

S {1} [ {2} | {8} | {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
c(S) |50 [ 70 [ 80 | 70 80 80 80

Om de Shapleywaarde te berekenen, moeten we bij alle zes verschillende volgorden van de spe-
lersverzameling de bijbehorende marginale vector uitrekenen. De volgorde (213) levert de volgende
marginale vector op: speler 2 heeft als hij alleen is kosten 70, wanneer speler 1 erbij komt, levert dit
geen extra kosten op, de lengte van de landingsbaan die speler 1 nodig heeft, wordt ook door speler
2 gebruikt. Als uiteindelijk speler 3 erbij komt, dan is er nog een extra stuk landingsbaan nodig met
kosten 10. Dit levert de marginale vector (0,70,10) op. De onderstaande tabel bevat alle mogelijke
volgorden van de spelers en bijbehorende marginale vectoren.

o m?(c)
(123) | (50,20,10)
(132) | (50,0,30)
(213) | (0,70,10)
(231) | (0,70,10)
(312) | (0,0,80)
(321) | (0,0,80)

De Shapleywaarde is het gemiddelde van de marginale vectoren en is dus gelijk aan:

p(c) = 4((50,20,10) + (50,0,30) + (0,70,10) +
(0,70,10) + (0,0,80) + (0,0, 80))
= £(100,160,220) = (163,263,363).
De uitkomst van de Shapleywaarde kunnen we herschrijven als (50 50 4 20 50 4 % +10), waarbij

373 T 2/3
we zien dat de verdeling van de Shapleywaarde overeenkomt met de vliegveldregel.

Opgave 4.5

Bekijk het kostenspel van opgave 4.3.

a) Bereken de Shapleywaarde.

b) Vergelijk de verdeling volgens de Shapleywaarde met de verdeling volgens de vliegveldregel.

In het bovenstaande voorbeeld en ook in opgave 4.5 bleek dat de Shapleywaarde van het vliegveldspel
dezelfde verdeling van de kosten gaf als de vliegveldregel. Dit geldt voor alle vliegveldsituaties. Dat
betekent ook dat je het vliegveldspel en de marginale vectoren niet nodig hebt om de Shapleywaarde
te berekenen.

Stelling

Laat (N, k) een vliegveldsituatie zijn en (N, ¢) het bijbehorende vliegveldspel. Dan geldt dat
o(c) = A(N,K).
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Opgave 4.6

Bekijk een situatie waarbij een landingsbaan gebouwd zal worden en waarbij er vier maatschappijen
(genummerd van 1 tot en met 4), ieder met een eigen type vliegtuig zijn, die van deze landingsbaan
gebruik zullen maken. De lengte van de landingsbaan die elke maatschappij nodig heeft en de kosten
van de verschillende delen van de baan zijn weergegeven in figuur 4.5. Merk op dat de totale
landingsbaan 80 kost en dat de maatschappijen 2 en 3 een even lang gedeelte van de baan nodig
hebben om hun vliegtuigen te laten landen.

kosten, 50 | 20 | 10
[ [ [ |

type 1

type 2 en type 3

type 4

Figuur 4.5: Kosten van een landingsbaan.

a) Geef de vector k die bij deze situatie hoort.
b) Geef het kostenspel waarmee deze vliegveldsituatie te modelleren is.
c) Bereken de Shapleywaarde.

4.3 Onderhoudssituaties en onderhoudsspelen

Vliegtuigsituaties en bijbehorende vliegveldspelen zijn speciale gevallen van zogenaamde onderhouds-
situaties en bijbehorende onderhoudsspelen. In een onderhoudssituatie is een groep van spelers ver-
bonden via een vast netwerk met een startpunt.

65

Je kunt hierbij denken aan een wegennet, een

landingsbaan of een netwerk van internetverbindingen. leder stuk van het netwerk brengt bepaalde

onderhoudskosten met zich mee en het is de vraag hoe de onderhoudskosten van het totale netwerk

verdeeld moeten worden onder alle gebruikers, ook wel aangeduid met spelers.

Voorbeeld 4.6: Wegennetwerk: onderhoudssituatie

We bekijken een onderhoudssituatie waarin drie spelers (1, 2 en 3 genaamd) gebruikmaken van een
vast wegennetwerk naar het centrum (aangegeven met ). In figuur 4.6 is weergegeven hoe het vaste
netwerk eruit ziet en welke onderhoudskosten er aan ieder weggedeelte is verbonden. De locaties
van de verschillende spelers zijn aangegeven met punten. We zien dat speler 2 als enige gebruik
maakt van het stuk weg tussen hem en speler 1. De onderhoudskosten van deze weg zijn gelijk aan
7. Daarnaast maakt hij net als speler 1 (en ook speler 3) gebruik van de verbinding tussen speler 1
en % en de onderhoudskosten voor deze verbinding zijn 12.
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*

Figuur 4.6: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.

Onderhoudssituatie

Een onderhoudssituatie is een situatie waarbij een groep spelers via een vast netwerk ver-
bonden is met een startpunt (ook wel bron genoemd). Het netwerk bestaat uit verschillende
delen die ieder hun eigen onderhoudskosten hebben.

We kunnen een vliegveldsituatie zien als een speciaal geval van een onderhoudssituatie, immers de
aanlegkosten kunnen gezien worden als onderhoudskosten. We zullen één en ander uitwerken met
behulp van het voorbeeld Tilburg airport.

Voorbeeld 4.7: Tilburg airport: onderhoudssituatie

Bekijk de situatie van Tilburg airport zoals getekend in figuur 4.1. We zien dat we deze situatie ook
zouden kunnen weergeven als:

50 20 10

Figuur 4.7: Vliegveldsituatie Tilburg airport weergegeven als onderhoudssituatie.

Hierbij geeft % het begin van de landingsbaan aan en hebben we met knooppunten aangegeven waar
de spelers zitten. Dit laat ziet dat een vliegveldsituatie een voorbeeld is van een onderhoudssituatie,
alleen is het netwerk in een vliegveldsituatie altijd een rechte lijn.
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4.3. Onderhoudssituaties en onderhoudsspelen 67

. Opgave 4.7

Bekijk de vliegveldsituatie zoals weergegeven in figuur 4.2. Hoe kunnen we deze situatie zien als een
onderhoudssituatie?

Om de totale kosten onder de spelers te verdelen kunnen we het idee van de vliegveldregel uitbreiden
naar onderhoudssituaties. In de uitbreiding van de vliegveldregel naar onderhoudssituaties worden de
kosten van een verbinding gelijkelijk verdeeld onder alle spelers die gebruikmaken van deze verbinding.

Voorbeeld 4.8: Wegennetwerk: verdeelregel

We berekenen de verdeling van de kosten volgens de uitbreiding van de vliegveldregel voor het netwerk
zoals weergegeven in figuur 4.6. De verbinding tussen 1 en * wordt door alle spelers gebruikt, dus
iedereen betaalt hier 4 voor, zodat de totale onderhoudskosten van 12 gedekt zijn. De verbinding
tussen speler 2 en speler 1 wordt alleen door speler 2 gebruikt, dus hij betaalt alle onderhoudskosten
voor deze verbinding, evenals speler 3 alle onderhoudskosten van de verbinding tussen speler 3 en 1
betaalt. Dit levert de verdeling (4,11,13).

Deze uitbreiding van de vliegveldregel kan toegepast worden op elke willekeurige onderhoudssituatie,
we zullen deze regel de onderhoudsregel noemen.

Onderhoudsregel

Voor elk onderhoudsspel geldt dat de onderhoudsregel de totale onderhoudskosten als volgt
verdeelt:

1. Bepaal voor elke verbinding welke spelers gebruikmaken van deze verbinding.
2. Verdeel de onderhoudskosten van een verbinding gelijkelijk over alle gebruikers.

3. Tel voor elke speler de kosten die op deze manier aan hem zijn toegewezen op.

. Opgave 4.8

Bekijk de onderhoudssituatie van figuur 4.8. Geef de verdeling van de kosten zoals die voorgesteld
wordt door de onderhoudsregel.

Door bij elke onderhoudssituatie een kostenspel te maken, is het ook mogelijk om speltheorie te
gebruiken om een verdeling van de totale onderhoudskosten te vinden. Het kostenspel dat hoort bij
een onderhoudssituatie noemen we ook wel onderhoudsspel. De waarde van een coalitie wordt gegeven
door de onderhoudskosten die de leden van de coalitie zouden hebben als ze met elkaar samenwerken.
We zullen dit illustreren met een voorbeeld.

Voorbeeld 4.9: Wegennetwerk: onderhoudsspel

Bekijk de onderhoudssituatie van het voorbeeld wegennetwerk zoals weergegeven in figuur 4.6. Het
bijbehorende kostenspel ziet er als volgt uit: voor speler 2 geldt dat zijn netwerk naar het centrum
7+ 12 = 19 aan onderhoudskosten heeft. Dit betekent dat c({2}) = 19. Voor speler 1 en 2
samen geldt dat ze alleen gebruikmaken van de verbinding tussen speler 2 en 1 en de verbinding
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68 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelen

24

*

Figuur 4.8: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.

tussen speler 1 en x, deze hebben samen onderhoudskosten 19, dus ook ¢({1,2}) = 19. Ook voor
de andere coalities kunnen we de onderhoudskosten van het netwerk dat deze coalitie gebruikt,
berekenen. Dit geeft het volgende kostenspel.

S {1y [ {2} | {3} | {12} | {13} | {23} | {1,2,3}
(12 [ 19 [ 21 ] 19 21 28 28

Merk op dat de totale onderhoudskosten gelijk zijn aan 7+ 9 + 12 = 28 = ¢(N). Dus een verdeling
die ¢(N) verdeelt onder de drie spelers, geeft ook een verdeling van de onderhoudskosten over alle
spelers.

Omdat voor elke onderhoudssituatie de totale onderhoudskosten gelijk zijn aan ¢(N) van het bi-
jbehorende kostenspel, kunnen we de Shapleywaarde gebruiken als verdeling voor de kosten. In het
volgende voorbeeld wordt dit uitgewerkt.

Voorbeeld 4.10: Wegennetwerk: Shapleywaarde

We berekenen eerst alle marginale vectoren horend bij het kostenspel van het voorbeeld wegen-
netwerk:

S {1y [ {2} | {8} | {12} | {13} | {23} | {1,2,3}
cS) | 12 |19 [ 21 | 19 21 28 28

Voor de volgorde o = (321) levert dit bijvoorbeeld: speler 3 heeft voor zijn verbindingen 9 + 12 = 21
aan onderhoudskosten. Als speler 2 erbij komt dan zijn stijgen de kosten met 7. Wanneer uiteindelijk
speler 1 erbij komt, zijn alle onderhoudskosten al betaald en er komen dus geen extra kosten bij. Dit
geeft m7(c) = (0,7,21). Alle marginale vectoren zijn in onderstaande tabel weergegeven:

o mY(c)
(123) | (12,7.9)
(132) | (12,7,9)
(213) | (0,19,9)
(231) | (0,19,9)
(312) | (0,7,21)
(321) | (0,7.21)
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De Shapleywaarde is dan gelijk aan

p(c) = 4((12,7,9)+(12,7,9) +(0,19,9) +
(0,19,9) + (0,7,21) + (0,7,21))
= 1(24,66,78) = (4,11,13).

Merk op dat de Shapleywaarde precies dezelfde uitkomst geeft als de uitbreiding van de vliegveldregel.

In het voorbeeld wegennetwerk blijkt dat de Shapleywaarde ook direct berekend kan worden zonder
onderhoudsspel, omdat deze samenvalt met de onderhoudsregel van onderhoudssituaties. Dit is geen
toeval, de Shapleywaarde van elk onderhoudsspel kan op deze manier berekend worden.

Stelling: Shapleywaarde onderhoudsspel

Voor elk onderhoudsspel geldt dat de Shapleywaarde gelijk is aan de onderhoudsregel van de
bijbehorende onderhoudssituatie.

. Opgave 4.9

Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in figuur 4.9.
a) Bepaal het bijbehorende onderhoudsspel.
b) Bereken de Shapleywaarde op twee manieren. Welke manier heeft je voorkeur?

2 3

24

*

Figuur 4.9: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.

. Opgave 4.10

Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in figuur 4.10.
a) Hoeveel spelers heeft het bijbehorende onderhoudsspel?

b) Bereken ¢(N).

c) Welke verdeling van de kosten stelt de Shapleywaarde voor?

Niet alle kostenverdelingen zullen bij elke coalitie even goed in de smaak vallen. Net als bij cooperatieve
spelen waar het gaat om winst of kostenbesparing, kunnen we ook bij kostenspelen het idee van de
core gebruiken. Bij een verdeling die in de core ligt van een spel dat winsten weergeeft, is het zo dat

L 4
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70 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelen

Figuur 4.10: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.

er in totaal v(N) wordt uigedeeld en dat daarnaast geen enkele coalitie het beter kan doen door zich
af te splitsen van de groep. Dit betekent dat de som van uitbetalingen aan de spelers van een coalitie
tenminste evenveel zijn als de waarde van deze coalitie in het spel. Voor een verdeling in de core van
een kostenspel moet ook gelden dat deze in totaal ¢(N) verdeelt. De conditie dat geen enkele coalitie
het beter kan doen door zich af te splitsen van de groep, kunnen we als volgt vertalen: de som van de
kosten van de leden van een coalitie kan nooit meer zijn dan de kosten van deze coalitie in het spel.
Als dat wel het geval zou zijn, dan heeft het voor deze coalitie geen zin om samen te werken met
de rest. Dat we nu naar kosten kijken, betekent dat in de definitie van de core van een cooperatief
(opbrengsten)spel op pagina 13 de ongelijkheden in onderdeel (b) precies andersom zullen staan als
we de definitie geven van de core van een codperatief kostenspel.

De core van een coodperatief kostenspel

De core van een cooperatief kostenspel (N, ¢) bestaat uit alle verdelingen (x1,x, ..., x,) die
aan de volgende condities voldoen:

(a) Litqxi =c(N),
(b) Yiesx; < c(S) voor elke coalitie S.

Voorbeeld 4.11: Wegennetwerk: core

In het voorbeeld wegennetwerk kon de situatie met het volgende spel worden weergegeven.

S {1} [ {2} | {8} | {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
(12 [ 19 [21 ] 19 21 28 28
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Een verdeling (x1,x2,x3) in de core van dit spel moet voldoen aan

x1+x2+x3 = 28
x1+x < 19
x1+x3 <21
Xp+x3 < 28

x < 12
x < 19
x3 < 21

De core van dit spel is getekend in figuur 4.11.

(0,0,28)

(28,0,00 (0,28,0)

Figuur 4.11: De core van het spel behorend bij het voorbeeld wegennetwerk.

De snijpunten van de stippellijnen met de onderste lijn zijn van links naar rechts (21,7,0), (12,16,0)
en (9,19,0). We zien dat de extreme punten van de core gelijk zijn aan (12,7,9), (0,7,21) en
(0,19,9). Vergelijken we dit met de marginale vectoren die we eerder op pagina 68 berekend hebben,
dan zien we dat elk extreem punt een marginale vector is en omgekeerd. Daarnaast zien we dat de
Shapleywaarde ¢(c) = (4,11,13) in de core ligt, want deze voldoet aan alle condities van de core.

. Opgave 4.11
Bekijk het kostenspel zoals we dat hebben gemaakt bij de situatie van Tilburg airport.

S {1y [ {2} | {3} [ {12} | {1,3} | {23} | {1,2,3}
c(S) | 50 | 70 | 80 | 70 80 80 80

a) Schrijf de ongelijkheden uit die volgen uit de condities van de core.

b) Teken de core.

c) Geef de extreme punten van de core en vergelijk deze met de marginale vectoren van pagina 64.
d) Ligt de Shapleywaarde in de core?

Zowel in het voorbeeld wegennetwerk als in opgave 4.11 blijkt dat de verzameling van extreme punten
van de core samenvalt met de verzameling van marginale vectoren. Dit een bijzondere eigenschap die
elk onderhoudsspel bezit.
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Stelling

Laat (N, ¢) een onderhoudsspel zijn. Dan geldt dat de verzameling van extreme punten van
de core gelijk is aan de verzameling van marginale vectoren. Dit heeft tot gevolg dat de
Shapleywaarde in de core ligt.

Als de extreme punten van de core van een kostenspel gelijk is aan de verzameling van marginale
vectoren, dan noemen we dat spel ook wel concaaf. Dat een kostenspel concaaf is, betekent dat de
de extra kosten die ontstaan doordat een speler bij een groep komt altijd minder zijn dan de extra die
ontstaan als deze speler bij een gedeelte van deze groep komt.

. Opgave 4.12

Bekijk de vliegveldsituatie van opgave 4.3 zoals weergegeven in figuur 4.3 en het bijbehordende

kostenspel dat in deze opgave is geconstrueerd.

a) Bepaal alle de condities waaraan een verdeling die in de core van dit spel ligt moet voldoen en
ga na dat de Shapleywaarde in de core ligt.

b) Teken de core van dit spel.

c) Bepaal alle extreme punten van de core.

4.4 Gemengde opgaven

. Opgave 4.13

Bekijk een situatie met drie spelers, waarin iedere speler een machine heeft. Daarnaast heeft iedere
speler een opdracht die door ieder van de machines uitgevoerd kan worden. De kosten die hieraan
verbonden zijn, zijn terug te vinden in onderstaande kruistabel, waarbij de machines verticaal zijn
weergegeven en de opdrachten horizontaal.

01 02 03
m | 6 | 4 | 3
my 3 5 2
ms | 2| 6 | 6

Het kost bijvoorbeeld 4 om de opdracht van speler 2 uit te voeren op de machine van speler 1.
Een coalitie kan gebruik alleen gebruikmaken van machines van spelers die in deze coalitie zitten.
Elke machine kan maximaal één opdracht verwerken. Geef het kostenspel dat de kosten van iedere
coalitie weergeeft. Ga er van uit dat iedere coalitie er voor wil zorgen dat alle opdrachten van de
spelers in deze coalitie uitgevoerd worden met minimale kosten.

. Opgave 4.14

Bekijk de vliegveldsituatie zoals weergegeven in figuur 4.12. Hoe kunnen we deze situatie zien als
een onderhoudssituatie?
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kostenl 50 20 10
[ | [ |
type 1

type 2 en type 3

type 4

Figuur 4.12: Kosten van een landingsbaan.

. Opgave 4.15

Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in figuur 4.13, het bijbehorende spel is berekend in
opgave 4.9.
a) Wat zijn de extreme punten van de core?

b) Schets de core van dit spel met behulp van je antwoord op a).

24

Figuur 4.13: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.
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74 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelen

. Opgave 4.16
Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in figuur 4.14.

*
Figuur 4.14: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.

a) Bepaal vijf verschillende core-elementen van het bijbehorende onderhoudsspel.
b) Gavan ieder van de volgende elementen na of het een extreem punt is van de core: (13,5,9,3,4,7,2),
(0,5,0,2,29,0,7), (0,5,26,2,3,6,1).

. Opgave 4.17

a) Gegeven is de onderhoudssituatie in figuur 4.15. De verdeling (6,3,8) is een extreem punt van
de core van het bijbehorende onderhoudsspel. Bepaal a, b en c.

.
*
Figuur 4.15: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.

b) Gegeven is een onderhoudsspel waarvoor de extreme punten van de core gelijk zijn aan (3,1,7),
(0,1,10), (0,11,0) en (3,8,0). Teken de bijbehorende onderhoudssituatie.
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Voorkennis

A.1 Verzamelingen

In deze paragraaf wordt een overzicht gegeven van notaties met betrekking tot verzamelingen. Een
verzameling bestaat uit een aantal elementen en kan weergegeven worden door de elementen op te
sommen en deze tussen accolades te zetten. Zo kun je de spelersverzameling N weergeven met
N = {1,2,...,n}. Het aantal elementen van een verzameling N wordt genoteerd met |[N|. Als
N = {1,2,3,4,5} dan geldt bijvoorbeeld dat |[N| = 5. Het &-teken geeft aan dat een element tot
een verzameling behoort. Dus als N = {1,2,3,4,5}, dangeldt 1 € N,2 € N,3 € N, 4 € N, en
5 € N, maar 6 is geen element van de verzameling N en dat noteren we met 6 ¢ N.

Een willekeurige groep elementen van een verzameling noemen we ook wel een deelverzameling. Dus
als N = {1,2,3,4,5}, dan is bijvoorbeeld S = {1,3} een deelverzameling van N. We noteren dit met
S C N. De deelverzameling die geen elementen heeft wordt ook wel de lege verzameling genoemd
en wordt genoteerd met @. De verzameling N\S (uitspraak N min S) bestaat uit alle spelers uit N
die niet in S zitten. Dus in bovenstaand voorbeeld is N\S = {2,4,5}.

Soms ben je geinteresseerd in alle elementen van twee verzamelingen samen, dit noemen we in de
wiskunde ook wel de vereniging van twee verzamelingen. De vereniging van twee verzamelingen S en
T, notatie SU T, bestaat uit alle elementen die ofwel in S liggen, ofwel in T of in allebei. Dus als
S={1,2} en T = {5}, dan geldt SUT = {1,2,5}, maar ook als S = {1,2} en T = {2,5} geldt
SUT =1{1,2,5}.

De doorsnede van twee verzamelingen S en T, notatie SN T, bevat alle elementen die zowel in de
verzameling S als in de verzameling T liggen. Dus als S = {1,2} en T = {5}, danis SNT =@, en
als S = {1,2} en T = {2,5}, dan geldt SN T = {2}.

. Opgave A.1
Laat N = {1,2,3,4,5,6,7}, S = {1,3,5} en T = {2,3,4,5,6}.
a) Bepaal SUT.
b) Bepaal SNT.
c) Bepaal N\(SUT).

. Opgave A.2
Geef verzamelingen S en T zodanig dat SUT = {1,3,5,7,9} en SN T = {1,3}.
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. Opgave A.3

Laat N = {1,2,3}. Bepaal alle combinaties van verzamelingen S en T zodanig dat (SUT) C N en
SNT=®,S5,T#®.

A.2 Het sommatieteken

Voorbeeld A.1: Een driechoek bouwen

Stel dat we een driehoek willen bouwen, be-

ginnend met tien blokken op de onderste rij, ’—‘:E:I—‘

negen op de tweede rij, acht op de derde en [ [ [ [ \

zo verder tot twee blokken op de negende \ \ \ \ \ |

fij en één op de tiende. Hoeveel blokken ‘ | ‘ | ‘ | ‘ | ‘ | ‘ | ‘ | |
zijn er dan nodig? In totaal zijn er dan [ [ [ [ [ [ [ [ \

14+24+34+4+54+6+7+8+9+10=55 [ \ \ \ \ \ [ [ [ |
blokken nodig.

Als de onderste rij uit n blokken bestaat met n een geheel getal, dan zijn er in totaal 14+2+ ...+
(n—1) + n blokken nodig. Het totale aantal blokken dat we nodig hebben, is afhankelijk van de
waarde van n.

In de wiskunde komt het vaak voor dat je een heleboel getallen bij elkaar op wilt tellen. In het
bovenstaande voorbeeld waren we bijvoorbeeld geinteresseerd in de som 1 +2+...4+ (n—1) +n.
Er is in de wiskunde behoefte aan een notatie om een som kort en overzichtelijk weer te geven. Deze
paragraaf houdt zich bezig met hoe we dat in de wiskunde doen.

Om een som kort en overzichtelijk weer te geven is in de wiskunde het sommatieteken X ingevoerd.
De letter X is de hoofdletter sigma uit het Griekse alfabet en staat dus voor het nemen van een som.
Als je de notatie

23
Yt
k=1

tegenkomt, dan betekent dat het volgende: vul in uy achtereenvolgensk =1, k=2, ..., k=23 in
en tel de 23 getallen die je op deze manier krijgt (11, uo, ..., u>3) bij elkaar op.

Voorbeeld A.2: Uitwerken sommatieteken

5

Y (k¥ +k)

k=1

(124+1)+ (22 +2) + (3> +3) + (42 +4) + (5> +5)

2+6+12420+430 =70.

Merk op dat we in de uitdrukking (k2 + k) dus achtereenvolgens k = 1, k = 2 tot en met k = 5
invullen en deze uitkomsten vervolgens bij elkaar optellen om de uitkomst van de som te krijgen.

5
In bovenstaand voorbeeld zien we dat ) (k2 + k) gewoon een getal is en dat dit getal niet van de
k=1
..’A_.
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letter k afhangt. Immers voor k vullen we achtereenvolgens de getallen één tot en met vijf in. De
variabele k komt dus niet in het eindantwoord voor. We hadden voor k ook een willekeurige andere

5
letter kunnen kiezen, zonder dat de waarde van de som verandert: als je Y (j* + j) uitwerkt, dan
j=1
krijg je opnieuw 70.

Voorbeeld A.3: Een driehoek bouwen
Bij het bouwen van de driehoek met een onderste laag van 10 blokken zijn erintotaal 1+2+---+ 10

10
blokken nodig. Met behulp van het sommatieteken kunnen we dit aantal ook schrijven als Y~ k. Voor
k=1
n
een driehoek met een onderste laag die n blokken groot is, zijn er Y k blokken nodig.

k=1

. Opgave A.4

Stel we willen een piramide bouwen met behulp van blokken, waarbij de bovenste laag uit één blok

bestaat, de tweede laag uit vier blokken, de derde laag uit negen blokken en zo verder.

a) Hoeveel blokken heb je nodig als je een piramide bouwt van 5 lagen? Hoe kun je dit aantal met
een sommatieteken weergeven?

b) Geef met behulp van een sommatieteken weer hoeveel blokken er nodig zijn als je een piramide
wilt bouwen met n lagen, waarbij n een geheel getal is.

. Opgave A.5
Schrijf met behulp van het sommatieteken:
a) 2+4+6+8+10+12.
b) 2+4+6+---+2(n—1)+2n, met n een geheel getal.
) 1+3+5+7+9+11.
d) 14+3+5+...+2n—14+2n+1.
e) 1+4+7+---+ (3n+1), met n een geheel getal.

. Opgave A.6

5 8
a) Bereken Y 2en Y 2.
k=1 k=1

n
b) Laat n een geheel getal zijn, druk Y 2 uit in n.
k=1

Soms kan je een sommatie op verschillende manieren uitrekenen, door de termen op een andere manier
te rangschikken. Het volgende voorbeeld maakt dit duidelijk.
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Voorbeeld A.4: Eigenschappen sommatieteken

5
We kunnen Y. (k% + k) herschrijven tot

k=1
5
Y (K +k) = (1P+1)+(224+2)+ (3 +3)+ (4> +4) + (5> +5)
k=1
= (1P+22+32+42+5)+ (1+2+3+4+5)
5 5
= YE+Y k
k=1 k=1
5 5
De som Y (k* + k) kan dus ook berekend worden door de sommaties Y k?
k=1 k=1
5
(=55) en ¥ k(= 15) uit te rekenen en bij elkaar op te tellen,

k=1

Voorbeeld A.5: Eigenschappen sommatieteken

5
We berekenen op twee manieren Y 2k. Allereerst door alle termen te berekenen en op te tellen:
k=1

Y 2%k = 2-142:242:3+2-4+2-5

= 2+4+6+8+10=30.

Maar we hadden ook kunnen schrijven:

Y 2%k = 2-142:242:3+2-4+2-5
= 2(1+2+3+4+5)

5
= 2) k=2-15=230.
k=1

Beide berekeningen leveren hetzelfde antwoord op.

De eigenschappen die we in bovenstaande voorbeelden gezien hebben, kunnen veel algemener gefor-
muleerd worden.

Eigenschappen sommatieteken
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Voorbeeld A.6: Eigenschappen sommatieteken

Merk op dat we in het eerste voorbeeld eigenschap 1 van het sommatieteken toepassen met uy = K2,
v = k en n =5. In het tweede voorbeeld wordt de tweede eigenschap toegepast met ¢ =2, uy =k
enn=>5.

. Opgave A.7
5 .
a) Bereken Y (2k+ 1) door alle zes de termen te berekenen en bij elkaar op te tellen.
k=0
5
b) Bereken nogmaals Y (2k + 1) maar nu door gebruik te maken van de eigenschappen van het
k=0

sommatieteken.

A.3 Rekenen met vectoren

In de wiskunde wordt vaak gebruik gemaakt van vectoren. Dit kan handig zijn als je bijvoorbeeld punten
in het platte vlak weer wilt geven. Of in speltheorie waarbij een (verdelings)vector een verdeling van
de winst over alle spelers weergeeft. In feite zijn getallen ook vectoren, maar dan van lengte één. We
zijn gewend om getallen op te tellen, af te trekken en te vermenigvuldigen. Dit kunnen we ook doen
met vectoren. We spreken af dat we vectoren bij elkaar mogen optellen of van elkaar mogen aftrekken
als deze dezelfde lengte hebben en dat we dit optellen/aftrekken componentsgewijs doen. Dus:

(5,3,2)+(0,3,1) = (54+0,3+3,2+1) = (5,6,3).
Evenzo

(5,3,2)-(0,3,1)=(5-0,3—-3,2—1) = (5,0,1)
en

(0,3,1)—(5,3,2)=(0—5,3-3,1—-2) = (-5,0,—1).

Daarnaast kunnen we vectoren ook met een getal vermenigvuldigen, we spreken af dat we dit doen
door elk getal in de vector met dit getal te vermenigvuldigen. Dus

2-(5,3,2) =(2-5,2-3,2-2) = (10,6,4)

en
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