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1Coöperatieve spelen
1.1 Introdu
tieVoorbeeld 1.1: marktplaats: samenwerkenBas wil zijn mobiele telefoon via marktplaats verkopen, maar helaas is hij niet meer in het bezit vande bijbehorende oplader. Chris zit met het omgekeerde probleem: zijn a

u van de telefoon heefthet begeven, maar de oplader is nog prima en die zou hij via marktplaats te koop aan kunnen bieden.Een mobieltje zonder oplader, of een oplader zonder mobiele telefoon, levert geen geld op als dezeop marktplaats te koop wordt aangeboden. Een set van mobiele telefoon met oplader kan verko
htworden voor 15 euro. Bas en Chris kunnen door in één advertentie het mobieltje en de oplader aante bieden 15 euro verdienen. Als ze niet samenwerken verdienen ze allebei niets.We willen bovenstaande situatie weergeven met behulp van een wiskundig model. In dit model moetnaar voren komen wat Bas en Chris kunnen verdienen als ze niet samenwerken en wat ze verdienen alsze wel samenwerken. Daarnaast willen we met behulp van dit model bekijken hoe Bas en Chris de 15euro, die ze verdienen als ze samenwerken, onderling kunnen verdelen. Het blijkt dat deze situatie envele andere situaties met behulp van speltheorie te bes
hrijven zijn. Voordat we met deze zogenaamdespeltheorie aan de slag kunnen gaan, moeten we eerst een idee krijgen over wat speltheorie nu eigenlijkinhoudt.De situaties die met behulp van speltheorie geanalyseerd kunnen worden, zijn situaties waarin ten-minste twee partijen (in bovenstaand voorbeeld Bas en Chris) keuzes moeten maken. Hierbij houdtspeltheorie zi
h vooral bezig met de wiskundige taal die deze situaties bes
hrijft. Het doel en dedaarbij behorende uitdaging is om deze wiskundige modellen, ook wel �spelen� genoemd, zo te makendat alle belangrijke aspe
ten van de onderliggende problemen weergegeven worden en deze modellendan vervolgens te analyseren. Zo zal bijvoorbeeld in het model van de bovenstaande situatie naarvoren moeten komen wat de �spelers� (Bas en Chris) kunnen verdienen als ze niet samenwerken enwat ze verdienen als ze wel samenwerken. Daarnaast is het van belang om te kijken naar de vraaghoe ze de 15 euro, die ze verdienen als ze samenwerken, onderling kunnen verdelen.In de speltheorie zijn er twee benaderingen mogelijk: niet-
oöperatieve speltheorie en 
oöperatievespeltheorie. De hierboven bes
hreven situatie is een voorbeeld van 
oöperatieve speltheorie. Coöper-atieve speltheorie houdt zi
h bezig met situaties waarin de partijen, ook wel �spelers� genoemd, af-spraken maken over mogelijke samenwerking. In dit hoofdstuk worden 
oöperatieve spelen geïntro-du
eerd. Deze spelen bevatten dus informatie over de winst die spelers kunnen behalen door samente werken. Een ander voorbeeld van een 
oöperatief spel kan gevonden worden bij het al dan nietsamenwerken van bedrijven. Als bedrijven samenwerken kunnen zij in het algemeen meer winst be-1



2 1. Coöperatieve spelenhalen. Dit is eenvoudig voor te stellen als je bedenkt dat bedrijven door samen te werken e�
iënterkunnen omgaan met bijvoorbeeld arbeidskra
hten en ma
hines om zodoende kosten te besparen. Dezekostenbesparingen leiden uiteindelijk tot een grotere winst. Een belangrijk aspe
t in de 
oöperatievetheorie is de vraag hoe de uiteindelijke winst of de bespaarde kosten verdeeld moeten worden als erdaadwerkelijk samengewerkt wordt.Naast 
oöperatieve speltheorie bestaat er ook de zogenaamde niet-
oöperatieve speltheorie. Hierinworden situaties bestudeerd waarin spelers proberen het zelf zo goed mogelijk te doen, maar hierbijafhankelijk zijn van de beslissingen van anderen. Je kunt hierbij bijvoorbeeld denken aan een supermarktdie de keuze heeft om wel of niet te stunten met zijn prijzen. De winst die de supermarkt uiteindelijkbehaalt, hangt niet alleen af van zijn eigen keuze, maar ook van de keuze die andere supermarktenmaken met betrekking tot hun prijzen. Een belangrijk aspe
t van niet-
oöperatieve speltheorie is hetbes
hrijven en analyseren van de vers
hillende strategieën van alle spelers en proberen voor elke spelereen �optimale� strategie te vinden.In dit boek zullen wij een eerste introdu
tie geven in de 
oöperatieve speltheorie.
1.2 Coöperatieve speltheorieSpeltheorie gebruikt en ontwikkelt wiskundige te
hnieken om 
oöperatief gedrag te bestuderen. Indeze se
tie bestuderen we een aantal vers
hillende situaties die gemodelleerd kunnen worden metbehulp van een 
oöperatief spel.Voorbeeld 1.2: Peters brom�etsenbedrijf: een verdeelprobleemPeter is na zijn eindexamen een eigen brom�etsenbedrijf gestart. Helaas loopt het bedrijf niet zo goedals geda
ht en na drie maanden gaat zijn bedrijf failliet. Na dit faillissement is er nog een vermogenvan 400 euro over om de s
huldeisers te betalen. Er zijn e
hter drie s
huldeisers, de eerste eist 100euro, de tweede 200 euro en de derde 300 euro. In totaal is dit meer dan de bes
hikbare 400 euro.Hoe moet deze 400 euro verdeeld worden onder de drie s
huldeisers?Hoe vers
hillend de situatie van Peters brom�etsenbedrijf en de situatie bes
hreven in het voor-beeld marktplaats in eerste instantie miss
hien lijken, to
h kunnen beide situaties in eenzelfde soortwiskundig model worden gegoten. We gebruiken hierbij 
oöperatieve speltheorie. Algemeen gesprokenkunnen situaties waarin bedrijven of personen winst kunnen behalen of kosten kunnen besparen doorsamen te werken, gemodelleerd worden met behulp van een 
oöperatief spel. De bedrijven of personendie een rol spelen noemen we de spelers van het spel. Deze spelers nummeren we voor het gemakvan 1 tot en met n, waarbij n een positief geheel getal is dat het totale aantal bedrijven of personenaangeeft. De verzameling van alle spelers geven we aan met N.Verzamelingen kunnen we ook weergeven met a

olades, zo is {1, . . . , n} een alternatieve notatie voorde spelersverzameling N. In een 
oöperatief spel wordt weergegeven welke winst of kostenbesparingeen willekeurige groep van spelers (dus niet alleen alle spelers bij elkaar) kan behalen. Een willekeurigegroep spelers geven we aan met S, we noemen S ook wel een deelverzameling van N, omdat allespelers die in S zitten, ook in N zitten. De lege verzameling is een verzameling waarin geen spelerszitten en wordt ook wel genoteerd met ∅. In de appendix is een 
ompleet overzi
ht van notaties metbetrekking tot verzamelingen te vinden.



1.2. Coöperatieve speltheorie 3Voorbeeld 1.3: deelverzamelingenStel we hebben een spel met twee spelers, dan geldt N = {1, 2}. Nu is bijvoorbeeld S = {1} eendeelverzameling van deze groep bestaande uit speler 1. In totaal zijn er vier deelverzamelingen van
{1, 2}: de verzamelingen ∅, {1}, {2} en {1, 2}.Opgave 1.1a) Laat N = {1, 2, 3}. Geef alle mogelijke deelverzamelingen van N.b) Wat is het verband tussen het totale aantal deelverzamelingen van een spelersgroep bestaandeuit drie en een spelersgroep bestaande uit twee spelers? Kun je dit verband uitdrukken in eenformule?
) Hoeveel deelverzamelingen heeft de verzameling N = {1, 2, 3, 4}?d) Hoeveel deelverzamelingen heeft de verzameling N = {1, . . . , n}? (Hint: je kunt deze opgaveook zien als een telprobleem, waarbij er voor iedere speler twee mogelijkheden zijn: deze spelerzit wel of deze speler zit niet in de deelverzameling).Wanneer we alle deelverzamelingen van N hebben gevonden, kunnen we voor elke deelverzamelingvan spelers nagaan hoeveel winst deze kan behalen. De winst/kostenbesparing die een groep spelers

S zi
hzelf kan garanderen, wordt weergegeven met v(S).Voorbeeld 1.4: marktplaats: een 
oöperatief spelWe kunnen de situatie van het voorbeeld marktplaats als volgt modelleren: we noemen Bas speler1 en Chris speler 2, dan is N = {1, 2}. Bas bezit alleen een mobiele telefoon en Chris bezit alleeneen oplader. Er geldt dat v({1}) = 0, v({2}) = 0 en v(N) = 15. Of in tabelvorm:
S {1} {2} {1, 2}

v(S) 0 0 15We merken op dat we in de tabel, die voor elke 
oalitie de waarde van het 
oöperatieve spel weergeeft,de lege 
oalitie (dat is de 
oalitie zonder spelers) niet weergeven. Per de�nitie heeft deze 
oalitiealtijd de waarde nul en daarom wordt deze in tabellen weggelaten.In de volgende box staat de de�nitie van een 
oöperatief spel.Coöperatief spelEen 
oöperatief spel wordt bes
hreven door een paar (N, v), waarbij N = {1, 2, ..., n} deverzameling van spelers is en v een fun
tie is die aan elke deelverzameling S van N een getaltoekent.Het getal v(S) noemen we de waarde van 
oalitie S en kan geïnterpreteerd worden als demaximale winst die de spelers uit S (zonder de hulp van spelers buiten S) kunnen verkrijgendoor samen te werken. We nemen aan dat de waarde van de lege verzameling, v(∅), gelijkis aan nul. Een deelverzameling S van N wordt een 
oalitie genoemd en N wordt de grote
oalitie genoemd.



4 1. Coöperatieve spelenVoorbeeld 1.5: Peters brom�etsenbedrijf: een 
oöperatief spelOok de situatie van het faillissement van Peters brom�etsenbedrijf kunnen we modelleren met be-hulp van een 
oöperatief spel, waarbij de s
huldeisers de spelers zijn. Speler 1, 2 en 3 eisen dusrespe
tievelijk 100, 200 en 300 euro van de bes
hikbare 400 euro. De waarde v(S) van een 
oalitie
S geeft aan welk bedrag deze 
oalitie kan krijgen zonder hulp van spelers buiten S. We interpreterendit als het gedeelte van het totale bes
hikbare bedrag dat een 
oalitie zi
hzelf kan garanderen. Devraag is natuurlijk: wat kan een 
oalitie zi
hzelf garanderen?We nemen aan dat een eiser nooit meer kan krijgen dan zijn volledige 
laim. Dit betekent dat een
oalitie S altijd tenminste re
ht heeft op het gedeelte van het totale bes
hikbare bedrag dat overblijftals alle spelers buiten S hun volledige 
laim krijgen toegewezen. Dit is het bedrag dat een 
oalitiezi
h kan garanderen. Als de spelers buiten S samen evenveel of meer eisen dan het totale bes
hikbarebedrag, dan kan 
oalitie S zi
h blijkbaar geen bedrag garanderen en is v(S) = 0 (immers v(S) kanniet negatief zijn, in het ergste geval ziet een 
oalitie niets terug van zijn totale 
laim).Bekijk bijvoorbeeld de 
oalitie S = {1, 2}. Omdat speler 3 een bedrag van 300 euro eist, blijft ervoor 
oalitie S altijd minstens 400 − 300 = 100 euro over, dus v({1, 2}) = 100. Voor de 
oalitie
S = {1} geldt dat speler 2 en 3 samen meer eisen dan de bes
hikbare 400 euro, dus v({1}) = 0.Verder geldt v(N) = 400, immers er zijn geen spelers buiten N, dus samen zullen de spelers uit Naltijd 400 euro krijgen. In tabelvorm hebben we dus het volgende gevonden:

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 100 100 200 300 400Opgave 1.2a) Bepaal het bijbehorende spel als het bes
hikbare bedrag niet 400, maar 200 euro is en des
huldeisers respe
tievelijk 100, 200 en 300 euro eisen.b) Bepaal het bijbehorende spel als het bes
hikbare bedrag 400 euro is en de 
laims gelijk zijn aanrespe
tievelijk 200, 200 en 300 euro.Voorbeeld 1.6: een hands
hoenenspel: een 
oöperatief spelBekijk twee bedrijven die beide linker- en re
hterhands
hoenen produ
eren. Een paar hands
hoenenis 5 euro waard, maar een enkele linker- of re
hterhands
hoen is niets waard. Bedrijf 1 produ
eert vijflinker- en zeven re
hterhands
hoenen bedrijf 2 produ
eert negen linker- en zes re
hterhands
hoenen.Bedrijf 1 kan zelf vijf paar hands
hoenen verkopen. Daarom is zijn opbrengst gelijk aan 25 (= 5 · 5)euro. Bedrijf 2 kan zes paar hands
hoenen verkopen met een opbrengst van 30 (= 6 · 5) euro. E
hterals de twee bedrijven besluiten samen te werken, kunnen ze dertien paar hands
hoenen verkopen meteen bijbehorende opbrengst van 65 (= 13 · 5) euro. Deze situatie kan gemodelleerd worden als een
oöperatief spel (N, v) met N = {1, 2} en v zoals in onderstaande tabel weergegeven:

S {1} {2} {1, 2}
v(S) 25 30 65



1.2. Coöperatieve speltheorie 5Opgave 1.3Bekijk drie bedrijven die linker- en re
hterhands
hoenen produ
eren volgens het volgende s
hema:bedrijf re
hts links1 4 72 9 123 8 4De opbrengst van een paar hands
hoenen is 5 euro. Bepaal het bijbehorende 
oöperatieve spel.Voorbeeld 1.7: klassenvertegenwoordigers: een 
oöperatief spelIn 4Va moeten één of meerdere leerlingen aangewezen worden om de klas te vertegenwoordigen.Drie leerlingen, Annemiek, Hans en Herbert, hebben aangegeven wel interesse te hebben. Alle 31leerlingen van de klas mogen stemmen op één van deze drie leerlingen. De uitslag van de stemmingis als volgt: Annemiek 17, Hans 4 en Herbert 10 stemmen. We gaan deze uitkomst met behulp vaneen 
oöperatief spel modelleren. We noemen Annemiek speler 1, Hans speler 2 en Herbert speler 3.Als een groep spelers de meerderheid van de stemmen heeft dan wordt aan deze groep de waarde1 gegeven. Als een groep geen meerderheid heeft, dan krijgt deze groep de waarde 0. Er geldtdus bijvoorbeeld v({1}) = 1, immers Annemiek heeft 17 stemmen en dat is meer dan de helft. En
v({2, 3}) = 0, want Hans en Herbert hebben samen 14 stemmen, wat minder is dan de helft. Het
omplete spel dat bovenstaande stemming weergeeft, is gelijk aan:

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 1 0 0 1 1 0 1Opgave 1.4Na de laatste gemeenteraadsverkiezingen is er in een gemeente de volgende zetelverdeling onstaan:PvdA CDA VVD lokale partij

8 6 4 3Aan een 
oalitie van partijen die een meerderheid aan zetels heeft wordt een 1 toegekend, aan een
oalitie die geen meerderheid heeft een 0. Bepaal het spel dat de informatie bevat met betrekkingtot de uitslag van deze verkiezing.Voorbeeld 1.8: elektri
iteitsnet: een kostenbesparingsspelDe bedrijven 1, 2, en 3 willen alle verbonden worden via een netwerk met een elektri
iteits
entrale.Dit netwerk moet e
hter nog ontwikkeld worden. Ieder bedrijf kan dire
t of via een ander bedrijfverbonden worden met het 
entrale elektri
iteitsnet. Om een weloverwogen keuze te maken hebbende bedrijven eerst uitgezo
ht hoe duur elke mogelijke verbinding is. De kosten zijn weergegeven in�guur 1.1, waarbij het punt 0 de plaats van de elektri
iteits
entrale weergeeft.



6 1. Coöperatieve spelen
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Figuur 1.1: Netwerkverbindingen.Met behulp van �guur 1.1 kunnen we voor iedere 
oalitie het goedkoopste netwerk vinden dat allebedrijven van deze 
oalitie met de elektri
iteits
entrale verbindt. Bijvoorbeeld, de bedrijven 1 en 2kunnen op drie vers
hillende manieren met de elektri
iteits
entrale verbonden worden: via de lijnen
ℓ1 en ℓ2, via de lijnen ℓ2 en ℓ4, of via de lijnen ℓ1 en ℓ4. Merk op dat een 
oalitie geen gebruik kanmaken van verbindingen/lijnen die leiden naar een bedrijf buiten de 
oalitie. Omdat bedrijf 3 niet indeze 
oalitie zit, kunnen de verbindingen met dit bedrijf dus niet gebruikt worden. De kosten van delijnen ℓ1 en ℓ2 zijn 5 + 4 = 9, de kosten van de lijnen ℓ2 en ℓ4 zijn 5 + 3 = 8 en de kosten van delijnen ℓ1 en ℓ4 zijn 3 + 4 = 7. Dus de kosten van het goedkoopste netwerk voor de bedrijven 1 en 2samen zijn gelijk aan 7. Als de bedrijven 1 en 2 niet samenwerken hebben ze respe
tievelijke kostenvan 4 en 5. Door samen te werken komen deze bedrijven tot een kostenbesparing van 2.We kunnen deze situatie als volgt met een 
oöperatief spel modelleren. We nemen als spelersver-zameling N = {1, 2, 3}. De�nieer de fun
tie v als volgt: de waarde van een 
oalitie is het vers
hiltussen de individuele kosten van de bedrijven in deze 
oalitie (dat wil zeggen kosten die er zijn zonderdat er samengewerkt wordt) en de minimale kosten van de 
oalitie (dat wil zeggen de kosten van hetgoedkoopste netwerk als er wel wordt samengewerkt). In de tweede rij van tabel 1.1 zijn de kostenvan iedere 
oalitie gegeven als er niet samengewerkt wordt. De derde rij van tabel 1.1 bevat de kostenvan het goedkoopste netwerk van elke 
oalitie. De fun
tiewaarden van v zijn gegeven in de vierde rijvan tabel 1.1 en kunnen gemakkelijk afgeleid worden door de getallen uit de derde rij af te trekkenvan de getallen uit de tweede rij. Bijvoorbeeld, v({1, 2}) = (kosten van {1} + kosten van {2})
−(kosten van {1, 2}) = 5 + 4 − 7 = 2, en op eenzelfde manier, v({1, 2, 3}) = 4 + 5 + 8 − 10 = 7.

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}kosten zonder samenw. 4 5 8 9 12 13 17kosten met samenw. 4 5 8 7 7 9 10
v(S) 0 0 0 2 5 4 7Tabel 1.1: De kosten van de goedkoopste netwerken en het bijbehorende kostenbesparingsspel.

Opgave 1.5Bekijk een netwerk met drie spelers 1, 2 en 3 die allen verbonden moeten worden met het punt 0 enwaarvan de kosten zijn weergegeven in �guur 1.2. Geef het kostenbesparingsspel dat deze situatieweergeeft.



1.3. De 
ore van een spel 7
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Figuur 1.2: Netwerkverbindingen van opgave 1.5.Opgave 1.6Bekijk een situatie met drie spelers, waarin iedere speler een ma
hine heeft. Daarnaast heeft iederespeler een opdra
ht die door ieder van de ma
hines uitgevoerd kan worden. De kosten die hieraanverbonden zijn, zijn terug te vinden in onderstaande kruistabel, waarbij de ma
hines verti
aal zijnweergegeven en de opdra
hten horizontaal.
o1 o2 o3

m1 6 4 3
m2 3 5 2
m3 2 6 6Het kost bijvoorbeeld 4 om de opdra
ht van speler 2 uit te voeren op de ma
hine van speler 1.Een 
oalitie kan gebruik alleen gebruikmaken van ma
hines van spelers die in deze 
oalitie zitten.Elke ma
hine kan maximaal één opdra
ht verwerken. Geef een 
oöperatief spel dat de winst doorsamenwerken van iedere 
oalitie weergeeft. Je mag er vanuit gaan dat iedere 
oalitie er voor wilzorgen dat alle opdra
hten van de spelers in deze 
oalitie uitgevoerd worden met minimale kosten.1.3 De 
ore van een spelIn een aantal voorbeelden die we tot nu toe hebben behandeld, hebben we kunnen zien dat samen-werking kan leiden tot extra winst. Een belangrijke vraag die we willen beantwoorden is: hoe kunnenwe deze winst op een eerlijke manier onder de spelers verdelen? En wat is op een eerlijke manierverdelen? Voordat we hier een antwoord op geven, zullen we eerst nog eens terugkijken naar hetvoorbeeld marktplaats.Voorbeeld 1.9: marktplaats: een verdeelprobleemSpeler 1 (Bas) en speler 2 (Chris) kunnen samen 15 euro verdienen door het mobieltje van Bassamen met de oplader van Chris op marktplaats te verkopen. Als ze dit gedaan hebben, moeten zede winst van 15 euro samen verdelen. Er zijn heel veel mogelijkheden om deze winst te verdelen.Waars
hijnlijk is één van de eerste verdelingen die bij je opkomt de verdeling die allebei de spelersde helft van de winst geeft. Dus zowel Bas als Chris krijgt 7.50 euro. Ook een verdeling met Bas 5en Chris 10 euro is mogelijk, of andersom Bas 10 euro en Chris 5 euro en zo kun je nog veel meerverdelingen bedenken.



8 1. Coöperatieve spelenIn deze paragraaf zullen we onderzoeken hoe we de extra winst onder de spelers kunnen verdelen,waarbij we gebruik willen maken van het spel dat we ge
onstrueerd hebben. Ons doel is daarbij (nog)niet om één verdeling van de winst aan te wijzen, maar om een aantal mogelijke verdelingen te vindendie �eerlijk� zijn. Waarbij we natuurlijk nog moeten de�niëren wat �eerlijk� is. Als we de winst willenverdelen, dan betekent dit niets anders dan dat we v(N) gaan verdelen onder alle spelers in N. Immersde waarde v(N) geeft pre
ies aan wat de spelers in N kunnen verdienen als ze samenwerken.Een verdeling van v(N) kan worden weergegeven met een rijtje van n getallen: (x1, x2, . . . , xn), zo-danig dat ∑
n
i=1 xi = v(N). De ve
tor x = (x1, x2, . . . , xn) noemen we ook wel een (verdelings)ve
tor.Hierbij is x1 de uitbetaling aan speler 1 in deze verdeling, x2 de uitbetaling aan speler 2 in deze verdel-ing, et
.Voorbeeld 1.10: marktplaats: verdelingsve
torenDe verdeling die Bas en Chris allebei 7.50 euro geeft, kan in ve
tornotatie weergegeven worden met(7.5,7.5). De ve
tor (5, 5) is geen verdelingsve
tor van v(N), omdat hier in totaal 10 uitgedeeldwordt, wat minder is dan v(N). In de verdelingsve
tor (−1, 16) krijgt Chris naast de winst van15 euro ook nog een euro extra van Bas. Alle mogelijke verdelingen van v(N) kunnen we gra�s
hweergeven in het vlak, zie �guur 1.3. Dit zijn alle punten (x1, x2) waarvoor geldt x1 + x2 = 15, ditis dus de lijn door de punten (15, 0) en (0, 15).

(15, 0)

(0, 15)

(0, 0) x1

x2

Figuur 1.3: Mogelijke verdelingsve
toren bij het voorbeeld marktplaats.
Wanneer zullen spelers met een bepaalde verdeling akkoord gaan? Kijk bijvoorbeeld naar de verdeling
(−1, 16) in het voorbeeld marktplaats. Bij deze verdeling krijgt Chris alle winst en daarnaast ooknog één euro van Bas. Bas zal niet akkoord gaan met deze verdeling, omdat hij een winst van 0 euroheeft als hij niet samenwerkt en dan beter af is. Wil een verdeling kans van slagen hebben, dan moetiedere speler tenminste evenveel krijgen als hij kan verdienen als hij niet samenwerkt. Immers, als ditniet het geval is, dan kan een speler beter niet samenwerken met de andere spelers om zo meer geldte verdienen dan hij in de verdelingsve
tor krijgt toebedeeld. De imputatieverzameling van een spel
(N, v) bevat alle verdelingen van v(N) waarbij iedere speler tenminste evenveel krijgt als deze zoukrijgen als er niet samengewerkt wordt.



1.3. De 
ore van een spel 9De imputatieverzameling van een 
oöperatief spelDe imputatieverzameling van een 
oöperatief spel (N, v) bestaat uit alle verdelingen
(x1, x2, . . . , xn) die aan de volgende 
ondities voldoen:(a) x1 + x2 + x3 + ... + xn = v(N),(b) xi ≥ v({i}) voor elke i ∈ N.De imputatieverzameling wordt genoteerd met I(v).Voor een verdeling (x1, x2, . . . xn) geldt dat xi aangeeft wat speler i krijgt in deze verdeling. Als deverdeling (x1, x2, . . . xn) in de imputatieverzameling zit, dan moet volgens 
onditie (a) gelden dat dezeverdeling in totaal v(N) verdeelt. Volgens 
onditie (b) geldt dat elke speler tenminste evenveel krijgtals de waarde van zijn éénpersoons
oalitie.Voorbeeld 1.11: marktplaats: imputatieverzamelingEen verdeling in de imputatieverzameling moet de totale winst van v(N) = 15 verdelen. Daarnaastmoeten alle spelers in N (dus de spelers 1 en 2) minstens evenveel krijgen als ze zelf zonder samen-werking kunnen verdienen. Omdat Bas en Chris zonder samenwerken niets kunnen verdienen geldt
v({1}) = v({2}) = 0. Voor een verdeling (x1, x2) in de imputatieverzameling moet dus gelden dat:
x1 + x2 = v(N) en daarnaast x1 ≥ v({1}) = 0 en x2 ≥ v({2}) = 0. Zo liggen bijvoorbeeld deverdelingen (0, 15), (1, 14), (13, 2) en (5.83, 9.17) allemaal in de imputatieverzameling, maar er zijner nog veel meer. We kunnen dit ook gra�s
h weergeven. De imputatieverzameling bestaat uitde punten op de lijn x1 + x2 = 15 waarvoor geldt dat x1 ≥ 0 en x2 ≥ 0. In �guur 1.4 geeft devetgedrukte lijn de imputatieverzameling weer van het spel dat hoort bij het voorbeeld marktplaats.

(15, 0)

(0, 15)

(0, 0) x1

x2

Figuur 1.4: Imputatieverzameling van het spel bij het voorbeeld marktplaats.Voor een spel met twee spelers kunnen we de imputatieverzameling gra�s
h weergeven in het vlak.Immers deze verzameling bestaat uit alle punten op de lijn x1 + x2 = v(N) waarvoor geldt dat
x1 ≥ v({1}) en x2 ≥ v({2}). Dit is ook te zien in �guur 1.4 voor het voorbeeld marktplaats.



10 1. Coöperatieve spelenVoorbeeld 1.12: hands
hoenenspel: tekenen imputatieverzamelingHerinner je het hands
hoenenspel dat gegeven werd door de onderstaande tabel.
S {1} {2} {1, 2}

v(S) 25 30 65We willen in het (x1, x2)-vlak alle verdelingen tekenen die in de imputatieverzameling van dit spelliggen. Een verdeling in de imputatieverzameling voldoet aan de volgende (on)gelijkheden:
x1 + x2 = v({1, 2}) = 65,

x1 ≥ v({1}) = 25,

x2 ≥ v({2}) = 30.Een gedeelte van de lijn x1 + x2 = v({1, 2}) = 65 (waarbij x1 en x2 allebei positief zijn), is getekendin de eerste �guur van �guur 1.5. Daarnaast zijn in dezelfde �guur stippellijnen getekend die horenbij de lijnen x1 = 25 en x2 = 30. Voor alle punten op of aan de re
hterkant van de lijn x1 = 25geldt x1 ≥ 25. Voor alle punten op of boven de lijn x2 = 30 geldt x2 ≥ 30. Dus het gear
eerdegebied geeft pre
ies alle punten weer waarvoor geldt x1 ≥ 25 en x2 ≥ 30. De imputatieverzamelingis dan gelijk aan alle punten op de lijn x1 + x2 = 65 die in dit gebied liggen. Dit betekent dat dezeverzameling alle punten bevat op het lijnstuk tussen de punten (25, 40) en (35, 30). Dit lijnstuk isgetekend in de tweede �guur van 1.5. Merk op dat de hoekpunten van dit lijnstuk gevonden kunnenworden door de snijpunten van de lijnen x1 = 25 en x1 + x2 = 65 en de lijnen x2 = 30 en x1 + x2 = 65uit te rekenen.

(65, 0)

(0, 65)

(25, 0)

(0, 30)

(0, 0) x1

x2

(0, 0) x1

x2

(65, 0)

(0, 65)
(25, 40)

(35, 30)

Figuur 1.5: Gra�s
he weergave imputatieverzameling bij het voorbeeld hands
hoenenspel.
Opgave 1.7Stel dat Bas zijn mobiele telefoon voor 5 euro op marktplaats kan verkopen. Chris heeft alleen eenoplader en die levert 2.50 euro op als hij deze verkoopt. Een 
ombinatie van een mobiele telefoonmet oplader levert 15 euro op.a) Geef bovenstaande situatie weer met behulp van een 
oöperatief spel.b) Teken de imputatieverzameling van dit spel in het (x1, x2)-vlak.



1.3. De 
ore van een spel 11Opgave 1.8Bekijk twee bedrijven die beide linker- en re
hterhands
hoenen produ
eren. Een paar hands
hoenen is5 euro waard, maar een enkele linker- of re
hterhands
hoen is niets waard. Bedrijf 1 produ
eert a
htlinker- en nul re
hterhands
hoenen bedrijf 2 produ
eert drie linker- en zeven re
hterhands
hoenen.a) Geef bovenstaande situatie weer met behulp van een 
oöperatief spel.b) Teken de imputatieverzameling van dit spel in het (x1, x2)-vlak.Opgave 1.9Laat a een reël getal zijn. Bekijk het 
oöperatieve spel (N, v) dat gegeven wordt door
S {1} {2} {1, 2}

v(S) 5 7 aBepaal voor welke waarde(n) van aa) de imputatieverzameling leeg is,b) de imputatieverzameling uit één punt bestaat,
) de imputatieverzameling uit oneindig veel punten bestaat.Het kan voorkomen dat de imputatieverzameling van een spel (N, v) leeg is. De volgende stellinggeeft aan dat de imputatieverzameling tenminste één verdeling bevat dan en sle
hts dan als de waardevan de grote 
oalitie tenminste evenveel is als de som van de waarden van de éénpersoons
oalities.StellingLaat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Dan geldt
I(v) 6= ∅ ⇔ v(N) ≥

n

∑
i=1

v({i}).

We zullen een wiskundig bewijs geven voor deze stelling.Bewijs: merk op dat de stelling in feite uit twee beweringen bestaat. De eerste bewering is dat als deimputatieverzameling van een spel (N, v) niet leeg is, dan geldt dat v(N) ≥ ∑
n
i=1 v({i}). De tweedebewering is dat als voor een spel (N, v) geldt dat v(N) ≥ ∑

n
i=1 v({i}) dan geldt I(v) 6= ∅.We beginnen met de eerste bewering. Laat (N, v) een spel zijn zodanig dat I(v) 6= ∅. Er bestaatdus een verdeling x = (x1, x2, . . . , xn) waarvoor geldt dat

x1 + x2 + . . . + xn = v(N)en voor elke speler i ∈ N geldt dat
xi ≥ v({i}).



12 1. Coöperatieve spelenCombineren we deze gelijkheid en ongelijkheden dan volgt dat
v(N) = x1 + x2 + . . . + xn

≥ v({1}) + v({2}) + . . . + v({n})

=
n

∑
i=1

v({i}),wat de eerste bewering bewijst.We gaan nu de tweede bewering bewijzen. Laat (N, v) een spel zijn zodanig dat v(N) ≥ ∑
n
i=1 v({i}).We bewijzen dat de verdeling

x =
(

v({1}), v({2}), . . . , v({n − 1}), v(N)− v({1} − v({2})− . . . − v({n − 1})
)in de imputatieverzameling ligt. Merk op dat

x1 + x2 + . . . + xn = v(N),en
xi ≥ v({i})voor alle i = 1, . . . , n − 1. We moeten nog bewijzen dat xn ≥ v({n}). Uit de aanname
v(N) ≥

n

∑
i=1

v({i}) = v({1}) + v({2}) + . . . + v({n})volgt door hers
hrijven dat
v(N)− v({1})− v({2})− . . . − v({n − 1}) ≥ v({n}).Dit toont pre
ies aan dat xn ≥ v({n}). 2Opgave 1.10Geef bij ieder van onderstaande spelen aan of de imputatieverzameling leeg is of niet, indien de impu-tatieverzameling niet leeg is, geef dan een voorbeeld van een verdeling die in de imputatieverzamelingligt.a) Het spel (N, v) met N = {1, 2, 3}, v({1}) = 2, v({2}) = 3, v({3}) = 4 en v(N) = 10.b) Het spel (N, v) met N = {1, 2, 3}, v({1}) = 2, v({2}) = 3, v({3}) = 6 en v(N) = 10.Voor een tweepersoonsspel kunnen we stellen dat verdelingen in de imputatieverzameling stabiel zijnin de zin dat geen enkele speler meer kan verdienen door niet samen te werken. Kunnen we ditidee a
hter stabiele verdelingen nu uitbreiden naar spelen met meer dan twee spelers? Wanneer gaanspelers akkoord met een bepaalde verdeling en in wat voor gevallen gaan ze in ieder geval niet akkoord?Een stabiele verdeling moet in ieder geval in de imputatieverzameling liggen, immers, als dit niet hetgeval is, dan kan een speler beter niet samenwerken met de andere spelers en zo meer verdienen danhij in de verdelingsve
tor krijgt. Maar zullen spelers akkoord gaan met een willekeurige verdeling inde imputatieverzameling? Het volgende voorbeeld laat zien dat er ook nog andere aspe
ten een rolspelen bij het bepalen of een verdeling stabiel is.



1.3. De 
ore van een spel 13Voorbeeld 1.13: elektri
iteitsnet: stabiele verdelingHerinner je dat het kostenbesparingsspel horend bij deze situatie gegeven werd door
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 2 5 4 7Laten we nu eens kijken naar de verdeling (5, 2, 0), deze ligt in de imputatieverzameling (ga dit zelfna). To
h zullen de spelers 2 en 3 niet gelukkig zijn met deze verdeling. Immers samen kunnen zij 4besparen, terwijl zij in deze verdeling samen 2 + 0 = 2 terugzien van de totale besparing van 7. Dusals zij besluiten om niet mee te doen met de grote 
oalitie, maar samen te werken zonder speler 1,dan besparen/verdienen ze 4. Deze 4 kunnen ze zodanig verdelen dat beide spelers meer krijgen danin de verdeling (5, 2, 0), neem bijvoorbeeld de verdeling (3, 1) dan krijgen beide spelers één meer danin de oorspronkelijke verdeling en zijn zo dus beter af.Het vorige voorbeeld toont aan dat, om stabiele verdelingen te krijgen, we extra eisen moeten stellenaan de verdelingen in de imputatieverzameling. We moeten niet alleen kijken naar spelers alleen, maarook naar 
oalities van spelers. Als de opgetelde uitbetalingen aan de spelers van een 
oalitie minderzijn dan de uitbetaling van deze 
oalitie in het spel, dan kan de 
oalitie meer geld verdienen door zi
haf te splitsen en er zo voor te zorgen dat iedere speler in deze 
oalitie zi
h wat betreft uitbetalingkan verbeteren. Daarom zal zo'n 
oalitie dan niet akkoord gaan met die verdeling. Alle verdelingenbij een spel (N, v) die v(N) verdelen en waarvoor geen enkele 
oalitie een reden heeft om zi
h af tesplitsen noemen we ook wel de 
ore van het spel.In meer wiskundige taal kunnen we de 
ore als volgt de�niëren:De 
ore van een 
oöperatief spelDe 
ore van een 
oöperatief spel (N, v) bestaat uit alle verdelingen (x1, x2, . . . , xn) die aande volgende 
ondities voldoen:(a) ∑
n
i=1 xi = v(N),(b) ∑i∈S xi ≥ v(S) voor elke 
oalitie S.Als (x1, x2, . . . , xn) in de 
ore ligt, dan noemen we (x1, x2, . . . , xn) ook wel een 
ore-element.Voor een verdeling (x1, x2, . . . xn) geldt dat xi aangeeft wat speler i krijgt in deze verdeling. Als deverdeling (x1, x2, . . . xn) in de 
ore zit, dan moet volgens 
onditie (a) gelden dat deze verdeling intotaal v(N) verdeelt. Verder geldt volgens (b) dat de som van de uitbetalingen aan de spelers ineen willekeurige 
oalitie minstens evenveel moet zijn als de waarde van deze 
oalitie. Dit betekentdat geen enkele 
oalitie zi
hzelf qua uitbetaling kan verbeteren door de grote 
oalitie te verlaten.Immers als een 
oalitie S de grote 
oalitie verlaat, dan krijgt deze 
oalitie in totaal v(S), maar desom van uitbetalingen aan spelers in S is minstens even groot volgens 
onditie (b) toegepast op
oalitie S, dus heeft 
oalitie S geen reden om zi
h af te splitsen. In feite bestaat 
onditie (b) uit eenaantal ongelijkheden, voor elke 
oalitie van N één. Conditie (b) bevat ook de ongelijkheden zoalsdie gesteld zijn in de imputatieverzameling, dit zijn namelijk de ongelijkheden die ontstaan als je kijktnaar de éénpersoons
oalities. In het volgende voorbeeld wordt geïllustreerd hoe je kunt nagaan of eenverdeling in de 
ore ligt.



14 1. Coöperatieve spelenVoorbeeld 1.14: elektri
iteitsnet: 
he
ken 
ore-elementenLiggen de verdelingen (1, 2, 4), (1, 1, 4), (1, 4, 2), (3, 2, 2) en (2, 2, 4) in de 
ore van het kostenbespar-ingsspel dat hoort bij het voorbeeld elektri
iteitsnet? Merk op dat als de verdeling (x1, x2, x3) in de
ore zit, dan moet volgens 
onditie (a) gelden dat:
x1 + x2 + x3 = v({1, 2, 3}) = 7 (1.1)en volgens 
onditie (b) moet aan de volgende ongelijkheden zijn voldaan:
x1 + x2 ≥ v({1, 2}) = 2 (1.2)
x1 + x3 ≥ v({1, 3}) = 5 (1.3)
x2 + x3 ≥ v({2, 3}) = 4 (1.4)
x1 ≥ v({1}) = 0 (1.5)
x2 ≥ v({2}) = 0 (1.6)
x3 ≥ v({3}) = 0 (1.7)De eerste en de vierde verdeling voldoen aan alle ongelijkheden (ga na) en verdelen v(N), dezezitten dus in de 
ore. Voor de tweede en de vijfde verdeling geldt x1 + x2 + x3 6= 7, dus dit zijn geen
ore-elementen. Voor de derde verdeling geldt x1 + x3 = 3 < 5 en daarom zit ook deze verdelingniet in de 
ore.Opgave 1.11Hoeveel ongelijkheden worden er bes
hreven bij 
onditie (b) van de 
ore van een n-persoonsspel?Als een verdeling gegeven is dan kun je door alle 
ondities na te lopen 
ontroleren of deze in de
ore ligt. Het is e
hter ook mogelijk (met enig proberen) om zelf 
ore-elementen van een spel te
onstrueren. Dit wordt in het volgende voorbeeld uitgewerkt.Voorbeeld 1.15: elektri
iteitsnet: 
onstrueren 
ore-elementenBekijk het kostenbesparingsspel van het voorbeeld elektri
iteitsnet. Een verdeling is een 
ore-element als deze voldoet aan vergelijking (1.1) en aan de ongelijkheden (1.2) tot en met (1.7). Metbehulp van deze (on)gelijkheden kunnen we zelf ook nog andere 
ore-elementen vinden. Hiervooris het handig om de ongelijkheid (1.2) tot en met (1.4) te hers
hrijven met behulp van vergelijking(1.1). Immers als x1 + x2 + x3 = 7, dan volgt hieruit dat x3 = 7 − (x1 + x2). Daarnaast moet ookgelden dat x1 + x2 ≥ 2. Als we deze twee 
ondities samennemen, dan vinden we dat:

x3 = 7 − (x1 + x2) ≤ 7 − 2 = 5.Evenzo vinden we dat voor een 
ore-element moet gelden dat x2 ≤ 2 en x1 ≤ 3 (ga na). Door nu eenbeetje te puzzelen met verdelingen kunnen we zelf ook 
ore-elementen maken. We zien bijvoorbeelddat ook de verdelingen (0, 2, 5) en (3, 1, 3) in de 
ore liggen.



1.3. De 
ore van een spel 15Opgave 1.12Bekijk het spel uit opgave 1.3.a) Welke van de volgende verdelingen : (30, 50, 25), (25, 45, 35), (15, 50, 40) en
(20, 45, 35), liggen in de 
ore? Verklaar je antwoord.b) Geef tenminste drie vers
hillende verdelingen die in de 
ore liggen.Merk op dat de de�nitie van een 
ore-element bij een spel van twee spelers overeenkomt met dede�nitie van een element uit de imputatieverzameling bij een spel met twee spelers. Immers uit 
onditie(a) volgt dat als een verdeling (x1, x2) in de 
ore ligt, dan moet gelden dat x1 + x2 = v(({1, 2}). Enuit 
onditie (b) volgt dat x1 ≥ v({1}) en x2 ≥ v({2}) (neem voor S a
htereenvolgens de 
oalities

{1} en {2}). Voor een tweepersoonsspel hebben we gezien dat we de imputatieverzameling, dus ookde 
ore, gra�s
h kunnen weergeven in het (x1, x2)-vlak. Immers dit is het lijnstuk waarvoor geldt
x1 + x2 = v(N) en x1 ≥ v({1}) en x2 ≥ v({2}). Ook voor driepersoonsspelen is het nog mogelijkom de imputatieverzameling en de 
ore gra�s
h weer te geven. We zullen bekijken hoe dat in zijnwerk gaat.Allereerst moet een verdeling (x1, x2, x3) die in de 
ore van het spel (N, v) ligt, v(N) verdelen. Duser moet gelden x1 + x2 + x3 = v(N), wanneer je dit tekent in de driedimensionale ruimte, dan krijg jeeen vlak. In de spelen die wij bestuderen zal daarnaast vaak ook gelden dat x1, x2 en x3 niet negatiefmogen zijn (vanwege de waarden van v({1}), v({2}) en v({3})). In �guur 1.6 is het gedeelte van hetvlak x1 + x2 + x3 = v(N) gear
eerd waarvoor elke 
oördinaat niet negatief is. Merk op dat de 
ore eendeelverzameling moet zijn van deze driehoek. Merk ook op dat als v({1}) = v({2}) = v({3}) = 0dan is dit pre
ies de imputatieverzameling.

x1

x2

x3

(v(N), 0, 0)

(0, v(N), 0)

(0, 0, v(N))

Figuur 1.6: Het gedeelte van het vlak x1 + x2 + x3 = v(N) waarvoor geldt dat x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 en x3 ≥ 0.
Het is niet makkelijk om in de driedimensionale ruimte de 
ore te tekenen. Het wordt gemakkelijkerals we de gear
eerde driehoek van �guur 1.6 er uitli
hten. We knippen dan als het ware deze driehoekuit en leggen hem plat op het papier neer (zie �guur 1.7). Vervolgens gaan we in deze driehoek de
ore tekenen. Hoe dit in zijn werk gaat, wordt geïllustreerd in het volgende voorbeeld.
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(v(N), 0, 0) (0, v(N), 0)

(0, 0, v(N))

Figuur 1.7: Het gedeelte van het vlak x1 + x2 + x3 = v(N) waarin we de 
ore gaan tekenen.Voorbeeld 1.16: elektri
iteitsnet: tekenen van de 
oreWe willen de 
ore tekenen van het volgende kostenbesparingsspel:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}v(S) 0 0 0 2 5 4 7Merk op dat alle punten in de driehoek met als hoekpunten (7, 0, 0), (0, 7, 0) en (0, 0, 7) voldoen aan

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 en x1 + x2 + x3 = 7, oftewel, dit is pre
ies de imputatieverzameling. Vooreen 
ore-element (x1, x2, x3) moet daarnaast ook nog gelden dat
x1 + x2 ≥ v({1, 2}) = 2

x1 + x3 ≥ v({1, 3}) = 5

x2 + x3 ≥ v({2, 3}) = 4We zullen voor elke van deze drie ongelijkheden in een plaatje aangeven welke punten in de driehoekaan deze ongelijkheid voldoen. Uiteindelijk bestaat de 
ore uit die punten die aan alledrie de onge-lijkheden voldoen.We beginnen met de ongelijkheid x1 + x2 ≥ 2. Het is verstandig om eerst in de driehoek de lijn tetekenen waarvoor geldt x1 + x2 = 2. Merk op dat als x1 + x2 = 2 dan volgt uit x1 + x2 + x3 = 7dat x3 = 5. De lijn x1 + x2 = 2 in het vlak x1 + x2 + x3 = 7 loopt van het punt (2, 0, 5) tot aan hetpunt (0, 2, 5). Deze lijn is weergegeven in de eerste �guur van �guur 1.8. Merk op dat deze lijn dusparallel loopt met de onderste lijn, immers bij beide lijnen is x3 
onstant. De lijn tussen (2, 0, 5) en
(0, 2, 5) verdeelt de �guur in twee stukken. Eén gedeelte waar x1 + x2 ≥ 2 (en dus x3 ≤ 5) en eengedeelte waar x1 + x2 ≤ 2 (en dus x3 ≥ 5). Voor alle punten onder of op de lijn x1 + x2 = 2 geldtdat x1 + x2 ≥ 2, dit kun je nagaan door een willekeurig punt in dit gebied in te vullen (bijv. (7, 0, 0))en na te gaan dat inderdaad geldt x1 + x2 ≥ 2. In de tweede �guur is het gebied gear
eerd waarvoorgeldt x1 + x2 ≥ 2.
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(7, 0, 0) (0, 7, 0)

(0, 0, 7)

(2, 0, 5) (0, 2, 5)

(7, 0, 0) (0, 7, 0)

(0, 0, 7)

(2, 0, 5) (0, 2, 5)

x1 + x2 ≥ 2Figuur 1.8: Het tekenen van de punten die voldoen aan de ongelijkheid x1 + x2 ≥ 2 in het vlak x1 + x2 + x3 = 7.Op eenzelfde manier kunnen we de punten tekenen die voldoen aan de ongelijkheid x1 + x3 ≥ 5. Wetekenen weer eerst de lijn x1 + x3 = 5, deze loopt van het punt (5, 2, 0) naar (0, 2, 5) (deze lijn looptparallel aan de lijn x1 + x3 = 7 oftewel de lijn x2 = 0. Het gebied links van deze lijn bevat alle puntenwaarvoor geldt x1 + x3 ≥ 5. Dit is te zien in de eerste �guur van 1.9. In de tweede �guur van �guur1.9 is het gebied gear
eerd waarvoor geldt x2 + x3 ≥ 4, ook hier is weer eerst de lijn x2 + x3 = 4getekend en daarna is bekeken voor welk gebied x2 + x3 ≥ 4 geldt.
(7, 0, 0) (0, 7, 0)

(0, 0, 7)

(5, 2, 0)

(0, 2, 5)

x1 + x3 ≥ 5

(7, 0, 0) (0, 7, 0)

(0, 0, 7)

(3, 0, 4)

(3, 4, 0)

x2 + x3 ≥ 4Figuur 1.9: De punten die voldoen aan de ongelijkheid x1 + x3 ≥ 5 (linker�guur) en de ongelijkheid x2 + x3 ≥ 4(re
hter�guur) in het vlak x1 + x2 + x3 = 7.De 
ore bestaat uit alle punten die aan alledrie de ongelijkheden voldoen. Dus als we de drie plaatjes
ombineren en bekijken welk gebied in alle drie de plaatjes gear
eerd is, dan vinden we de 
ore. Dezeis getekend in �guur 1.10. Het onderste hoekpunt is te vinden door te bedenken dat de lijnen x1 = 3en x2 = 2 elkaar daar snijden.
(7, 0, 0) (0, 7, 0)

(0, 0, 7)

(2, 0, 5) (0, 2, 5)
(3, 0, 4)

(3, 2, 2)Figuur 1.10: De 
ore van het kostenbesparingsspel.
In de volgende box is samengevat hoe je de 
ore van een driepersoonspel kunt tekenen.



18 1. Coöperatieve spelenTekenen 
ore driepersoonspelLaat (N, v) een driepersoonsspel zijn. Dan kunnen we de 
ore van dit spel als volgt tekenen.1. Teken de driehoek met als hoekpunten (v(N), 0, 0), (0, v(N), 0) en (0, 0, v(N)).2. Teken de imputatieverzameling in deze 
ore, dat wil zeggen, kijk voor welke punten
(x1, x2, x3) er geldt dat x1 ≥ v({1}), x2 ≥ v({2}) en x3 ≥ v({3}).3. Teken de lijn x1 + x2 = v({1, 2}) en geef het gebied aan waar de ongelijkheid x1 + x2 ≥
v({1, 2}) geldt.4. Teken de lijn x1 + x3 = v({1, 3}) en geef het gebied aan waar de ongelijkheid x1 + x3 ≥
v({1, 3}) geldt.5. Teken de lijn x2 + x3 = v({2, 3}) en geef het gebied aan waar de ongelijkheid x2 + x3 ≥
v({2, 3}) geldt.De 
ore bestaat nu uit de gemeens
happelijke verdelingen van de gebieden in punt twee toten met vijf.Opgave 1.13a) Bekijk het spel (N, v1):

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v1(S) 0 0 0 3 4 5 6Teken de 
ore van dit spel.b) Bekijk het spel (N, v2):

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v2(S) 0 0 0 4 1 2 4Teken de 
ore van dit spel.
) Bekijk het spel (N, v3):

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v3(S) 0 0 0 1 1 2 5Teken de 
ore van dit spel.d) Bekijk het spel (N, v4):

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v4(S) 0 0 1 3 2 1 6Teken de 
ore van dit spel.De hoekpunten van de 
ore noemen we ook wel de extreme punten van de 
ore. In het volgendevoorbeeld zullen we deze hoekpunten nader bekijken.Voorbeeld 1.17: elektri
iteitsnet: extreme punten van de 
oreIn �guur 1.10 is te zien dat de extreme punten van de 
ore van het spel dat gegeven wordt door

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 2 5 4 7gelijk zijn aan (3, 0, 4), (2, 0, 5), (0, 2, 5) en (3, 2, 2). Omdat deze punten 
ore-elementen zijn, weten



1.3. De 
ore van een spel 19we dat ze voldoen aan de ongelijkheden die volgen uit 
onditie (b) van de 
ore. Dit zijn de ongelijk-heden:
x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0,

x3 ≥ 0,

x1 + x2 ≥ 2,

x1 + x3 ≥ 5,

x2 + x3 ≥ 4.Wanneer we nu de extreme punten bekijken, dan zien we dat bij ieder van deze punten dat tweevan de zes ongelijkheden gelden met een gelijkteken. We noemen dit ook wel dat de bijbehorendevoorwaarde bindend is. Bijvoorbeeld voor het punt (3, 0, 4) geldt x2 = 0 en x2 + x3 = 4, alle andereongelijkheden zijn niet bindend. Voor het extreme punt (3, 2, 2) zijn de vijfde en zesde ongelijkheidbindend.In het algemeen geldt voor alle extreme punten van de 
ore in een driepersoonspel dat tenminste tweeongelijkheden bindend zijn. Andersom geldt ook dat als je een 
ore-element hebt waarvoor tenminstetwee ongelijkheden van 
onditie (b) bindend zijn, dan moet dit punt een extreem punt zijn van de
ore.Opgave 1.14Geef bij ieder van de spelen van opgave 1.13 de extreme punten en geef aan welke ongelijkhedenvan 
onditie (b) bindend zijn.Opgave 1.15Gegeven is het volgende spel
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}v(S) 0 2 0 4 3 6 10a) Geef een 
ore-element.b) Ga van ieder van de volgende verdelingen na of het een extreem punt is van de 
ore: (2, 3, 5),

(2, 2, 6), (0, 7, 3) en (4, 0, 6).Wanneer een spel meer dan drie spelers heeft, dan is het niet meer mogelijk om de 
ore gra�s
h weerte geven. We kunnen wel proberen om met behulp van de (on)gelijkheden die moeten gelden volgensde de�nitie een verdeling te vinden die in de 
ore ligt. Hier bestaat niet een methode voor die wekunnen gebruiken, in de praktijk komt het neer op proberen en puzzelen en de verdeling die je hebteventueel een beetje aanpassen zodanig dat deze in de 
ore komt te liggen.



20 1. Coöperatieve spelenOpgave 1.16Bekijk vier bedrijven die linker- en re
hterhands
hoenen produ
eren volgens het volgende s
hema :bedrijf re
hts links1 4 72 9 123 8 44 5 3De opbrengst van een paar hands
hoenen is 1 euro.a) Bepaal het bijbehorende 
oöperatieve spel.We gaan een verdeling (x1, x2, x3, x4) 
onstrueren die in de 
ore ligt.b) Wat moet er gelden voor x1 + x2 + x3 + x4 als (x1, x2, x3, x4) in de 
ore ligt?
) S
hrijf de ongelijkheden uit die moeten gelden als je kijkt naar de éénpersoons
oalities.d) S
hrijf de ongelijkheden uit die moeten gelden als je kijkt naar de driepersoons
oalities. Combi-neer deze met de gelijkheid van onderdeel b), bijvoorbeeld: uit x1 + x2 + x3 ≥ 21 en x1 + x2 +
x3 + x4 = 26 volgt x4 ≤ 5.e) Geef een verdeling die in de 
ore ligt.Helaas zijn er ook spelen waarvoor de 
ore leeg is. Dat wil zeggen dat er geen verdelingen te vindenzijn die aan de 
ondities (a) en (b) voldoen. Hieronder vind je een voorbeeld van een spel met eenlege 
ore:Voorbeeld 1.18: Lege 
oreBekijk het volgende spel (N, v):

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 6 7 8 10We laten zien dat dit spel een lege 
ore heeft, we doen dit zowel gra�s
h als analytis
h. Allereersts
hrijven we uit aan welke (on)gelijkheden een verdeling (x1, x2, x3) die in de 
ore van dit spel ligtmoet voldoen:

x1 + x2 + x3 = v({1, 2, 3}) = 10

x1 + x2 ≥ v({1, 2}) = 6

x1 + x3 ≥ v({1, 3}) = 7

x2 + x3 ≥ v({2, 3}) = 8

x1 ≥ v({1}) = 0

x2 ≥ v({2}) = 0

x3 ≥ v({3}) = 0We gaan nu eerst in een plaatje kijken welke punten er mogelijk in de 
ore kunnen liggen. Mogelijke
ore-elementen liggen in de driehoek x1 + x2 + x3 = 10 met x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 en x3 ≥ 0, omdatelke speler zonder samenwerking 0 kan verdienen. Dit zijn dus alle verdelingen die in de driehoekmet als hoekpunten (10, 0, 0), (0, 10, 0) en (0, 0, 10) liggen, zie het plaatje linksboven in �guur 1.11.



1.3. De 
ore van een spel 21Voordat we naar de overige ongelijkheden gaan kijken, tekenen we eerst de lijnstukken x1 + x2 =
v({1, 2}) = 6, x1 + x3 = v({1, 3}) = 7 en x2 + x3 = v({2, 3}) = 8 in deze driehoek. Het lijnstuk
x1 + x2 = v({1, 2}) = 6 in de driehoek waar x1 + x2 + x3 = 10 kan ook oms
hreven worden als
x3 = 4 en heeft als hoekpunten (6, 0, 4) en (0, 6, 4). Op eenzelfde manier kunnen de hoekpunten vande andere twee lijnstukken bepaald worden. In het plaatje re
htsboven van �guur 1.11 zijn deze drielijnstukken getekend.Bekijk nu het plaatje dat linksonder in �guur 1.11 is afgebeeld. Alle verdelingen buiten het li
htgrijzegebied (dat als hoekpunten (6, 0, 4), (0, 6, 4),
(10, 0, 0) en (0, 10, 0) heeft) kunnen niet in de 
ore kunnen liggen, omdat buiten dit gear
eerdegebied geldt dat x1 + x2 < 6. Verdelingen die in de 
ore liggen, moeten dus in het li
htgrijze gebiedliggen. In het volgende en laatste plaatje van �guur 1.11 bekijken we dit li
htgrijze gebied nog eensverder. Verdelingen buiten het donkergrijze gebied, (dat als hoekpunten (2, 4, 4), (0, 6, 4), (0, 10, 0)en (2, 8, 0) heeft) kunnen niet in de 
ore liggen, omdat voor deze verdelingen geldt x2 + x3 < 8.Maar als we de verdelingen in het donkergrijze gebied bekijken dan zien we dat deze ook niet in de
ore kunnen liggen, omdat voor die verdelingen geldt dat x1 + x3 < 7. Geen enkele verdeling voldoetdus aan alle 
ore 
ondities en dus is de 
ore in dit geval leeg.

(10, 0, 0)(0, 10, 0)

(0, 0, 10)

(10, 0, 0) (0, 10, 0)

(0, 0, 10)

(6, 0, 4) (0, 6, 4)

(0, 3, 7)

(7, 3, 0)

(2, 0, 8)

(2, 8, 0)

(10, 0, 0) (0, 10, 0)

(0, 0, 10)

(6, 0, 4) (0, 6, 4)

(10, 0, 0) (0, 10, 0)

(6, 0, 4) (0, 6, 4)

(2, 8, 0)

(2, 4, 4)

Figuur 1.11: Een lege 
ore.We kunnen dit ook op een analytis
he manier laten zien door de ongelijkheden waaraan een verdelingin de 
ore moet voldoen nader te bekijken en een tegenspraak af te leiden. Stel dat de 
ore niet leegis. Dan is er een verdeling (x1, x2, x3) die in de 
ore ligt. Voor deze verdeling geldt (volgens 
onditie(b) uitges
hreven voor alle tweepersoons
oalities) dat
x1 + x2 ≥ 6

x1 + x3 ≥ 7

x2 + x3 ≥ 8.



22 1. Coöperatieve spelenWanneer we deze ongelijkheden bij elkaar optellen, zien we dat er geldt dat
2x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 21, ofwel 2(x1 + x2 + x3) ≥ 21. (1.8)Aan de andere kant weten we dat ook 
onditie (a) geldt en dus dat
x1 + x2 + x3 = 10.Vullen we dit in in (1.8), dan krijgen we 20 ≥ 21. Dit is een tegenspraak, dus (x1, x2, x3) kan geen
ore-element zijn. Er zijn dus geen verdelingen die aan alle 
ondities van de 
ore voldoen, dus de
ore is leeg.Opgave 1.17Bekijk het volgende spel (N, v):

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 3 0 0 3 3 6 8Laat zien (zowel gra�s
h als analytis
h) dat dit spel een lege 
ore heeft.Opgave 1.18Laat zien dat als in een driepersoonsspel (N, v) geldt dat

v({1, 2}) + v({1, 3}) + v({2, 3}) > 2v({1, 2, 3}),dan heeft dit spel een lege 
ore.Verdelingen in de 
ore zijn stabiel in de zin dat geen enkele 
oalitie meer geld kan verdienen door degrote 
oalitie te verlaten. Dit is natuurlijk een mooie eigens
hap. Het kan zo zijn dat de 
ore uit heelveel verdelingen bestaat, of dat er helemaal geen 
ore-elementen zijn te vinden. In de praktijk is erbehoefte aan één verdeling van de winst. De 
ore geeft dus wel een aantal verdelingen waarvan wekunnen stellen dat ze in zekere zin �eerlijk� zijn, maar we weten nog steeds niet hoe we de winst zullenverdelen. Daarom zullen we in de volgende hoofdstukken ook naar spe
i�eke verdelingen kijken diein de speltheorie gebruikt worden. Zo'n verdeling geeft bij elk spel aan hoe de winst verdeeld moetworden onder alle spelers. Deze verdelingen hoeven niet altijd in de 
ore te liggen, maar we zullenzien dat deze dan weer andere mooie eigens
happen hebben.1.4 Gemengde opgavenOpgave 1.19Hendri, Mar
el en Marloes moeten een praktis
he opdra
ht (po) voor wiskunde maken. Deze op-dra
ht mag zowel individueel als in groepjes van 2 of 3 leerlingen gemaakt worden. Marloes is goedin wiskunde, maar haar presentatie- en 
omputervaardigheden zijn minder goed. Hendri en Mar
elzijn e
hter minder goed in wiskunde maar beter in het werken met de 
omputer en het uitvoeren vanpresentaties. Indien de leerlingen in een groepje samenwerken krijgen ze voor de praktis
he opdra
ht



1.4. Gemengde opgaven 23een groepspunt. De leerlingen krijgen dan de vrijheid om dit groepspunt naar eigen goed dunken teverdelen over de groepsleden.Als Hendri, Mar
el en Marloes ieder apart de praktis
he opdra
ht maken, dan s
oren ze respe
tievelijk4, 3 en 7 punten. Als Hendri samenwerkt met Mar
el dan s
oren ze samen een groepspunt van 9,als Hendri met Marloes samenwerkt dan krijgen zij 13 punten, als Mar
el en Marloes samenwerkendan kunnen zij samen 13 punten behalen. Als Hendri, Mar
el en Marloes alledrie samenwerken danbehalen zij 19 punten.a) Bepaal een 
oöperatief spel dat deze situatie weergeeft.b) Teken de imputatieverzameling en de 
ore van dit spel.
) Hoe kun je de verdelingen in de 
ore in deze 
ontext interpreteren?Opgave 1.20a) Bepaal drie vers
hillende 
ore-elementen van het 
oöperatieve spel (N, v) met N = {1, 2, 3}gegeven door:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 2 10 6 16 10 20 24b) Bepaal drie vers
hillende 
ore-elementen van het 
oöperatieve spel (N, v) met N = {1, 2, 3, 4}gegeven door
S {1} {2} {3} {4} {1, 2} {1, 3} {1, 4} {2, 3} {2, 4}

v(S) 0 0 0 0 4 2 4 5 2
S {3, 4} {1, 2, 3} {1, 2, 4} {1, 3, 4} {2, 3, 4} {1, 2, 3, 4}

v(S) 1 6 6 7 5 10Opgave 1.21De bedrijven 1, 2, en 3 willen alle verbonden worden via een netwerk met een elektri
iteits
entrale.Dit netwerk moet e
hter nog ontwikkeld worden. Ieder bedrijf kan dire
t of via een ander bedrijfverbonden worden met het 
entrale elektri
iteitsnet. De kosten van elke verbinding zijn weergegevenin �guur 1.12, waarbij het punt 0 de plaats van de elektri
iteits
entrale weergeeft. Wanneer bedrijvensamenwerken kunnen ze gebruik maken van alle verbindingen tussen deze bedrijven onderling en vande dire
te verbindingen van deze bedrijven naar de elektri
iteits
entrale.
0

1

2 3

ℓ2, 1 ℓ3, 2ℓ1, 5

ℓ6, 1

ℓ4, 2 ℓ5, 2

Figuur 1.12: Netwerkverbindingen bij opgave 1.21.a) Maak een tabel met daarin voor iedere 
oalitie de kosten die ze hebben als ze niet samenwerken,de kosten van het goedkoopste netwerk als ze wel samenwerken en de waarde van het bijbehorendekostenbesparingsspel.b) Teken de 
ore van dit spel, wat zijn de hoekpunten?



24 1. Coöperatieve spelenOpgave 1.22Teken/s
hets de 
ore van het spel uit opgave 1.3. Let er op dat de waarde van de éénpersoons
oa-lities niet gelijk zijn aan nul, en dat dit extra lijnen in je plaatje oplevert.Opgave 1.23Laat q een reëel getal zijn en bekijk het 
oöperatieve spel (N, v) met:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 4 q 5 8Bepaal voor welke waarde(n) van qa) de 
ore leeg is,b) de 
ore uit pre
ies één punt bestaat,
) de 
ore uit oneindig veel punten bestaat.Opgave 1.24Maak een driepersoonsspel, waarvoor het volgende geldt: de 
ore bestaat pre
ies uit één verdelingen v(N) = 3.Opgave 1.25a) Bekijk het spel
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 c c c 9waarbij c een reëel getal is. Bepaal voor welke c de 
ore van dit spel niet leeg is.b) Bekijk het spel
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 c c c dwaarbij c een reëel getal is en d een reël getal groter of gelijk aan nul. Bepaal voor welke c de
ore van dit spel niet leeg is (merk op dat je antwoord zal afhangen van de 
onstante d).Opgave 1.26Bekijk een spel (N, v) zodanig dat voor alle 
oalities S geldt dat v(S) = ∑i∈S v({i}). Bewijs dat deimputatieverzameling van dit spel uit pre
ies één verdeling bestaat en bepaal deze verdeling. Hoeziet de 
ore van dit spel eruit?Opgave 1.27Bekijk het spel (N, v) met N = {1, 2, 3}. Het is gegeven dat de ve
toren (1, 0, 1) en (2, 0, 0) in de
ore van dit spel liggen.a) Bepaal v({1, 2, 3}).b) S
hrijf voor beide ve
toren de ongelijkheden uit die volgen uit 
onditie (b) van de de�nitie vande 
ore.
) Ligt de verdeling (1 1
2

, 0, 1
2
) in de 
ore van het spel (N, v)?d) Laat a een getal zijn zo dat 0 ≤ a ≤ 1. Ligt de verdeling a(1, 0, 1) + (1− a)(2, 0, 0) = (2− a, 0, a)in de 
ore?



1.4. Gemengde opgaven 25Opgave 1.28Bekijk het 
oöperatieve spel met N = {1, 2, 3} en waarden zoals weergegeven in onderstaande tabel:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) t + 5 5 7 2t 3t + 4 14 2t + rEr is gegeven dat (x1, x2, x3) = (2t, 10, 9) in de 
ore ligt van dit spel. Bepaal t en r.Opgave 1.29Bekijk het spel (N, v), met N = {1, 2, 3, 4}, waarvoor geldt dat:

v({1, 2, 3}) = 5,

v({1, 2, 4}) = 6,

v({1, 3, 4}) = 6,

v({2, 3, 4}) = 5,

v({1, 2, 3, 4}) = 7.Heeft dit spel een lege 
ore?





2De Shapleywaarde
2.1 Introdu
tieIn het vorige hoofdstuk hebben we een begin gemaakt met het modelleren van e
onomis
he situatiesmet behulp van 
oöperatieve speltheorie. Een belangrijke vraag die hierbij aan de orde komt, is hoede uiteindelijke winst die de spelers behalen als ze allemaal samenwerken, verdeeld moet worden onderalle spelers. Denk bijvoorbeeld maar aan Bas en Chris. Zij moeten, als ze samen hun mobiele telefoonen oplader op marktplaats voor 15 euro verkopen, deze 15 euro nog wel samen verdelen. In het vorigehoofdstuk is vooral ingegaan op het begrip 
ore. De 
ore bevat alle verdelingen die ten eerste detotale winst v(N) verdelen en ten tweede aan iedere 
oalitie tenminste zoveel geven als de waardevan de 
oalitie in het bijbehorende spel. Immers als dit laatse niet het geval zou zijn, dan kan een
oalitie zi
hzelf qua uitbetaling verbeteren door niet mee te werken met de grote 
oalitie en als kleinere
oalitie samen te werken en zodoende meer te verdienen.In voorbeelden hebben we gezien dat de 
ore uit oneindig veel punten kan bestaan, uit één puntkan bestaan of zelfs leeg kan zijn. In sommige situaties is er behoefte aan één spe
i�eke verdelingvan de winst die bij elk spel aangeeft hoe de totale winst verdeeld moet worden. Denk maar eensaan de praktijk waarin een aantal bedrijven besluiten kosten te besparen door samen vra
htwagenste laden voor de bevoorrading van hun winkels. Deze bedrijven hebben vervolgens behoefte aan eenspe
i�eke verdeling van deze kostenbesparing, die eventueel ook aangepast kan worden als de situatiewaarin de bedrijven zi
h bevinden verandert. Zij willen pre
ies weten wat het hen oplevert en zijn nietgeïnteresseerd in een 
ore van een onderliggend spel.In dit hoofdstuk introdu
eren we de Shapleywaarde. Deze waarde geeft bij elk 
oöperatief spel pre
ieséén verdeling voor de totale winst. Uiteraard zijn er veel meer verdelingen te bedenken dan alleende Shapleywaarde. Zo kun je in een boek over speltheorie ook de nu
leolus of de 
ompromiswaardetegenkomen. Deze vallen buiten de theorie van deze keuzemodule. Je kunt natuurlijk ook zelf eenverdeling bedenken die bij elke situatie de totale winst over alle spelers verdeelt en aantrekkelijkeeigens
happen heeft.2.2 De ShapleywaardeEen fun
tie die voor elk 
oöperatief spel een verdeling van de waarde van de grote 
oalitie geeft over despelers noemen we ook wel een verdeelregel. In tegenstelling tot de 
ore of de imputatieverzameling,die meerdere verdelingen kunnen bevatten, wijst een verdeelregel één verdeling aan van v(N) over despelers in N voor ieder spel (N, v). In deze paragraaf maken we kennis met een voorbeeld van een27



28 2. De Shapleywaardeverdeelregel: de Shapleywaarde.De Shapleywaarde geeft voor elk 
oöperatief spel (N, v) een verdeling van v(N) over alle spelers in
N. De Shapleywaarde is gebaseerd op de marginale bijdragen van de spelers in een spel. De marginalebijdrage van een speler aan een bepaalde 
oalitie geeft aan wat voor extra winst er onstaat doordatdeze speler gaat samenwerken met deze 
oalitie. De marginale bijdrage van een speler hangt natuurlijkaf van de 
oalitie waarmee deze speler gaat samenwerken.Stel nu dat de spelers in een bepaalde volgorde gaan samenwerken. In deze volgorde kunnen we dankijken naar de marginale bijdragen van de vers
hillende spelers. De marginale bijdrage van een spelergeeft dan aan wat voor extra winst er onstaat doordat deze speler gaat samenwerken met de tot dantoe al aanwezige samenwerkende spelers. De ve
tor die bij een bepaalde volgorde de bijbehorendemarginale bijdragen van de spelers weergeeft, wordt ook wel marginale ve
tor genoemd.Wiskundig zullen we dit als volgt noteren: een willekeurige volgorde van alle spelers in N = {1, 2, . . . , n}geven we aan met σ (de kleine letter sigma van het Griekse alfabet). Als bijvoorbeeld N = {1, 2, 3}dan bedoelen we met σ = (132) de volgorde waarin speler 1 eerst komt, daarna speler 3 en speler 2komt als laatste. Merk op dat als er n spelers zijn, dan zijn er n! = n · (n − 1) · . . . · 2 · 1 mogelijkevolgorden van alle spelers. Immers voor de eerste positie in de volgorde zijn er n vers
hillende mo-gelijke spelers en voor de tweede positie zijn er dan nog n − 1 vers
hillende spelers over, tot je bijde laatste positie in de volgorde komt, dan is er nog maar één mogelijke speler over. De marginalebijdrage van een speler i aan een 
oalitie S waar i nog niet in zit, wordt gegeven door:

v(S ∪ {i})− v(S),waarbij S ∪ {i} de 
oalitie is bestaande uit de spelers in S en speler i. Het teken '∪' wordt ookwel verenigingsteken genoemd en geeft aan dat de betre�ende verzamelingen worden verenigd, ofwelsamengevoegd, tot een nieuwe verzameling. In de appendix vind je een overzi
ht van alle notatiesdie gebruikt worden bij verzamelingen. De marginale ve
tor die de marginale bijdragen van de spelersbevat en die hoort bij het spel (N, v) en de volgorde σ geven we aan met mσ(v) en dit is dus eenve
tor met n getallen.Voorbeeld 2.1: elektri
iteitsnet: marginale ve
torenBekijk het kostenbesparingsspel van het voorbeeld elektri
iteitsnet zoals we dat in het vorige hoofd-stuk tegenkwamen:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 2 5 4 7We bepalen allereerst alle volgorden van de spelersverzameling N = {1, 2, 3}. Dit zijn er in totaal
3! = 6: (123), (132), (213), (231), (312) en (321). Stel we bekijken de volgorde (123), dit wil duszeggen dat eerst speler 1 komt, dan speler 2 en als laatste speler 3. Speler 1 kan alleen 0 euroverdienen, dus de marginale bijdrage van speler 1 is 0 euro. Speler 1 en 2 samen kunnen 2 euroverdienen, dus in deze volgorde is de marginale bijdrage van speler 2 gelijk aan v({1, 2})− v({1}) = 2euro. De spelers 1, 2 en 3 samen kunnen 7 euro verdienen. Ten opzi
hte van de 2 euro van despelers 1 en 2, levert dit een marginale bijdrage van speler 3 van v({1, 2, 3})− v({1, 2}) = 7 − 2 = 5euro. De marginale ve
tor horend bij de volgorde (123) is dus gelijk aan (0, 2, 5).Evenzo geldt bij de volgorde (312) dat speler 3 alleen geen kosten kan besparen. Speler 1 en 3samen kunnen 5 euro besparen, dus in deze volgorde is de marginale bijdrage van speler 1 gelijk aan
v({1, 3})− v({2}) = 5 euro. Als speler 2 ook mee gaat doen kunnen er nog 2 (= v({1, 2, 3})−
v({1, 3}) euro extra aan kosten bespaard worden. Samenvattend leidt dit tot de marginale ve
tor
(5, 2, 0). In de onderstaande tabel is bij elke volgorde de bijbehorende marginale ve
tor gegeven.



2.2. De Shapleywaarde 29
σ mσ(v)

(123) (0, 2, 5)
(132) (0, 2, 5)
(213) (2, 0, 5)
(231) (3, 0, 4)
(312) (5, 2, 0)
(321) (3, 4, 0)Merk op dat het mogelijk is dat twee vers
hillende volgorde dezelfde marginale ve
tor hebben, zoalsin dit voorbeeld het geval is met de volgorden (123) en (132).Opgave 2.1Bereken de marginale ve
toren van het spel

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 1 0 0 0 3 2 7De Shapleywaarde van een spel wordt berekend door de marginale bijdragen van de spelers in allemogelijke volgorden te middelen. Of, anders gezegd, de Shapleywaarde neemt het gemiddelde vanalle marginale ve
toren (voor regels met betrekking tot het rekenen met ve
toren, wordt verwezennaar de appendix). De volgende voorbeelden li
hten dit idee toe voor een spel met twee spelers.Voorbeeld 2.2: Marktplaats: ShapleywaardeHerinner je dat we de situatie uit het voorbeeld marktplaats konden modelleren met het spel

S {1} {2} {1, 2}
v(S) 0 0 15waarbij Bas (met alleen een mobiele telefoon) speler 1 was en Chris (met alleen een oplader) speler 2.Stel dat speler 1 eerst probeert zijn mobiel op marktplaats te verkopen. Omdat een mobieltje zonderoplader niets oplevert, verdient speler 1 hiermee 0 euro. Als nu speler 2 (die een oplader bezit) zi
hbij speler 1 voegt, dan kunnen de mobiele telefoon en oplader samen voor 15 euro verko
ht worden.Deze 15 euro is de marginale bijdrage van speler 2 aan de 
oalitie {1}. Immers de extra winst dieontstaat doordat speler 2 bij speler 1 komt is gelijk aan 15 − 0 = 15 euro. De marginale ve
tordie dit weergeeft, is gelijk aan (0, 15). Merk op dat deze marginale ve
tor afhangt van de volgordewaarin we aannemen dat de spelers gaan samenwerken.We kunnen het natuurlijk ook andersom bekijken. Waarom zou speler 1 er als eerste zijn? Stelspeler 2 probeert eerst zijn oplader via marktplaats te verkopen. Deze levert niets op, dus speler2 heeft een winst van 0 euro. Als speler 1 er nu bij komt, dan stijgt de winst naar 15 euro en demarginale bijdrage van speler 1 is in dit geval 15 euro. De marginale ve
tor bij deze volgorde is gelijkaan (15, 0).De Shapleywaarde is het gemiddelde van beide marginale ve
toren en is dus gelijk aan 1

2

(

(0, 15) +

(15, 0)
)

= (7.5, 7.5).



30 2. De ShapleywaardeVoorbeeld 2.3: Marktplaats 2: ShapleywaardeStel dat Bas (speler 1) zijn mobiele telefoon voor 5 euro op marktplaats kan verkopen en dat deoplader van Chris (speler 2) op marktplaats 2.50 euro oplevert. Een setje van mobiele telefoon enoplader kan nog steeds voor 15 euro verko
ht worden. Het spel dat deze situatie weergeeft, wordtgegeven door (zie ook opgave 1.7):
S {1} {2} {1,2}

v(S) 5 2.5 15De waarden van de éénpersoons
oalities zijn nu anders en de vraag is hoe dit de marginale ve
torenen de Shapleywaarde verandert.We passen weer dezelfde pro
edure toe als in het vorige voorbeeld en kijken tot welke waarde van deShapleywaarde dat in dit geval leidt. Wanneer speler 1 alleen opereert, verdient hij 5 euro. Als speler2 vervolgens met speler 1 gaat samenwerken, dan zal de winst stijgen tot 15 euro. De marginalebijdrage van speler 2 is dan gelijk aan 15 − 5 = 10 euro. Dit leidt tot de marginale ve
tor (5, 10).Andersom, als speler 2 alleen is en zijn oplader verkoopt, dan verdient hij 2.50 euro. Wanneer speler1 erbij komt, stijgt de winst naar 15 euro. Dus de marginale bijdrage van speler 1 in dit geval is gelijkaan 15 − 2.50 = 12.50 euro. Dit resulteert in de marginale ve
tor (12.50, 2.50). De Shapleywaardewordt berekend door het gemiddelde te nemen van deze twee ve
toren. Dit leidt dan tot een verdelingvan 1
2

(

(5, 10) + (12.50, 2.50)
)

= (8.75, 6.25).Opgave 2.2Bekijk het hands
hoenenspel waarbij bedrijf 1 vijf linker- en zeven re
hterhands
hoenen produ
eerten bedrijf 2 negen linker- en zes re
hter hands
hoenen. Eén paar hands
hoenen levert 5 euro op, eenlinker- zonder re
hterhands
hoen of een re
hter- zonder linkerhands
hoen levert niets op.a) Geef het bijbehorende 
oöperatieve spel dat deze situatie weergeeft.b) Bereken de marginale ve
toren bij de volgorde (12) en de volgorde (21).
) Bereken de Shapleywaarde.In de twee bovenstaande voorbeelden is de Shapleywaarde uitgerekend voor twee tweepersoonsspelen.Natuurlijk kunnen we de Shapleywaarde ook uitrekenen voor 
oöperatieve spelen met meer dan tweespelers. Deze wordt dan uitgerekend door alle marginale ve
toren bij elkaar op te tellen en te delendoor n!, want er zijn n! mogelijke volgorden van de spelers en er zijn dus ook n! marginale ve
toren.De Shapleywaarde van een spel (N, v) wordt genoteerd met ϕ(v) (kleine letter phi van het Grieksealfabet). De Shapleywaarde is een ve
tor bestaande uit n getallen en de uitbetaling van speler i inde Shapleywaarde geven we aan met ϕi(v): het i-de getal in de ve
tor ϕ(v). In de onderstaande boxzijn de pro
edure en de wiskundige formule voor het berekenen van de Shapleywaarde gegeven:



2.2. De Shapleywaarde 31Berekenen ShapleywaardeLaat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Dan kunnen we de Shapleywaarde als volgt berekenen(voor een uitleg over het sommatieteken wordt verwezen naar de appendix):1. Bepaal alle n! volgorden van de groep van n spelers.2. Bepaal bij iedere volgorde de bijbehorende marginale ve
tor.3. Bereken de Shapleywaarde door het gemiddelde van alle marginale ve
toren te nemen.We kunnen dit wiskundig noteren als:
ϕ(v) =

1

n!
∑alle σ

mσ(v), (2.1)waarbij ϕ(v) de Shapleywaarde is van het spel en mσ(v) de marginale ve
tor is van het spelbij de volgorde σ.Voorbeeld 2.4: elektri
iteitsnet: ShapleywaardeBekijk het kostenbesparingsspel van het voorbeeld elektri
iteitsnet zoals we dat in het vorige hoofd-stuk tegenkwamen:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 2 5 4 7De stappen 1. en 2. hebben we al uitgevoerd in het voorbeeld elektri
iteitsnet: marginale ve
toren.Dit leverde de volgende tabel op:
σ mσ(v)

(123) (0, 2, 5)
(132) (0, 2, 5)
(213) (2, 0, 5)
(231) (3, 0, 4)
(312) (5, 2, 0)
(321) (3, 4, 0)De Shapleywaarde is het gemiddelde van alle marginale ve
toren, dus deze is gelijk aan

ϕ(v) =
1

3!

(

(0, 2, 5) + (0, 2, 5) + (2, 0, 5) + (3, 0, 4) + (5, 2, 0) + (3, 4, 0)
)

=
1

6
(13, 10, 19) = (

13

6
,

10

6
,

19

6
).



32 2. De ShapleywaardeOpgave 2.3Bekijk het spel uit het voorbeeld Peters bedrijf dat gegeven werd door de onderstaande tabel.
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 100 100 200 300 400a) Maak een tabel met daarin alle mogelijke volgorden van de spelersverzameling {1, 2, 3} en berekenbij iedere volgorde de bijbehorende marginale ve
tor.b) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.We zullen nu de Shapleywaarde van een willekeurig tweepersoonspel berekenen. Laat (N, v) eentweepersoonsspel zijn. Er zijn in totaal twee (2!) vers
hillende volgorden van de spelersverzameling
N = {1, 2}. Noem σ1 = (12) en σ2 = (21). We gaan nu de Shapleywaarde uitdrukken in de getallen
v({1}), v({2}) en v({1, 2}). We bekijken eerst mσ1(v). Speler 1 komt als eerste en kan v({1})verdienen en de marginale bijdrage van speler 2 als deze met speler 1 gaat samenwerken is gelijk aan
v({1, 2})− v({1}). Dus mσ1(v) =

(

v({1}), v({1, 2})− v({1})
). Op eenzelfde manier vinden wedat mσ2(v) =

(

v({1, 2})− v({2}), v({2})
). De Shapleywaarde is gelijk aan het gemiddelde van dezetwee ve
toren. De uitbetaling die speler 1 krijgt in de Shapleywaarde is dan gelijk aan

ϕ1(v) = 1
2

(

m
σ1

1
(v) + m

σ2

1
(v)

)

= 1
2

(

v({1}) + v({1, 2})− v({2})
)

= 1
2

v({1}) + 1
2

v({1, 2})− 1
2

v({2})

= v({1})− 1
2

v({1}) + 1
2

v({1, 2})− 1
2

v({2})

= v({1}) + v({1,2})−v({1})−v({2})
2

.Opgave 2.4Laat zien dat voor een tweepersoonsspel (N, v) geldt dat
ϕ2(v) = v({2}) +

v({1,2})−v({1})−v({2})
2

.De Shapleywaarde van een tweepersoonsspel wordt dus gegeven door
ϕ(v) =

(

v({1}) + v({1,2})−v({1})−v({2})
2

, v({2}) + v({1,2})−v({1})−v({2})
2

) (2.2)Met behulp van formule (2.2) kunnen we de Shapleywaarde van een tweepersoonsspel ook als volgtinterpreteren: elke speler krijgt het bedrag dat hij zelf zonder de hulp van de ander kan verdienen.Het bedrag dat daarna nog over is, v({1, 2} − v({1})− v({2}), wordt gelijkelijk onder beide spelersverdeeld.Voorbeeld 2.5: Marktplaats 2: formule (2.2) ShapleywaardeBekijk het voorbeeld marktplaats 2, waar het spel gegeven werd door:
S {1} {2} {1,2}

v(S) 5 2.5 15



2.3. Eigens
happen van de Shapleywaarde 33Speler 1 krijgt in ieder geval 5 euro en speler 2 krijgt 2.5 euro. Van de 15 euro blijft dan nog 7.50euro over, deze wordt gelijkelijk over speler 1 en 2 verdeeld. Dit leidt tot de verdeling (5+ 3.75, 2.5+

3.75) = (8.75, 6.25) en deze is inderdaad gelijk aan de Shapleywaarde zoals we die eerder hebbenuitgerekend.Opgave 2.5Bereken nogmaals de Shapleywaarde van het spel uit opgave 2.2 maar nu door formule (2.2) van deShapleywaarde voor tweepersoonsspelen in te vullen.2.3 Eigens
happen van de ShapleywaardeTot nu toe hebben we de Shapleywaarde een aantal keer uitgerekend, maar je vraagt je miss
hien afwaarom we de Shapleywaarde willen gebruiken als verdeling voor de totale winst. Het kan zelfs zozijn dat de Shapleywaarde van een spel niet in de 
ore van dit spel ligt, zoals de volgende opgaveillustreert.Opgave 2.6Laat (N, v) gegeven zijn door N = {1, 2, 3} en
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 1 1 0 1a) Bereken alle marginale ve
toren van dit spel.b) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.
) Ligt de Shapleywaarde in de 
ore?Waarom zouden we de Shapleywaarde willen gebruiken om de totale winst te verdelen? De Shapley-waarde wordt vaak gebruikt, omdat zij een aantal mooie eigens
happen bezit. We zullen deze mooieeigens
happen op een rijtje zetten.De eerste eigens
hap van de Shapleywaarde nam je miss
hien al wel als vanzelfsprekend aan. Dit isde eigens
hap dat de Shapleywaarde bij een willekeurig spel (N, v) de waarde v(N) verdeelt, dus desom van alle uitbetalingen aan de spelers is gelijk aan v(N). Deze eigens
hap noemen we ook wele�
iëntie.Eigens
hap: e�
iëntieEen verdeelregel f is e�
iënt als voor elk spel (N, v) geldt dat
n

∑
i=1

fi(v) = v(N),waarbij fi(v) de uitbetaling van speler i weergeeft als de verdeelregel f wordt gebruikt in hetspel (N, v).



34 2. De ShapleywaardeIn opgave 2.7 wordt bewezen dat de Shapleywaarde e�
iënt is.Opgave 2.7Laat (N, v) een 
oöperatief spel zijn met 3 spelers. Als σ = (123) dan kunnen we mσ(v) uits
hrijventot (v({1}), v({1, 2})− v({1}), v({1, 2, 3})− v({1, 2})
).a) S
hrijf mσ(v) uit voor de overige vijf volgorden.b) Laat zien dat mσ(v) altijd v(N) uitdeelt, oftewel dat ∑

3
i=1

mσ
i (v) = v(N).
) Bewijs dat ook de Shapleywaarde v(N) uitdeelt.Laat (N, v) een 
oöperatief spel met n spelers zijn.d) Beredeneer dat elke marginale ve
tor v(N) uitdeelt.e) Beredeneer dat ook de Shapleywaarde v(N) uitdeelt.Opgave 2.8Laat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:1. Egalitaire verdeling, E(v), gede�nieerd door Ei(v) =

v(N)
n , voor alle i ∈ N.2. Utopia verdeling, U(v), gede�nieerd door Ui(v) = v(N)− v(N\{i}), voor alle i ∈ N.Zijn deze regels e�
iënt? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoorbeeld.E�
iëntie is niet de enige mooie eigens
hap die de Shapleywaarde bezit. In opgave 2.9 komt eenandere eigens
hap van de Shapleywaarde naar voren.Opgave 2.9Laat (N, v) gegeven zijn door N = {1, 2, 3} en

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 1 0 0 1 1 3 4a) Bereken alle marginale ve
toren van dit spel.b) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.
) Bereken a
htereenvolgens v({1})− v(∅), v({1, 2})− v({2}), v({1, 3})− v({3}) en v({1, 2, 3})−

v({2, 3}). Wat valt je op als je deze getallen vergelijkt met de uitbetaling van speler 1 in deShapleywaarde?De tweede eigens
hap die de Shapleywaarde heeft, en die ook naar voren komt in opgave 2.9, is dedummy eigens
hap. De dummy eigens
hap zegt iets over de uitbetaling in een spel aan zogehetendummyspelers. We noemen een speler i een dummyspeler als de marginale bijdrage van deze speleraan elke 
oalitie waar hij niet in zit dezelfde is. Merk op dat de marginale bijdrage van speler i alsdeze niet samenwerkt gelijk is aan v({i}). Het idee van een dummyspeler is dus dat deze de waardevan een 
oalitie altijd met v({i}) doet stijgen als hij met deze 
oalitie gaat samenwerken en dat dezeextra winst niet afhangt van de 
oalitie waarmee hij gaat samenwerken.



2.3. Eigens
happen van de Shapleywaarde 35DummyspelerLaat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Dan is speler i ∈ N een dummyspeler als voor elke
oalitie S ⊆ N\{i} geldt dat
v(S ∪ {i}) = v(S) + v({i}).

Voorbeeld 2.6: dummyspelers, zie ook opgave 2.9Bekijk het spel uit opgave 2.9. Speler 1 is in dit spel een dummyspeler. Immers de waarden
v({1, 2})− v({2}), v({1, 3})− v({3}) en v({1, 2, 3})− v({2, 3}) geven de marginale bijdrage vanspeler 1 aan respe
tievelijk de 
oalities {2}, {3} en {2, 3} en zijn allemaal gelijk aan v({1}) = 1.Speler 2 is geen dummyspeler, omdat bijvoorbeeld v({2}) = 0 en v({2, 3})− v({3}) = 3 en deze zijnniet gelijk aan elkaar. Ook speler 3 is geen dummyspeler, want v({3}) = 0 en v({2, 3})− v({2}) = 3,dus v({3}) 6= v({2, 3})− v({2}).Een spel kan meerdere dummyspelers bevatten, of helemaal geen dummyspelers.Opgave 2.10Laat zien dat er in het spel van opgave 2.6 geen dummyspelers zijn.Een dummyspeler geeft dus altijd dezelfde extra winst als hij gaat samenwerken met een 
oalitie. Dedummy eigens
hap zegt dat de uitbetaling aan een dummyspeler dan ook gelijk moet zijn aan dezewinst. Immers deze speler voegt altijd hetzelfde toe, nooit meer en nooit minder, dus het lijkt redelijkom dit bedrag aan deze speler uit te betalen.Eigens
hap: dummy eigens
hapEen verdeelregel f heeft de dummy eigens
hap als voor elk spel (N, v) en elke dummyspeler
i ∈ N geldt dat

fi(v) = v({i}).

We bewijzen dat de Shapleywaarde de dummy eigens
hap bezit en we maken daarbij gebruik vanformule (2.1).Bewijs: laat (N, v) een spel zijn en laat speler i een dummyspeler in dit spel zijn. De Shapleywaardevoldoet aan de dummy eigens
hap als ϕi(v) = v({i}). Laat σ een willeurige volgorde van de spelerszijn en laat S de verzameling van spelers zijn die voor speler i komen. Dan geldt dat
mσ

i (v) = v(S ∪ {i})− v(S) = v({i}),



36 2. De Shapleywaardeomdat speler i een dummyspeler is. Voor de Shapleywaarde van speler i geldt dan dat:
ϕi(v) =

1

n!
∑alle σ

mσ
i (v)

=
1

n!
∑alle σ

v({i})

=
1

n!
· n! · v({i}) = v({i}).Merk op dat de derde gelijkheid geldt, vanwege het feit dat er voor elke volgorde de waarde v({i})wordt opgeteld, omdat er in totaal n! volgorden zijn, levert deze sommatie dus n! · v({i}) op. DeShapleywaarde heeft dus inderdaad de dummy eigens
hap. 2Opgave 2.11Bekijk het spel uit het voorbeeld klassenvertegenwoordigers dat gegeven werd door:

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 1 0 0 1 1 0 1a) Laat zien dat alle spelers in dit spel dummyspelers zijn.b) Bepaal de Shapleywaarde van dit spel.Opgave 2.12Laat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:1. Egalitaire verdeling, E(v), gede�nieerd door Ei(v) =

v(N)
n , voor alle i ∈ N.2. Utopia verdeling, U(v), gede�nieerd door Ui(v) = v(N)− v(N\{i}), voor alle i ∈ N.Bezitten deze regels de dummy eigens
hap? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoorbeeld.In de volgende opgave wordt een derde eigens
hap van de Shapleywaarde beli
ht.Opgave 2.13Bekijk het spel dat gegeven wordt door

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v1(S) 0 0 0 3 4 4 6a) Bereken de Shapleywaarde.b) Wat valt je op als je de uitbetaling van speler 1 en 2 vergelijkt in de Shapleywaarde?
) Bereken de Shapleywaarde van het spel

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v2(S) 0 0 0 3 2 2 6Hoe zit het met de uitbetaling van speler 1 en 2?



2.3. Eigens
happen van de Shapleywaarde 37d) Bereken de Shapleywaarde van het spel:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

va(S) 0 0 0 3 a a 6met a een reëel getal. Vergelijk weer de uitbetaling van speler 1 en 2.Naast de dummy eigens
hap en e�
iëntie heeft de Shapleywaarde ook de eigens
hap symmetrie. Deeigens
hap symmetrie heeft te maken met de uitbetaling aan symmetris
he spelers. Twee spelerszijn symmetris
h in een spel als de marginale bijdrage van deze spelers aan elke spelersgroep waar zeallebei geen deel van uitmaken gelijk is.Symmetris
he spelersLaat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Dan zijn de spelers i en j symmetris
h als voor elke
oalitie S waarvoor geldt i 6∈ S en j 6∈ S, geldt dat
v(S ∪ {i})− v(S) = v(S ∪ {j})− v(S).Dit is ook te s
hrijven als
v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}).

Voorbeeld 2.7: symmetris
he spelers, zie ook opgave 2.13Bekijk het spel (N, v) gegeven door:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 3 4 4 6We laten zien dat speler 1 en 2 symmetris
h zijn in dit spel. Alle mogelijke 
oalities zonder despelers 1 en 2 zijn: ∅ (de lege verzameling) en {3}. De lege verzameling samen met speler 1geeft de 
oalitie {1} en de lege verzameling samen met speler 2 geeft de 
oalitie {2}. Er geldt dat
v({1}) = v({2}) = 0, dus voor de lege verzameling is de symmetrie
onditie in orde. Verder geldtdat 
oalitie {3} samen met speler 1 de 
oalitie {1, 3} geeft en {3} samen met speler 2 geeft de
oalitie {2, 3}. Omdat ook v({1, 3}) = v({2, 3}) = 4, zijn de spelers 1 en 2 inderdaad symmetris
h.Opgave 2.14Laat zien dat ook in het spel van opgave 2.13 d) speler 1 en 2 symmetris
h zijn.Opgave 2.15Laat zien dat Bas en Chris in de eerste versie van het voorbeeld marktplaats (waarbij alleen eenmobiele telefoon of alleen een oplader niets oplevert) symmetris
he spelers zijn, maar niet in detweede versie (waarbij een mobiele telefoon zonder oplader 5 euro oplevert en een oplader zondermobiele telefoon 2.50 euro).



38 2. De ShapleywaardeDe eigens
hap symmetrie zegt dat als twee spelers in een spel symmetris
h zijn, dan ontvangen dezetwee spelers ook dezelfde uitbetaling.Eigens
hap: symmetrieEen verdeelregel f heeft de eigens
hap symmetrie als voor elk spel (N, v) en alle symmetris
hespelers i en j geldt dat
fi(v) = f j(v).

Het bewijs dat de Shapleywaarde aan de symmetrie eigens
hap voldoet, laten we hier a
hterwege.Wel merken we nog op dat het dus geen toeval is dat de spelers 1 en 2 dezelfde Shapleywaarde hebbenin het spel van opgave 2.13.Voorbeeld 2.8: Marktplaats: eigens
hap symmetrieHerinner je dat de situatie uit het voorbeeld marktplaats weergegeven kon worden door het spel
S {1} {2} {1, 2}

v(S) 0 0 15Speler 1 en 2 zijn symmetris
h in dit spel en dus geldt volgens de eigens
hap symmetrie dat ϕ1(v) =

ϕ2(v). Met behulp van de eigens
hap e�
iëntie weten we ook dat ϕ1(v) + ϕ2(v) = 15. Wanneerwe dit 
ombineren, vinden we dat ϕ(v) = (7.5, 7.5).Opgave 2.16Bekijk het spel (N, v) gegeven door
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 1 1 1 6Gebruik de eigens
happen e�
iëntie en symmetrie om de Shapleywaarde van dit spel te berekenen.Opgave 2.17Laat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:1. Egalitaire verdeling, E(v), gede�nieerd door Ei(v) =
v(N)

n , voor alle i ∈ N.2. Utopia verdeling, U(v), gede�nieerd door Ui(v) = v(N)− v(N\{i}), voor alle i ∈ N.Bezitten deze regels de eigens
hap symmetrie? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoor-beeld.De laatste eigens
hap van de Shapleywaarde die we hier behandelen is additiviteit. Deze eigens
hapheeft te maken met de uitbetaling aan de spelers als we kijken naar een spel dat de som is van twee



2.3. Eigens
happen van de Shapleywaarde 39spelen. De som van twee spelen ontstaat door voor elke 
oalitie de waarden van deze 
oalitie in beidespelen bij elkaar op te tellen.SomspelLaat (N, v) en (N, w) twee 
oöperatieve spelen zijn. Dan is het somspel (N, v + w)gede�nieerd door:
(v + w)(S) = v(S) + w(S)voor elke 
oalitie S.Voorbeeld 2.9: SomspelIn de onderstaande tabel zijn twee spelen (N, v) en (N, w) gegeven.

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 1 2 2 5
w(S) 1 0 0 1 3 1 6De waarde van bijvoorbeeld 
oalitie {1, 3} in het spel v+ w kunnen we vinden door (v+ w)({1, 3}) =

v({1, 3}+ w({1, 3}) = 2 + 3 = 5. Het 
omplete spel (N, v + w) kunnen we vinden door de tweedeen derde rij van de bovenstaande tabel bij elkaar op te tellen:
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

(v + w)(S) 1 0 0 2 5 3 11De eigens
hap additiviteit houdt in dat de uitbetaling in het somspel
(N, v + w) de som is van de uitbetalingen in de afzonderlijke spelen.Eigens
hap: additiviteitEen verdeelregel f heeft de eigens
hap additiviteit als voor elk spel (N, v) en (N, w) geldtdat

f (v + w) = f (v) + f (w).



40 2. De ShapleywaardeVoorbeeld 2.10: Shapleywaarde: eigens
hap additiviteitBekijk nogmaals de spelen (N, v), (N, w) en (N, v + w) uit het voorbeeld somspel. Van ieder vandeze drie spelen kunnen we de Shapleywaarde uitrekenen met behulp van de marginale ve
toren.Ga zelf na dat ϕ(v) = (1 1
2

, 1 1
2

, 2), ϕ(w) = ( 16
6

, 7
6

, 13
6
) en ϕ(v + w) = ( 25

6
, 16

6
, 25

6
). We zien in ditvoorbeeld inderdaad dat ϕ(v) + ϕ(w) = (1 1

2
, 1 1

2
, 2) + ( 16

6
, 7

6
, 13

6
) = ( 25

6
, 16

6
, 25

6
) = ϕ(v + w).Natuurlijk bewijst één voorbeeld niet dat de Shapleywaarde de eigens
hap additiviteit bezit. Om ditaan te tonen moeten we een bewijs geven dat voor alle spelen geldt.Bewijs: Laat (N, v) en (N, w) twee willekeurige spelen zijn en σ een willeurige volgorde van de spelers.Laat i een willekeurige speler en S de groep van spelers, die in de volgorde σ voor speler i komen Dangeldt met de de�nitie van een somspel en de de�nitie van marginale ve
tor dat

mσ
i (v + w) = (v + w)(S ∪ {i})− (v + w)(S)

= v(S ∪ {i}) + w(S ∪ {i})−
(

v(S) + w(S)
)

= v(S ∪ {i})− v(S) + w(S ∪ {i})− w(S)

= mσ
i (v) + mσ

i (w).Omdat speler i willekeurig was, geldt dus mσ(v + w) = mσ(v) + mσ(w).Gebruiken we formule (2.1) dan zien we:
ϕ(v + w) =

1

n!
∑alle σ

mσ(v + w)

=
1

n!
∑alle σ

(

mσ(v) + mσ(w)
)

=
1

n!

(

∑alle σ

mσ(v) + ∑alle σ

mσ(w)
)

=
1

n!
∑alle σ

mσ(v) +
1

n!
∑alle σ

mσ(w)

= ϕ(v) + ϕ(w).Opgave 2.18Laat (N, v) een 
oöperatief spel zijn. Bekijk de volgende verdeelregels:1. Egalitaire verdeling, E(v), gede�nieerd door Ei(v) =
v(N)

n , voor alle i ∈ N.2. Utopia verdeling, U(v), gede�nieerd door Ui(v) = v(N)− v(N\{i}), voor alle i ∈ N.Bezitten deze regels de eigens
hap additiviteit? Zo ja, geef een bewijs, zo nee geef een tegenvoor-beeld.De Shapleywaarde bevat dus vier mooie eigens
happen en het is zelfs zo dat de Shapleywaarde deenige regel is die al deze vier eigens
happen bevat, deze eigens
happen leggen de Shapleywaarde dusook vast.



2.3. Eigens
happen van de Shapleywaarde 41StellingEr is een unieke verdeelregel die de eigens
happen e�
iëntie, dummy, symmetrie en addi-tiviteit heeft. Dit is de Shapleywaarde.We zullen deze stelling hier niet bewijzen, maar we gaan wel gebruikmaken van het feit dat deShapleywaarde e�
iënt is, de dummy eigens
hap heeft en dat zij voldoet aan de eigens
hap symmetrieen additiviteit. Het blijkt dat het uitrekenen van de Shapleywaarde in sommige gevallen hierdoor eenstuk eenvoudiger wordt. In het volgende voorbeeld wordt dit geïllustreerd. Dit voorbeeld bekijkt eenzogeheten unanimiteitsspel. Een unanimiteitsspel (N, uT) met T een 
oalitie is als volgt gede�nieerd:
uT(S) :=

{

1 als T ⊂ S,
0 als T 6⊂ S.Voorbeeld 2.11: unanimiteitsspelLaat N = {1, 2, 3} en T = {1, 2} dan wordt het unanimiteitsspel (N, uT) = ({1, 2, 3}, u{1,2}) gegevendoor:

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
u{1,2}(S) 0 0 0 1 0 0 1Immers alleen voor de 
oalities {1, 2} en {1, 2, 3} geldt dat {1, 2} een deelverzameling is van deze
oalities en dus hebben deze 
oalities een waarde van 1 in het spel. Voor elke andere 
oalitie geldtdat {1, 2} geen deelverzameling is van deze 
oalitie en daarom heeft elke andere 
oalitie de waarde0 in dit spel.Opgave 2.19Laat zien dat in het spel (N, u{1,2}) speler 1 en 2 symmetris
h zijn en dat speler 3 een dummyspeleris.We kunnen de Shapleywaarde van een unanimiteitsspel berekenen door op een slimme manier gebruikte maken van de ons bekende eigens
happen.Voorbeeld 2.12: unanimiteitsspel: ShapleywaardeBekijk nogmaals het spel ({1, 2, 3}, u{1,2}) zoals dit is uitgerekend in het voorbeeld unanimiteitsspel.Speler 3 is een dummyspeler (zie opgave 2.19 en dus geldt (volgens de dummy eigens
hap): ϕ3(uT) =

uT({3}) = 0. Speler 1 en 2 zijn symmetris
h (zie ook opgave 2.19) en dus geldt (volgens symmetrie):
ϕ1(uT) = ϕ2(uT). Omdat de Shapleywaarde e�
iënt is geldt: ϕ1(uT) + ϕ2(uT) + ϕ3(uT) = 1.Combineren we dat met ϕ1(uT) = ϕ2(uT) en ϕ3(uT) = 0, dan vinden we dat ϕ1(uT) = ϕ2(uT) =

1
2
.Dus de Shapleywaarde is gelijk aan ( 1

2
, 1

2
, 0).Opgave 2.20Bepaal de Shapleywaarde van het spel (N, u{1,3,4}) met N = {1, 2, 3, 4, 5}.



42 2. De ShapleywaardeUnanimiteitsspelen zijn handig om mee te werken omdat ze een mooie stru
tuur hebben en omdat deShapleywaarde van deze spelen eenvoudig te berekenen is. Als (N, uT) een unanimiteitsspel is, dangeldt dat alle spelers buiten T dummyspelers zijn en dat alle spelers in T symmetris
h zijn.Opgave 2.21Laat (N, uT) een unanimiteitsspel zijn.a) Laat zien dat elke speler die niet in T zit een dummyspeler is.b) Laat zien dat alle spelers in T symmetris
h zijn.We kunnen de Shapleywaarde van een unanimiteitsspel weergeven met een eenvoudige formule. Laat
(N, uT) een unanimiteitsspel zijn. Gebruikmakend van de dummy eigens
hap leiden we af dat elkespeler buiten T de waarde 0 krijgt. Gebruikmakend van e�
iëntie en symmetrie blijft er voor elkespeler in T dan 1

|T|
over, waarbij |T| het aantal spelers in T aangeeft. De Shapleywaarde van hetunanimiteitsspel is dus gelijk aan

ϕi(uT) :=

{

1

|T|
als i ∈ T,

0 als i 6∈ T. (2.3)De waarde van de grote 
oalitie (die gelijk is aan 1) wordt dus eerlijk verdeeld over alle spelers in T.In het volgende voorbeeld wordt deze kennis ge
ombineerd met de eigens
hap additiviteit.Voorbeeld 2.13: Som van unanimiteitsspelen: ShapleywaardeLaat N = {1, 2, 3} en bekijk de spelen u{1} en u{1,2}. De volgende tabel geeft de waarden van dezespelen en de waarde van het somspel v = u{1} + u{1,2}.
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

u{1}(S) 1 0 0 1 1 0 1
u{1,2}(S) 0 0 0 1 0 0 1

v(S) 1 0 0 2 1 0 2Vanwege additiviteit geldt dat ϕ(v) = ϕ(u{1}) + ϕ(u{1,2}). Met behulp van formule (2.3) kunnenwe a�eiden dat ϕ(u{1}) = (1, 0, 0) en dat ϕ(u{1,2}) = ( 1
2

, 1
2

, 0). Dus ϕ(v) = ϕ(u{1} + u{1,2}) =

(1, 0, 0) + ( 1
2

, 1
2

, 0) = (1 1
2

, 1
2

, 0).Opgave 2.22Laat N = {1, 2, 3, 4}.a) Bekijk het spel (N, u{1,2}).(i) Maak een tabel met daarin alle 
oalities en de waarde van het spel (N, u{1,2}) bij ieder vandeze 
oalities.(ii) Welke spelers zijn een dummyspelers in dit spel?(iii) Welke spelers zijn symmetris
h in dit spel?(iv) Bepaal met behulp van de eigens
happen van de Shapleywaarde ϕ(u{1,2}).b) Herhaal de onderdelen a(i)-(iv), maar nu voor het spel u{2,3,4}.
) Bereken het somspel (N, v) waarbij v = u{1,2} + u{2,3,4}.d) Bereken ϕ(v) met behulp van de eigens
hap additiviteit en je antwoorden bij de onderdelen a)(iv)en b)(iv).



2.4. Gemengde opgaven 43We hebben gezien dat de Shapleywaarde van unanimiteitsspelen snel te berekenen is. Door slimgebruik te maken van de eigens
happpen van de Shapleywaarde kunnen we deze uitrekenen, zonder allemarginale ve
toren te berekenen. In opgave 2.28 wordt een formule afgeleid voor de Shapleywaardevan een 
onstante keer een unanimiteitsspel. Door de eigens
hap additiviteit te gebruiken kunnenwe de Shapleywaarde van lineaire 
ombinaties van unanimiteitsspelen (dat wil zeggen de som vanunanimiteitsspelen die eventueel nog met een 
onstante zijn vermenigvuldigd) ook uitrekenen zonderde marginale ve
toren. Het bijzondere aan de unanimiteitsspelen is dat elk 
oöperatief spel ges
hrevenkan worden als een lineaire 
ombinatie van unanimiteitsspelen van alle deelverzamelingen van N. Dusals (N, v) een 
oöperatief spel is dan bestaan er 
onstantes cT voor alle T ⊆ N zodanig dat voor alle
S ⊆ N geldt

v(S) = ∑
T⊆N

cTuT(S).In opgave 2.29 wordt uitgewerkt voor een voorbeeld hoe je deze 
onstantes zou kunnen vinden enhoe je de Shapleywaarde hiermee op een alternatieve manier kunt bereken.In de volgende hoofdstukken, die ingaan op spe
iale klassen van 
oöperatieve spelen, zullen we nogterugkomen op de Shapleywaarde. In een aantal situaties zullen we zien dat de Shapleywaarde eeninteressante verdeling is met een mooie interpretatie. In sommige andere gevallen is de Shapleywaardeals oplossing minder mooi. Welke verdeling je kiest om te gebruiken, hangt altijd van de situatie af.De Shapleywaarde is een mogelijke verdeling, maar in sommige situaties zul je ook wel eens een andereverdeling willen gebruiken die voor die situatie de winst op een goede manier verdeelt.2.4 Gemengde opgavenOpgave 2.23Bekijk het spel (N, v) gegeven door:
S {1} {2} {3} {4} {1, 2} {1, 3} {1, 4} {2, 3} {2, 4}

v(S) 0 0 0 0 1 1 1 1 1
S {3, 4} {1, 2, 3} {1, 2, 4} {1, 3, 4} {2, 3, 4} {1, 2, 3, 4}

v(S) 1 2 2 2 2 12a) Welke spelers zijn in dit spel symmetris
h?b) Hoeveel krijgen de vier spelers samen bij de Shapleywaarde?
) Gebruik onderdeel a) en b) en de jou bekende eigens
happen van de Shapleywaarde om deShapleywaarde uit te rekenen.d) Bereken alle marginale ve
toren en bereken nogmaals de Shapleywaarde.Opgave 2.24Bekijk het spel waarbij speler 1 één re
hterhands
hoen heeft, speler 2 twee linkerhands
hoenenen speler 3 één linkerhands
hoen. Een paar hands
hoenen is 5 euro waard. Een linker- zonderre
hterhands
hoen of een re
hter- zonder linkerhands
hoen levert niets op.a) Geef het bijbehorende 
oöperatieve spel dat deze situatie weergeeft.b) Teken de 
ore van dit spel.
) Bereken de Shapleywaarde van dit spel.



44 2. De Shapleywaarded) Ligt de Shapleywaarde in de 
ore? Welke 
oalities zijn ontevreden?e) Bevat dit spel symmetris
he spelers?Opgave 2.25Maak een tweepersoonsspel zodanig dat speler 1 bij de verdeling volgens de Shapleywaarde minderkrijgt dan v({1}).Opgave 2.26Een spel (N, v) heet superadditief als voor alle 
oalities S en T met S ∩ T = ∅ geldt dat v(S ∪ T) ≥
v(S) + v(T).a) Leg in je eigen woorden uit wat superadditiviteit van een spel betekent.b) Bewijs dat als (N, v) superadditief is, dan geldt ϕi(v) ≥ v({i}) voor alle i ∈ N.Opgave 2.27Bekijk het unanimiteitsspel (N, uT) met N = {1, 2, . . . , 10} en T = {1, 2, 3, 4}.a) Welke spelers zijn dummyspelers in dit spel?b) Welke spelers zijn symmetris
h in dit spel?
) Bepaal met behulp van de jou bekende eigens
happen de Shapleywaarde van dit spel.d) Wat is de Shapleywaarde van het spel v = u{1,2,3,4} + u{1,5,6} + u{2,7,8}?Opgave 2.28Laat (N, uT) een unanimiteitspel zijn en de�nieer (N, v) door v(S) = c · uT(S) voor elke 
oalitie S,waarbij c een getal is. Laat N = {1, 2, 3}.a) Maak een tabel met daarin voor elke 
oalitie de waarde van v = 2u{1,3}.b) Laat zien dat de spelers 1 en 3 symmetris
h zijn.
) Laat zien dat speler 2 een dummyspeler is.d) Bereken de Shapleywaarde door gebruik te maken van de eigens
happen.e) Laat c een getal zijn. Bewijs dat ϕ(v) = ϕ(c · u{1,3}) = ( c

2
, 0, c

2
).Laat N een willekeurige spelersverzameling zijn.f) Geef een uitdrukking voor de Shapleywaarde van het spel v = c · uT (hint: probeer formule(2.3)aan te passen).Opgave 2.29Bekijk het spel (N, v) dat gegeven wordt door

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 1 0 0 2 4 5 7Er bestaan getallen a, b, c, d, e, f , g zodanig dat dit spel te s
hrijven als

v = au{1} + bu{2} + cu{3} + du{1,2} + eu{1,3} + f u{2,3} + gu{1,2,3}.a) Bepaal de waarde van a, b, c, d, e, f , g.b) Bereken de Shapleywaarde met behulp van de eigens
happen en de opdeling in unanimiteitsspelenzoals die hierboven is gegeven.
) Controleer je antwoord van onderdeel b) door de Shapleywaarde te berekenen met behulp vande marginale ve
toren.



3Bankroetproblemen en bankroetspelen
3.1 Introdu
tieAls een bedrijf failliet gaat, dan heeft ze niet voldoende middelen meer om alle s
huldeisers te betalen.Vaak worden dan alle bezittingen verko
ht en met dat geld kan een gedeelte van de s
huld aan des
huldeisers worden betaald. Het probleem is dat dit bedrag niet toereikend is om alle s
huldenaf te betalen. Dit is een voorbeeld van een bankroetprobleem. In een bankroetprobleem is er eenbes
hikbaar bedrag en er zijn eisers die ieder een gedeelte van dit bedrag opeisen, waarbij het bedragdat de eisers samen willen hebben meer is dan dat er bes
hikbaar is.In dit hoofdstuk zullen we bankroetproblemen bestuderen en we zullen vers
hillende verdelingen vanhet bes
hikbare bedrag over de s
huldeisers bekijken. Daarnaast zullen we dit probleem modellerenmet behulp van speltheorie, wat resulteert in een zogeheten bankroetspel. We zullen onderzoeken watde Shapleywaarde voor verdeling van het bes
hikbare bedrag over de s
huldeisers oplevert. Daarnaastzullen we de 
ore van bankroetspelen bekijken.3.2 Bankroetproblemen en bankroetregelsVoorbeeld 3.1: Peters brom�etsenbedrijf: een bankroetprobleemPeter is na zijn eindexamen een eigen brom�etsenbedrijf gestart. Helaas loopt het bedrijf niet zo goedals geda
ht en na drie maanden gaat zijn bedrijf failliet. Na dit faillissement is er nog een vermogenvan 400 euro over om de s
huldeisers te betalen. Er zijn e
hter drie s
huldeisers, de eerste eist 100euro, de tweede 200 euro en de derde 300 euro. In totaal is dit meer dan de bes
hikbare 400 euro.Hoe moet deze 400 euro verdeeld worden onder de drie s
huldeisers?Opgave 3.1Hoe zou jij de bes
hikbare 400 euro verdelen onder de drie s
huldeisers en waarom?Het bovenstaande voorbeeld is een spe
i�ek voorbeeld van een bankroetprobleem. In een bankroet-probleem is er een hoeveelheid geld die verdeeld moet worden onder een aantal s
huldeisers. Debes
hikbare hoeveelheid is e
hter niet genoeg om aan elke s
huldeiser het bedrag te geven dat dezeopeist. De vraag is hoe het bes
hikbare bedrag onder de s
huldeisers moet worden verdeeld. Wiskundigkunnen we dit als volgt modelleren: de bes
hikbare hoeveelheid geld geven we aan met E (van het45



46 3. Bankroetproblemen en bankroetspelenEngelse woord `estate'), de groep van s
huldeisers noteren we met N = {1, . . . , n}, we nummerendus de s
huldeisers van 1 tot en met n en de ve
tor c = (c1, . . . , cn) is een ve
tor van bedragen diegeëist worden door de n s
huldeisers. Het i-de element van de ve
tor c, aangegeven met ci, is hetbedrag dat geëist wordt door de i-de s
huldeiser en noemen we ook wel de 
laim van s
huldeiser i.Voorbeeld 3.2: Peters brom�etsenbedrijf: een bankroetprobleemWe kunnen de situatie van het voorbeeld Peters brom�etsenbedrijf als volgt modelleren: we num-meren de s
huldeisers van 1 tot en met 3, dan is N = {1, 2, 3}. Er is 400 te verdelen dus E = 400en de ve
tor van 
laims is gelijk aan c = (100, 200, 300).In het volgende kader staat de de�nitie van een bankroetprobleem.BankroetprobleemEen bankroetprobleem wordt bes
hreven door een drietal (N, E, c), waarbij N = {1, 2, ..., n}de verzameling van s
huldeisers is, E het bes
hikbare bedrag dat onder deze s
huldeisersverdeeld moet worden en c = (c1, . . . , cn) de ve
tor met de bedragen die door de vers
hillendes
huldeisers ge
laimd worden. Er geldt dat
n

∑
i=1

ci > E,dus het totale bedrag dat ge
laimd wordt, is groter dan het bes
hikbare bedrag.Voorbeeld 3.3: Erfenis: een bankroetprobleemEen vader van drie kinderen overlijdt op hoge leeftijd. De drie kinderen gaan naar de notaris om deerfenis te verdelen. Tijdens zijn leven heeft de vader het oudste kind 100 euro beloofd, het tweedekind 200 euro en het derde kind 300 euro. De kinderen komen met deze beloftes in geda
hten bijde notaris, maar daar blijkt dat het vermogen van hun vader nog maar 100 euro bedroeg en dathij de rest van zijn vermogen tijdens zijn leven heeft opgemaakt. De notaris bes
hikt helaas nietover een testament. Dit probleem kunnen we ook modelleren als een bankroetprobleem, waarbij wede kinderen, genummerd van 1 tot en met 3 (van oud naar jong), kunnen zien als de s
huldeisers,het te verdelen bedrag is E = 100 en de ve
tor van 
laims bestaat uit de bedragen die aan iedervan de kinderen zijn beloofd en is gelijk aan c = (100, 200, 300). Hoe moet de notaris de erfenisverdelen over de drie kinderen? En hoe zou deze verdeling veranderen als de erfenis 200 of 300 eurobedraagt?Bankroetproblemen kun je overal tegenkomen: in het bovenstaande voorbeeld ging het om het missenvan een testament, maar je kunt bijvoorbeeld ook denken aan een bedrijf dat door de krediet
risisfailliet is gegaan, of een prijs die gewonnen wordt door een groep mensen en die onder de ledenvan deze groep verdeeld moet worden. We zoeken dus naar een oplossing van het verdelen van hetbes
hikbare bedrag over vers
hillende (s
huld)eisers.Om een verdeling van het bes
hikbare bedrag te vinden, kunnen we speltheorie gebruiken en dat zullenwe in de volgende paragraaf ook gaan doen. Maar we kunnen ook een oplossing voor bankroetproble-men bedenken zonder speltheorie te gebruiken, zoals je bijvoorbeeld in opgave 3.1 hebt gedaan. Een



3.2. Bankroetproblemen en bankroetregels 47regel die voor elk bankroetprobleem een verdeling geeft van het bes
hikbare bedrag noemen we ookwel een bankroetregel. We zullen eerst een aantal voorbeelden van bankroetregels bekijken en daarnazullen we kijken wat voor oplossingen we krijgen als we speltheorie gebruiken.De eerste bankroetregel die we noemen, is de proportionele regel. Deze verdeelt het bes
hikbarebedrag proportioneel naar de 
laims onder de s
huldeisers. Als (N, E, c) een bankroetprobleem is,dan wordt de proportionele regel genoteerd met PROP(N, E, c) en dit is een ve
tor met n getallen,waarbij PROPi(N, E, c) het bedrag is dat s
huldeiser i krijgt. Wiskundig kunnen we dat als volgtoms
hrijven.Bankroetregel: proportionele regelLaat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn en i ∈ N een s
huldeiser. Dan geldt:PROPi(N, E, c) =
ci

∑
n
j=1 cj

· E.

Voorbeeld 3.4: Peters brom�etsenbedrijf: de proportionele regelHerinner je dat bij het faillissement van Peters brom�etsenbedrijf gold dat N = {1, 2, 3}, E = 400 en
c = (100, 200, 300). In totaal wordt er dus 100+ 200+ 300 = 600 ge
laimd. Wanneer het bes
hikbarebedrag proporioneel naar de 
laims wordt verdeeld, dan krijgen we de volgende verdeling:PROP(N, E, c) = ( 100

600
· 400, 200

600
· 400, 300

600
· 400) = (66 2

3
, 133 1

3
, 200).Opgave 3.2In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen van het voorbeeld erfenis weergegeven, de
laimve
tor is elke keer gelijk aan (100, 200, 300), maar het bes
hikbare bedrag is a
htereenvolgens100, 200 en 300. Bereken voor elk van deze problemen de proportionele verdeling en vul deze in inde tabel. PROP E = 100 E = 200 E = 300

c1 = 100

c2 = 200

c3 = 300Opgave 3.3Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn.a) Laat zien dat de proportionele regel in totaal pre
ies E verdeelt. Of meer wiskundig geformuleerd:toon aan dat ∑
n
i=1 PROPi(N, E, c) = E.b) Kan het bij de proportionele regel voorkomen dat een s
huldeiser meer krijgt dan zijn 
laim?Motiveer je antwoord.De aangepaste proportionele regel is een variant op de proportionele regel en wordt genoteerd metAPROP(N, E, c) voor een bankroetprobleem (N, E, c). Het idee a
hter deze regel is dat eerst elke



48 3. Bankroetproblemen en bankroetspelens
huldeiser het bedrag toegewezen krijgt dat niet door de andere eisers samen wordt ge
laimd (alsdit positief is natuurlijk), daarna worden de 
laims en het te verdelen bedrag aangepast en wordt hetresterende bedrag proportioneel verdeeld. Om een formule te kunnen geven voor de aangepaste pro-portionele regel hebben we de maximum- en minimumfun
tie nodig. Deze zijn als volgt gede�nieerd:
max{x, y} =

{

x als x ≥ y,
y als y > x, en min{x, y} =

{

x als x ≤ y,
y als y < x.Opgave 3.4a) Bereken max{x, 2} voor x = −1, x = 0, x = 3.b) Teken de gra�ek van de fun
tie f (x) = max{x, 2}.
) Teken de gra�ek van de fun
tie g(x) = min{x, 2}.d) Geef een formule voor de fun
tie h(x) = f (x) + g(x).De pre
ieze werking van de aangepaste proportionele regel is nu als volgt te s
hrijven.Bankroetregel: aangepaste proportionele regelLaat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn. Dan kunnen we de de verdeling volgens de APROP-regel als volgt berekenen:1. Geef elke eiser het bedrag dat overblijft als alle andere eisers hun 
laim krijgen (mits ditbedrag positief is, anders geef je de eiser niets), we noemen dit ook wel het minumumre
ht van de eiser.2. Bereken het nieuwe bes
hikbare bedrag dat over is nadat elke eiser zijn minimum re
htontvangen heeft. Bereken ook de nieuwe ve
tor van 
laims die ontstaat door de 
laimvan een eiser te verminderen met het bedrag die bij stap 1. al aan deze eiser isuitgedeeld.3. Verlaag nu de 
laims van de s
huldeisers die meer 
laimen dan het nog bes
hikbarebedrag tot het bedrag dat nog verdeeld kan worden.4. Verdeel het gedeelte van E dat nog over is proportioneel over deze nieuwe 
laims.De formule voor de aangepaste proportionele regel is:APROP(N, E, c) = r(N, E, c) + PROP(N, E′, c′),waarbij

ri(N, E, c) = max{0, E − ∑
j∈N\{i}

cj}, voor alle i ∈ N,

E′ = E − ∑
j∈N

rj(N, E, c),

c′i = min{E′, ci − ri(N, E, c)}, voor alle i ∈ N.



3.2. Bankroetproblemen en bankroetregels 49Voorbeeld 3.5: Peters brom�etsenbedrijf: de APROP-regelHerinner je dat bij het faillissement van Peters brom�etsenbedrijf gold dat N = {1, 2, 3}, E = 400 en
c = (100, 200, 300). De ve
tor met minimum re
hten is gelijk aan r(N, E, c) = (0, 0, 100), voor speler3 geldt bijvoorbeeld dat 1 en 2 samen 300 eisen, dus van de 400 blijft er altijd tenminste 100 over.De minimum re
hten van speler 1 en 2 zijn allebei gelijk aan nul, omdat het bedrag dat de anderetwee spelers 
laimen minstens even groot is als 400. Er geldt E′ = 400− 100 = 300 en de aangepaste
laimve
tor is gelijk aan c′ = (100, 200, 200). Merk op dat de 
laim van speler 3 wordt verminderdmet 100, omdat hij dit bedrag al gekregen heeft. De 
laims hoeven niet verlaagd te worden, omdatgeen van de spelers meer 
laimt dan 300. Uiteindelijk krijgen we de volgende verdeling:APROP(N, E, c) = (0, 0, 100) + ( 100

500
· 300, 200

500
· 300, 200

500
· 300)

= (60, 120, 220).Merk op dat deze verdeling ook e
ht vers
hilt van de proportionele regel.Opgave 3.5In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen van het voorbeeld erfenis weergegeven. Berekenvoor elk van deze problemen de aangepaste proportionele verdeling en vul deze in in de tabel. Vergelijkje uitkomst met de verdeling die je krijgt volgens de proportionele regel, waar worden de vers
hillendoor veroorzaakt? APROP E = 100 E = 200 E = 300

c1 = 100

c2 = 200

c3 = 300Opgave 3.6Geef een voorbeeld van een driepersoons bankroetprobleem waarbij bij de verdeling volgens deAPROP regel niet alle minimum re
hten gelijk zijn aan nul en waarbij er ook daadwerkelijk 
laimsworden verlaagd in stap 3.De volgende regel die we bekijken is de 
onstrained equal awards regel. Als (N, E, c) een bankroetprob-leem is, dan wordt de verdeling volgens de 
onstrained equal awards regel genoteerd met CEA(N, E, c).In de volgende box kun je de pro
edure en de wiskundige formule vinden waarmee je de CEA-regelvan een bankroetprobleem kunt berekenen.



50 3. Bankroetproblemen en bankroetspelenBankroetregel: CEA-regelLaat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn. Dan kunnen we de CEA-regel als volgt berekenen:1. Bekijk of je het bes
hikbare bedrag gelijkelijk kan verdelen over de s
huldeisers, zonderdat iemand meer krijgt dan zijn 
laim. Wanneer dit mogelijk is, dan geeft dit deCEA-regel, als dit niet mogelijk is, ga verder met stap 2.2. Bepaal de kleinste 
laim en betaal aan iedere s
huldeiser de waarde van de kleinste
laim.3. Pas de 
laims van de s
huldeisers aan door het bedrag wat ze al gekregen hebben afte trekken van hun originele 
laim. Verdeel het gedeelte van E, dat nog niet verdeeldis, onder de s
huldeisers die nog een positieve 
laim hebben. Doe dit door weer tebeginnen bij stap 1.4. De CEA-regel wordt nu berekend door de bedragen die de s
huldeisers in de vers
hil-lende stappen hebben verkregen, bij elkaar op te tellen.Voor alle i ∈ N geldtCEAi(N, E, c) = min{α, ci},waarbij α zodanig is dat ∑j∈N CEAj(N, E, c) = E.Voorbeeld 3.6: Peters brom�etsenbedrijf: de CEA-regelHerinner je dat bij het faillissement van Peters brom�etsenbedrijf gold dat N = {1, 2, 3}, E = 400en c = (100, 200, 300). Wanneer we elke s
huldeiser evenveel zouden geven, dan zou iedereen 133 1
3krijgen. Maar dan krijgt s
huldeiser 1 meer dan zijn 
laim en dit mag niet. We geven daarom eerstiedereen 100, op dat moment is s
huldeiser 1 helemaal tevreden. Er blijft dan nog 100 over die wegelijk over de overgebleven s
huldeisers, 2 en 3 gaan verdelen, waarbij we er rekening mee houdendat ze allebei al 100 hebben gekregen. Van de 
laims van s
huldeiser 2 en 3 blijft respe
tievelijk 100en 200 over. De 100 die nog over is, kan dus gelijkelijk over de s
huldeisers 2 en 3 verdeeld worden,want geen van beide krijgt dan meer dan zijn 
laim. S
huldeisers 2 en 3 krijgen naast de 100 die zeal hadden er dus nog 50 bij. De verdeling volgens de CEA-regel is dus:CEA(N, E, c) = (100, 150, 150),merk op dat we dit ook met formule (3.1) hadden kunnen berekenen, waarbij α = 150.Opgave 3.7a) In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen uit het voorbeeld erfenis weergegeven.Bereken voor elk van deze problemen de CEA-regel en vul deze in in de tabel.CEA E = 100 E = 200 E = 300

c1 = 100

c2 = 200

c3 = 300b) Breid de tabel hierboven uit met de kolommen voor E = 450, E = 500 en E = 550.



3.2. Bankroetproblemen en bankroetregels 51Opgave 3.8Naast de CEA-regel bestaat er ook de 
onstrained equal losses regel (CEL-regel). Deze werkt omge-keerd aan de CEA-regel. Eerst wordt aan alle s
huldeisers de volledige 
laim gegeven. Het bedragdat hierdoor teveel is uitgedeeld, wordt (voor zover mogelijk) gelijkelijk van de spelers afgenomen,waarbij niemand minder kan overhouden dan 0.a) Laat zien dat de CEL-regel voor Peters brom�etsenbedrijf (waar N = {1, 2, 3}, E = 400 en
c = (100, 200, 300)) leidt tot de verdeling (33 1

3
, 133 1

3
, 233 1

3
).b) Vul de onderstaande tabel verder aan:CEL E = 100 E = 200 E = 300

c1 = 100

c2 = 200

c3 = 300
) Geef een formule voor CEL(N, E, c).De laatste regel die we bekijken is de run-to-the-bank regel (aangeduid met RTB-regel). Stel dat des
huldeisers in een bepaalde volgorde bij de bank, die het bes
hikbare bedrag verdeelt, komen. Wenemen aan dat elke s
huldeiser zijn ge
laimde bedrag krijgt bij de bank, zolang er nog voldoende geldis om dit te doen. Als een s
huldeiser komt en al het geld is al uitgedeeld, dan heeft deze s
huldeiserpe
h en ontvangt niets. In feite geldt hier dus wie het eerst komt, wie het eerst maalt: s
huldeisersdie eerst komen kunnen heel hun 
laim krijgen, terwijl s
huldeisers die laat aan de beurt zijn nietskunnen krijgen. Natuurlijk levert dit bij elke volgorde weer een nieuwe verdeling op. De RTB-regelontstaat door te middelen over al deze verdelingen.Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn en σ een volgorde van de spelers. Dan noteren we met
rσ(N, E, c) de verdeling die ontstaat volgens het `wie het eerst komt, wie het eerst maalt' prin
ipe bijde volgorde σ. De ve
tor RTB(N, E, c) geeft de verdeling volgens de RTB-regel.Bankroetregel: RTB-regelLaat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn. Dan kunnen we de RTB-regel als volgt berekenen:1. Bepaal alle volgorden van N.2. Bepaal voor elke volgorde σ de verdeling rσ(N, E, c) volgens het `wie het eerst komtwie het eerst maalt prin
ipe'.3. Bereken de RTB-regel door het gemiddelde van al deze verdelingen te nemen.Wiskundig kunnen we dit noteren alsRTB(N, E, c) =

1

n!
∑alle σ

rσ(N, E, c).

Voorbeeld 3.7: Peters brom�etsenbedrijf: de RTB-regelHerinner je dat bij het faillissement van Peters brom�etsenbedrijf gold dat N = {1, 2, 3}, E = 400 en
c = (100, 200, 300). Bekijk de volgorde σ = (123). Dan komt s
huldeiser 1 als eerste bij de bank enontvangt 100. Als s
huldeiser 2 bij de bank komt is er nog 300 over (er is immers al 100 aan eiser1 uitgedeeld) en ook deze eiser krijgt nog zijn volledige 
laim van 200. Voor s
huldeiser 3 is er dan



52 3. Bankroetproblemen en bankroetspelennog sle
hts 100 over als deze bij de bank komt. Dus als σ = (123) dan rσ(N, E, c) = (100, 200, 100).Bekijk nu eens σ = (321). S
huldeiser 3 komt als eerste en 
laimt 300, daarna is er nog sle
hts 100over. Wanneer s
huldeiser 2 komt, kan hij nog sle
hts 100 krijgen. Als s
huldeiser 1 komt, is hetgehele bes
hikbare bedrag al opgedeeld en hij ontvangt niets. Dit geeft r(321)(N, E, c) = (0, 100, 300).In de onderstaande tabel is bij elke volgorde de bijbehorende ve
tor rσ(N, E, c) gegeven.
σ rσ(N, E, c)

(123) (100, 200, 100)
(132) (100, 0, 300)
(213) (100, 200, 100)
(231) (0, 200, 200)
(312) (100, 0, 300)
(321) (0, 100, 300)De verdeling RTB(N, E, c) berekenen we door het gemiddelde over deze zes ve
toren te nemen, dusRTB(N, E, c) = 1

6
(400, 700, 1300) = (66 2

3
, 116 2

3
, 216 2

3
).Opgave 3.9In onderstaande tabel zijn de drie bankroetproblemen uit het voorbeeld erfenis weergegeven.RTB E = 100 E = 200 E = 300

c1 = 100

c2 = 200

c3 = 300a) Bereken voor elk van deze problemen de ve
toren rσ(N, E, c) voor elke σ.b) Bereken voor elk van deze problemen de RTB-regel en vul de waarden in in de tabel.3.3 BankroetspelenIn de vorige paragraaf hebben we bankroetproblemen en een aantal bankroetregels bekeken. In dezeparagraaf zullen we bankroetproblemen modelleren met behulp van speltheorie en we zullen kijken hoede Shapleywaarde en de 
ore van dit spel eruit zien.Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn, dan kunnen we dit probleem weergeven met een 
oöperatiefspel, dat we zullen noteren met vE,c. De s
huldeisers zijn de spelers van het spel. De waarde vE,c(S)van een 
oalitie S geeft aan welk bedrag deze 
oalitie kan krijgen zonder hulp van spelers buiten S.We interpreteren dit als het gedeelte van het totale bes
hikbare bedrag dat een 
oalitie zi
hzelf kangaranderen. De vraag is natuurlijk: wat kan een 
oalitie zi
hzelf garanderen? We nemen aan dat eeneiser nooit meer kan krijgen dan zijn volledige 
laim. Dit betekent dat een 
oalitie S altijd tenminstere
ht heeft op het gedeelte van het totale bes
hikbare bedrag dat overblijft als alle spelers buiten Shun volledige 
laim krijgen toegewezen. Dit is het bedrag dat een 
oalitie zi
h kan garanderen. Alsde spelers buiten S samen evenveel of meer eisen dan het totale bes
hikbare bedrag, dan kan 
oalitie
S zi
h blijkbaar geen bedrag garanderen en is vE,c(S) = 0 (immers vE,c(S) kan niet negatief zijn, inhet ergste geval ziet een 
oalitie niets terug van zijn totale 
laim).



3.3. Bankroetspelen 53BankroetspelLaat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn. Dan wordt het bankroetspel vE,c gegeven door
vE,c(S) :=







E − ∑
i∈N\S

ci als E − ∑
i∈N\S

ci ≥ 0,
0 anders,of met behulp van de maximumfun
tie

vE,c(S) = max{0, E − ∑
i∈N\S

ci.}

Voorbeeld 3.8: Peters brom�etsenbedrijf: een bankroetspelHerinner je dat in het bankroetprobleem (N, E, c) van Peters brom�etsenbedrijf N = {1, 2, 3}, E =
400 en c = (100, 200, 300). We kiezen de verzameling spelers gelijk aan de verzameling s
huldeisers.Bekijk de 
oalitie S = {1, 2}. Dan is N\S = {3}. Omdat speler 3 een bedrag van 300 euro eist,blijft er voor 
oalitie S altijd 400 − 300 = 100 euro over, dus vE,c({1, 2}) = 100. Voor de 
oalitie
S = {1} geldt dat N\S = {2, 3} en speler 2 en 3 eisen samen meer dan de bes
hikbare 400 euro,dus vE,c({1}) = 0. Verder geldt vE,c(N) = 400, immers er zijn geen spelers buiten N, dus samenzullen de spelers uit N altijd 400 euro krijgen. In tabelvorm hebben we dus het volgende gevonden:

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
vE,c(S) 0 0 100 100 200 300 400

Opgave 3.10Bereken bij ieder van de drie bankroetproblemen zoals die oms
hreven zijn in het voorbeeld erfenisop pagina 46 het bijbehorende 
oöperatieve spel.Opgave 3.11Bekijk het volgende driepersoonsspel
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 2 1 2 5Er is gegeven dat dit spel een bankroetspel is bij het bankroetprobleem (N, E, c).a) Bepaal E van dit bankroetprobleem.b) Bepaal de ve
tor van 
laims c van dit bankroetprobleem.



54 3. Bankroetproblemen en bankroetspelenBekijk het spel
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

v(S) 0 0 0 2 1 a 5
) Bepaal alle waarden van a waarvoor dit spel nog steeds een bankroetspel is. (Hint: volg hi-erbij de volgende stappen: bepaal E, bereken c (hier zal de waarde a nog in voorkomen) enbereken vE,c. Bepaal de waarden van a waarvoor vE,c = v, let hierbij in het bijzonder op deeenpersoons
oalities.)We kunnen nu bij ieder bankroetprobleem een 
oöperatief spel maken. Merk op dat de waarde vande grote 
oalitie in dit spel altijd gelijk is aan E. Dus als we een verdeelregel hebben die de waardevan v(N) verdeelt onder de spelers, dan kunnen we deze regel ook zien als een bankroetregel die hetbes
hikbare bedrag E verdeelt onder de s
huldeisers. In het bijzonder kunnen we dus de Shapleywaardegebruiken als verdeling van het bedrag E.Voorbeeld 3.9: Peters brom�etsenbedrijf: ShapleywaardeHet bankroetspel dat het bankroetprobleem van Peters brom�etsenbedrijf weergaf, werd gegevendoor
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

vE,c(S) 0 0 100 100 200 300 400De tabel met marginale ve
toren is gelijk aan
σ mσ(vE,c)

(123) (0, 100, 300)
(132) (0, 200, 200)
(213) (100, 0, 300)
(231) (100, 0, 300)
(312) (100, 200, 100)
(321) (100, 200, 100)Dus de Shapleywaarde is gelijk aan

ϕ(vE,c) =
1
6
(400, 700, 1300) = (66 2

3
, 116 2

3
, 216 2

3
).

Opgave 3.12a) Bereken bij ieder van de drie bankroetspelen uit opgave 3.10 de Shapleywaarde.b) Vergelijk de uitkomst van de Shapleywaarde met de uitkomst van de RTB-regel van de bijbe-horende bankroetproblemen.In het voorbeeld Peters brom�etsenbedrijf en ook in de daaropvolgende opgave hebben we geziendat de Shapleywaarde van het spel overeenkomt met de RTB-regel van het bankroetprobleem. Ditblijkt geen toeval te zijn, deze gelijkheid geldt altijd.



3.3. Bankroetspelen 55StellingLaat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn en (N, vE,c) het bijbehorende spel. Dan geldtRTB(N, E, c) = ϕ(vE,c).

We zullen deze stelling hier niet bewijzen voor alle bankroetproblemen, maar het idee a
hter het bewijsis dat de ve
tor rσ(N, E, c) gelijk is aan de marginale ve
tor in het spel bij de volgorde die pre
iesomgekeerd is aan σ. Dit impli
eert dat de RTB-regel en de Shapleywaarde dezelfde ve
toren middelenen daarom gelijk aan elkaar zijn. De omgekeerde volgorde van σ, ook wel genoteerd met σ−1, is devolgorde waarbij de speler op de laatste positie in σ op de eerste positie tere
htkomt en zo verder,tot en met de speler op de eerste positie in σ, die komt op de laatste positie tere
ht.Opgave 3.13Ga na dat in het voorbeeld van Peters brom�etsenbedrijf inderdaad geldt dat rσ(N, E, c) = mσ−1

(vE,c),voor elke volgorde σ.Opgave 3.14Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn met N = {1, 2, 3}, bewijs dat rσ(N, E, c) = mσ−1

(vE,c) voorelke volgorde σ.Het is interessant om de 
ore van een bankroetspel nader te bekijken en te onderzoeken of de Shap-leywaarde in de 
ore ligt.Voorbeeld 3.10: Peters brom�etsenbedrijf: 
ore van bankroetspelHet bankroetspel dat hoort bij het voorbeeld Peters brom�etsenbedrijf wordt gegeven door
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

vE,c(S) 0 0 100 100 200 300 400De 
ore van dit spel in getekend in �guur 3.1.
(400, 0, 0) (0, 400, 0)

(0, 0, 400)

(300, 0, 100) (0, 300, 100)

(100, 0, 300) (0, 100, 300)

(0, 200, 200)

Figuur 3.1: De 
ore van het bankroetspel.We zien dat de extreme punten van de 
ore gelijk zijn aan (100, 0, 300), (0, 100, 300), (0, 200, 200)



56 3. Bankroetproblemen en bankroetspelenen (100, 200, 100). Herinner je dat de marginale ve
toren van dit spel gegeven werden door:
σ mσ(vE,c)

(123) (0, 100, 300)
(132) (0, 200, 200)
(213) (100, 0, 300)
(231) (100, 0, 300)
(312) (100, 200, 100)
(321) (100, 200, 100)We zien dat de verzameling van extreme punten van de 
ore pre
ies gelijk is aan de verzameling vanmarginale ve
toren. Dit heeft tot gevolg dat de Shapleywaarde zeker in de 
ore zal liggen.In bovenstaand voorbeeld zagen we dat de extreme punten van de 
ore van het bankroetspel gelijkwaren aan de marginale ve
toren van het bankroetspel. Dit is geen toeval, deze eigens
hap geldtvoor alle bankroetspelen, die daarmee een mooie stru
tuur hebben. Dit heeft ook tot gevolg dat deShapleywaarde altijd in de 
ore ligt.StellingLaat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn en (N, vE,c) het bijbehorende spel. Dan geldt dat deverzameling van extreme punten van de 
ore gelijk is aan verzameling van marginale ve
toren.Dit garandeert dat de Shapleywaarde in de 
ore ligt.Deze eigens
hap is in de speltheorie ook wel bekend onder de naam 
onvexiteit. Merk op dat 
on-vexiteit een bijzondere eigens
hap is van een spel. Een spel is 
onvex als de marginale bijdrage vaneen speler aan een 
oalitie altijd minstens even groot is als de marginale bijdrage van dezelfde speleraan een gedeelte van deze 
oalitie.Opgave 3.15Geef de extreme punten van de 
ore van ieder van de drie bankroetspelen uit opgave 3.10.3.4 Gemengde opgavenOpgave 3.16Bekijk het bankroetprobleem (N, E, c) met N = {1, 2, 3}, E = 100 en c = (30, 50, 40).a) Bereken PROP(N, E, c), APROP(N, E, c), CEA(N, E, c) en RTB(N, E, c).b) Geef het bijbehorende bankroetspel.
) Geef de hoekpunten van de 
ore van dit bankroetspel.d) Welke van de bij a) berekende verdelingen liggen in de 
ore?



3.4. Gemengde opgaven 57Opgave 3.17In tabel 3.1 is een mogelijke verdeling1 gegeven voor E respe
tievelijk gelijk aan 100, 200 en 300euro en een 
laimve
tor van (100, 200, 300).Verdeling E = 100 E = 200 E = 300

c1 = 100 33 1
3

50 50

c2 = 200 33 1
3

75 100

c3 = 300 33 1
3

75 150Tabel 3.1: Mogelijke verdeling voor vers
hillende bankroetproblemen.In deze opgave zullen we een bankroetregel geven die deze getallen verklaard. Laat (N, E, c) eenbankroetprobleem zijn. Aumann en Mas
hler hebben aangetoond dat de bankroetregel AM(N, E, c)de getallen in de tabel verklaard. De verdeling AM(N, E, c) wordt berekend volgens de formule
AM(N, E, c) =



















CEA(N, E, 1
2

c) als n

∑
i=1

ci ≥ 2E,
c − CEA

(

N, ∑
n
i=1 ci − E, 1

2
c
) als n

∑
i=1

ci < 2E.Deze formule onders
heidt dus twee gevallen, het eerste geval is het geval dat het in totaal ge
laimdebedrag minstens twee keer zo groot is als het bes
hikbare bedrag. In dat geval worden de 
laimsgehalveerd en wordt de CEA-regel op het bes
hikbare bedrag en de gehalveerde 
laimve
tor toegepast.Als het totaal ge
laimde bedrag minder dan twee keer zo groot is als het bes
hikbare bedrag, dankrijgt iedere s
huldeiser eerst zijn 
laim en wordt het teveel uitgedeelde bedrag (∑n
i=1 ci − E) vande s
huldeisers afgenomen volgens de CEA-regel toegepast op het teveel uitgedeelde bedrag en degehalveerde 
laimve
tor.a) Ga na dat het toepassen van de AM-regel op de bankroetproblemen uit het voorbeeld erfenisinderdaad de getallen van tabel 3.1 opleveren.b) Bereken de oplossing van de AM-regel voor het bankroetprobleem van het voorbeeld Petersbrom�etsenbedrijf waar E = 400 en c = (100, 200, 300).
) Wat is de uitkomst van de AM-regel bij een bankroetprobleem (N, E, c) waarvoor geldt dat

∑
n
i=1 ci = 2E?Opgave 3.18Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zodanig dat ∑i∈N ci = 2E.a) Bewijs dat PROP(N, E, c) = 1

2
cb) Geef een tegenvoorbeeld waaruit blijkt dat het in het algemeen niet zo hoeft te zijn CEA(N, E, c) =

1
2

c.Opgave 3.19Laat (N, E, c) een bankroetprobleem zijn. Laat E′ > E.a) Laat zien dat RTBi(N, E′, c) ≥RTBi(N, E, c) voor alle i ∈ N.b) Laat zien dat PROPi(N, E′, c) >PROPi(N, E, c) voor alle i ∈ N.Laat i ∈ N en laat c′ zodanig zijn dat c′j = cj voor alle j ∈ N\{i} en c′i > ci.
) Laat zien dat RTBi(N, E, c′) ≥RTBi(N, E, c).1In de Talmud, een 2000 jaar oud Joods manus
ript, werden deze problemen al waargenomen. De bedragen in dezetabel komen overeen met de waarden gegeven in de Talmud.



58 3. Bankroetproblemen en bankroetspelend) Laat zien dat PROPi(N, E, c′) >PROPi(N, E, c). (Hint: laat zien dat voor alle j ∈ N\{i}geldt dat PROPj(N, E, c′) <PROPj(N, E, c) en gebruik dat de proportionele regel altijd pre
ies
E uitdeelt.)



4Onderhoudsproblemen enonderhoudsspelen
4.1 Introdu
tieIn dit hoofdstuk besteden we aanda
ht aan een spe
iaal type van spelen die ontstaan uit situatieswaarin spelers gebruikmaken van gezamenlijke voorzieningen. Je kunt hierbij bijvoorbeeld denken aanhet gezamenlijk gebruik van een netwerk, of het gezamenlijk gebruik van een landingsbaan bij eenvliegveld. Met het gebruik van de voorzieningen (of met de aanleg daarvan) zijn kosten verbonden.De vraag is hoe deze kosten over de vers
hillende gebruikers verdeeld moeten worden. We noemendit soort type situaties ook wel onderhoudssituaties.In dit hoofdstuk zullen we eerst kijken naar vliegveldsituaties en de daarbij behorende vliegveldspelen.We bekijken een dire
te verdeelregel van de kosten en vergelijken deze met de verdeling die de Shap-leywaarde geeft. Daarnaast zullen we de 
ore van het spel bekijken. Het blijkt dat vliegveldsituatieseen spe
iaal geval zijn van onderhoudssituaties. Ook deze situaties zullen we bekijken met de daarbijbehorende onderhoudsspelen. Ook hier zullen we kijken naar de Shapleywaarde en de 
ore van hetspel.4.2 Vliegveldsituaties en vliegveldspelenVoorbeeld 4.1: Tilburg airport: een verdeelprobleemIn de buurt van Tilburg zal een vliegveld genaamd `Tilburg airport' gebouwd worden. Er zijn driemaats
happijen (genummerd van 1 tot en met 3), die dit vliegveld willen gaan gebruiken. Ieder vandeze maats
happijen heeft een eigen type vliegtuig. Belangrijk bij het aanleggen van het vliegveldis de lengte van de landingsbaan. Deze zal zo lang moeten zijn, dat elk type vliegtuig hier kanlanden. In �guur 4.1 is gra�s
h weergegeven welke lengte elk type (aangegeven met type 1, 2 en3 
orresponderend met de bijbehorende maats
happijen) vliegtuig nodig heeft en wat de kosten zijnvoor het aanleggen van de stukken landingsbaan. De totale kosten voor de landingsbaan bedragen 80,maar niet elke maats
happij heeft een even grote landingsbaan nodig. Het vliegtuig van type 1 maaktalleen gebruik van het eerste gedeelte van de landingsbaan, met kosten 50. De tweede maats
happijmaakt gebruik van de eerste twee stukken van de landingsbaan met aanlegkosten 50 + 20 = 70. Hetderde type vliegtuig maakt gebruik van de hele landingsbaan met kosten 50 + 20 + 10 = 80). Devraag is hoe de totale kosten voor de landingsbaan verdeeld moeten worden over de vers
hillendemaats
happijen die hier gebruik van maken. 59



60 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelenkosten 50 20 10type 1 type 2type 3Figuur 4.1: Overzi
ht (in
lusief kosten) van de benodigde landingsbaan van Tilburg airport.
Het voorbeeld Tilburg airport geeft een situatie weer waarin bedrijven (de vliegtuigmaats
happijen)door samen te werken (dat wil zeggen door één landingsbaan aan te leggen) kosten kunnen besparen.De vraag is: hoe pro�teren de vers
hillende bedrijven van deze gezamenlijke kostenbesparing? Ofanders gezegd: hoe worden de kosten die uiteindelijk door alle bedrijven samen gemaakt worden,verdeeld over de vers
hillende bedrijven?Een situatie zoals weergegeven in �guur 4.1 en bes
hreven in voorbeeld Tilburg airport noemen weook wel een vliegveldsituatie. In een vliegveldsituatie wordt pre
ies weergegeven welke maats
happijenwelk gedeelte van de landingsbaan nodig hebben en welke kosten hieraan verbonden zijn. Wiskundigkunnen we dit als volgt modelleren: de groep van maats
happijen noteren we met N = {1, . . . , n}.De ve
tor k = (k1, . . . , kn) is een ve
tor met voor elke maats
happij de kosten die verbonden zijn aanhet gedeelte van de landingsbaan dat door het type vliegtuig van deze maats
happij gebruikt wordt.Dus ki geeft de kosten van de landingsbaan van het vliegtuig van type i. We nemen aan dat demaats
happijen zo genummerd zijn dat ki ≤ ki+1 voor alle i ∈ {1, . . . , n − 1} (als dit niet het gevalis, dan kunnen we dit regelen door de maats
happijen te hernummeren).Voorbeeld 4.2: Tilburg airport: een vliegveldsituatieWe kunnen de situatie van het voorbeeld Tilburg airport als volgt modelleren: de maats
happijenzijn genummerd van 1 tot en met 3, dus N = {1, 2, 3}. De kosten voor de landingsbaan die nodig isvoor de vliegtuigen van deze maats
happijen, zijn respe
tievelijk 50, 70 en 80. Dus k = (50, 70, 80).Merk op dat in dit geval de maats
happijen inderdaad zo genummerd zijn dat k1 ≤ k2 ≤ k2.In het onderstaande kader staat de de�nitie van een vliegveldsituatie.VliegveldsituatieEen vliegveldsituatie wordt bes
hreven door een paar (N, k), waarbij N = {1, 2, ..., n} deverzameling van vliegveldmaats
happijen is en k = (k1, . . . , kn) de ve
tor met kosten, zodanigdat ki de kosten zijn van de landingsbaan die nodig is voor het type vliegtuig van maats
happij

i. We gaan er vanuit dat de maats
happijen zo genummerd zijn dat ki ≤ ki+1 voor alle
i ∈ {1, . . . , n − 1}.



4.2. Vliegveldsituaties en vliegveldspelen 61Opgave 4.1Bekijk een vliegveldsituatie met N = {1, 2, 3} en k = (10, 20, 30). Geef deze situatie gra�s
h weer.Hoe kunnen de kosten van de aanleg van de totale landingsbaan verdeeld worden over alle maats
hap-pijen? Zonder speltheorie te gebruiken, kunnen we al een verdeling van de kosten geven. Een mogelijkekostenverdeling is een verdeling waarin de kosten van ieder stuk landingsbaan betaald worden door demaats
happpijen die gebruikmaken van dit gedeelte. We gaan er hierbij van uit dat maats
happijendie van hetzelfde stuk landingsbaan gebruikmaken, evenveel bijdragen in de kosten van dit gedeelte.Voorbeeld 4.3: Tilburg airport: kostenverdelingBekijk de landingsbaan zoals deze is weergegeven in �guur 4.1. De totale kosten van deze landings-baan zijn gelijk aan 80. Het eerste stuk kost 50 en wordt door alle drie de maats
happijen gebruikt,dus ieder van de maats
happijen betaalt voor dit gedeelte 16 2
3
. Het tweede gedeelte wordt door demaats
happijen 2 en 3 gebruikt en ieder betaalt hiervoor 10. Het laatste gedeelte van de landings-baan zal volledig door maats
happij 3 worden ge�nan
ierd, omdat dit de enige maats
happij is dievan dit gedeelte gebruikmaakt. In totaal levert dit een kostenverdeling op van (16 2

3
, 26 2

3
, 36 2

3
).Deze verdeling kan toegepast worden op elke willekeurige vliegveldsituatie. We zullen deze verdelingde vliegveldregel noemen.VliegveldregelStel dat we een vliegveldsituatie (N, k) hebben waarin een aantal maats
happijen samen eenlandingsbaan aanleggen. De vliegveldregel, notatie A(N, k), verdeelt de totale kosten alsvolgt:1. Bepaal voor elke gedeelte van de landingsbaan welke maats
happijen gebruikmaken vandeze verbinding.2. Verdeel de aanlegkosten van dit gedeelte gelijkelijk over alle gebruikers.3. Tel voor elke maats
happij de kosten die op deze manier aan haar zijn toegewezen op.Dus voor alle i ∈ N geldt

Ai(N, k) =
i

∑
j=1

k j−k j−1

n−j+1
,waarbij we de waarde k0 gelijk aan nul kiezen.Merk op dat in de formule van A(N, k) de landingsbaan in stukken wordt opgedeeld en dat de kostenvan ieder stuk verdeeld worden over alle gebruikers. Het aantal gebruikers van het stuk dat kj − kj−1kost, is gelijk aan n − j + 1, het eerste stuk met kosten k1 wordt bijvoorbeeld door iedereen gebruikt.



62 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelenOpgave 4.2Bekijk de vliegveldsituatie zoals die in �guur 4.2 is getekend. Geef aan wat de totale kosten voorde aanleg van de landingsbaan zijn, geef de ve
tor k en geef met behulp van de vliegveldregel eenverdeling van deze kosten over de drie maats
happijen.kosten 20 40 30type 1 type 2 type 3Figuur 4.2: Kosten van een landingsbaan.Een andere mogelijkheid om een kostenverdeling te vinden, is om met behulp van speltheorie dezesituatie te modelleren en de Shapleywaarde te gebruiken voor het verdelen van de totale kosten. Zoalswe ook in het voorbeeld elektri
iteitsnet hebben gedaan (zie pagina 5) zouden we bij deze situatieeen kostenbesparingsspel kunnen 
onstrueren. Maar in de speltheorie wordt in dit soort situaties ookveel gebruik gemaakt van kostenspelen. De maats
happijen die een rol spelen, worden nog steedsaangeduid met spelers, maar in plaats van de besparing die elke 
oalitie kan realiseren, wordt in eenkostenspel gekeken naar de kosten die een 
oalitie heeft als er met alleen de leden van de 
oalitiewordt samengewerkt. De kosten die een 
oalitie S heeft, worden weergegeven met c(S). Merk dusop dat we met (N, c) een kostenspel weergeven en met (N, v) een opbrengstenspel. Een kostenspeldat een vliegveldsituatie weergeeft noemen we ook wel een vliegveldspel.Voorbeeld 4.4: Tilburg airport: een kostenspelWe kunnen de situatie van Tilburg airport als volgt met een kostenspel modelleren. De maats
hap-pijen genummerd van 1 tot en met 3 zijn de spelers 1, 2 en 3. Dus N = {1, 2, 3}. Speler 1 heeftalleen het eerste gedeelte van de landingsbaan nodig, we lezen uit �guur 4.1 af dat c({1}) = 50.Speler twee heeft naast het stuk landingsbaan dat 50 kost ook nog het stuk nodig dat 20 kost,
c({2}) = 50 + 20 = 70. Speler 3 gebruikt de 
omplete landingsbaan, dus c({3}) = 80. Als wekijken naar 
oalitie S = {1, 2}, dan zien we dat deze 
oalitie alleen de eerste twee delen van delandingsbaan nodig heeft om de vliegtuigen van de spelers uit deze 
oalitie te kunnen laten landen,daarom is c({1, 2}) = 70. Zo kunnen we voor alle 
oalities de kosten bepalen en dit levert hetvolgende kostenspel op:

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
c(S) 50 70 80 70 80 80 80

In dit hoofdstuk zullen we ons alleen ri
hten op kostenspelen. In de onderstaande box staat de de�nitievan een kostenspel.



4.2. Vliegveldsituaties en vliegveldspelen 63Coöperatief kostenspelEen 
oöperatief kostenspel wordt bes
hreven door een paar (N, c), waarbij N = {1, 2, ..., n}de verzameling van spelers is en c een fun
tie is die aan elke deelverzameling S van N eengetal toekent.Het getal c(S) kan geïnterpreteerd worden als de kosten die de spelers uit S hebben als zealleen samenwerken met de leden van de 
oalitie S.Opgave 4.3Bekijk de vliegveldsituatie zoals die in �guur 4.3 is getekend. Geef het vliegveldspel dat deze situatieweergeeft. kosten 20 40 30type 1 type 2 type 3Figuur 4.3: Kosten van een landingsbaan.Opgave 4.4Geef het kostenspel dat hoort bij het voorbeeld elektri
iteitsnet van pagina 5. De �guur metnetwerkverbindingen en bijbehorende kosten is nogmaals weergegeven in �guur 4.4.
0

1

2 3

ℓ2, 5 ℓ3, 8ℓ1, 4

ℓ6, 4

ℓ4, 3 ℓ5, 3

Figuur 4.4: Netwerkverbindingen.Nu we een spel hebben om de situatie weer te geven, kunnen we speltheorie gebruiken om een verdelingvoor de kosten te vinden. Merk op dat dit neerkomt op het verdelen van de waarde c(N) onder devers
hillende spelers van het kostenspel. We zullen bekijken wat de Shapleywaarde, die ook toepasbaaris op kostenspelen, voor verdeling geeft.



64 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelenVoorbeeld 4.5: Tilburg airport: de ShapleywaardeWe bekijken het kostenspel zoals we dat hebben gemaakt bij de situatie van Tilburg airport.
S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}

c(S) 50 70 80 70 80 80 80Om de Shapleywaarde te berekenen, moeten we bij alle zes vers
hillende volgorden van de spe-lersverzameling de bijbehorende marginale ve
tor uitrekenen. De volgorde (213) levert de volgendemarginale ve
tor op: speler 2 heeft als hij alleen is kosten 70, wanneer speler 1 erbij komt, levert ditgeen extra kosten op, de lengte van de landingsbaan die speler 1 nodig heeft, wordt ook door speler2 gebruikt. Als uiteindelijk speler 3 erbij komt, dan is er nog een extra stuk landingsbaan nodig metkosten 10. Dit levert de marginale ve
tor (0, 70, 10) op. De onderstaande tabel bevat alle mogelijkevolgorden van de spelers en bijbehorende marginale ve
toren.
σ mσ(c)(123) (50,20,10)(132) (50,0,30)(213) (0,70,10)(231) (0,70,10)(312) (0,0,80)(321) (0,0,80)De Shapleywaarde is het gemiddelde van de marginale ve
toren en is dus gelijk aan:

ϕ(c) = 1
3!

(

(50, 20, 10) + (50, 0, 30) + (0, 70, 10) +

(0, 70, 10) + (0, 0, 80) + (0, 0, 80)
)

= 1
6
(100, 160, 220) = (16 2

3
, 26 2

3
, 36 2

3
).De uitkomst van de Shapleywaarde kunnen we hers
hrijven als ( 50

3
, 50

3
+ 20

2
, 50

3
+ 20

2
+ 10), waarbijwe zien dat de verdeling van de Shapleywaarde overeenkomt met de vliegveldregel.Opgave 4.5Bekijk het kostenspel van opgave 4.3.a) Bereken de Shapleywaarde.b) Vergelijk de verdeling volgens de Shapleywaarde met de verdeling volgens de vliegveldregel.In het bovenstaande voorbeeld en ook in opgave 4.5 bleek dat de Shapleywaarde van het vliegveldspeldezelfde verdeling van de kosten gaf als de vliegveldregel. Dit geldt voor alle vliegveldsituaties. Datbetekent ook dat je het vliegveldspel en de marginale ve
toren niet nodig hebt om de Shapleywaardete berekenen.StellingLaat (N, k) een vliegveldsituatie zijn en (N, c) het bijbehorende vliegveldspel. Dan geldt dat

ϕ(c) = A(N, k).



4.3. Onderhoudssituaties en onderhoudsspelen 65Opgave 4.6Bekijk een situatie waarbij een landingsbaan gebouwd zal worden en waarbij er vier maats
happijen(genummerd van 1 tot en met 4), ieder met een eigen type vliegtuig zijn, die van deze landingsbaangebruik zullen maken. De lengte van de landingsbaan die elke maats
happij nodig heeft en de kostenvan de vers
hillende delen van de baan zijn weergegeven in �guur 4.5. Merk op dat de totalelandingsbaan 80 kost en dat de maats
happijen 2 en 3 een even lang gedeelte van de baan nodighebben om hun vliegtuigen te laten landen.kosten 50 20 10type 1type 2 en type 3type 4Figuur 4.5: Kosten van een landingsbaan.a) Geef de ve
tor k die bij deze situatie hoort.b) Geef het kostenspel waarmee deze vliegveldsituatie te modelleren is.
) Bereken de Shapleywaarde.
4.3 Onderhoudssituaties en onderhoudsspelenVliegtuigsituaties en bijbehorende vliegveldspelen zijn spe
iale gevallen van zogenaamde onderhouds-situaties en bijbehorende onderhoudsspelen. In een onderhoudssituatie is een groep van spelers ver-bonden via een vast netwerk met een startpunt. Je kunt hierbij denken aan een wegennet, eenlandingsbaan of een netwerk van internetverbindingen. Ieder stuk van het netwerk brengt bepaaldeonderhoudskosten met zi
h mee en het is de vraag hoe de onderhoudskosten van het totale netwerkverdeeld moeten worden onder alle gebruikers, ook wel aangeduid met spelers.Voorbeeld 4.6: Wegennetwerk: onderhoudssituatieWe bekijken een onderhoudssituatie waarin drie spelers (1, 2 en 3 genaamd) gebruikmaken van eenvast wegennetwerk naar het 
entrum (aangegeven met ∗). In �guur 4.6 is weergegeven hoe het vastenetwerk eruit ziet en welke onderhoudskosten er aan ieder weggedeelte is verbonden. De lo
atiesvan de vers
hillende spelers zijn aangegeven met punten. We zien dat speler 2 als enige gebruikmaakt van het stuk weg tussen hem en speler 1. De onderhoudskosten van deze weg zijn gelijk aan7. Daarnaast maakt hij net als speler 1 (en ook speler 3) gebruik van de verbinding tussen speler 1en ∗ en de onderhoudskosten voor deze verbinding zijn 12.
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Figuur 4.6: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.

OnderhoudssituatieEen onderhoudssituatie is een situatie waarbij een groep spelers via een vast netwerk ver-bonden is met een startpunt (ook wel bron genoemd). Het netwerk bestaat uit vers
hillendedelen die ieder hun eigen onderhoudskosten hebben.We kunnen een vliegveldsituatie zien als een spe
iaal geval van een onderhoudssituatie, immers deaanlegkosten kunnen gezien worden als onderhoudskosten. We zullen één en ander uitwerken metbehulp van het voorbeeld Tilburg airport.Voorbeeld 4.7: Tilburg airport: onderhoudssituatieBekijk de situatie van Tilburg airport zoals getekend in �guur 4.1. We zien dat we deze situatie ookzouden kunnen weergeven als:
∗ 1 2 3

50 20 10
Figuur 4.7: Vliegveldsituatie Tilburg airport weergegeven als onderhoudssituatie.Hierbij geeft ∗ het begin van de landingsbaan aan en hebben we met knooppunten aangegeven waarde spelers zitten. Dit laat ziet dat een vliegveldsituatie een voorbeeld is van een onderhoudssituatie,alleen is het netwerk in een vliegveldsituatie altijd een re
hte lijn.



4.3. Onderhoudssituaties en onderhoudsspelen 67Opgave 4.7Bekijk de vliegveldsituatie zoals weergegeven in �guur 4.2. Hoe kunnen we deze situatie zien als eenonderhoudssituatie?Om de totale kosten onder de spelers te verdelen kunnen we het idee van de vliegveldregel uitbreidennaar onderhoudssituaties. In de uitbreiding van de vliegveldregel naar onderhoudssituaties worden dekosten van een verbinding gelijkelijk verdeeld onder alle spelers die gebruikmaken van deze verbinding.Voorbeeld 4.8: Wegennetwerk: verdeelregelWe berekenen de verdeling van de kosten volgens de uitbreiding van de vliegveldregel voor het netwerkzoals weergegeven in �guur 4.6. De verbinding tussen 1 en ∗ wordt door alle spelers gebruikt, dusiedereen betaalt hier 4 voor, zodat de totale onderhoudskosten van 12 gedekt zijn. De verbindingtussen speler 2 en speler 1 wordt alleen door speler 2 gebruikt, dus hij betaalt alle onderhoudskostenvoor deze verbinding, evenals speler 3 alle onderhoudskosten van de verbinding tussen speler 3 en 1betaalt. Dit levert de verdeling (4, 11, 13).Deze uitbreiding van de vliegveldregel kan toegepast worden op elke willekeurige onderhoudssituatie,we zullen deze regel de onderhoudsregel noemen.OnderhoudsregelVoor elk onderhoudsspel geldt dat de onderhoudsregel de totale onderhoudskosten als volgtverdeelt:1. Bepaal voor elke verbinding welke spelers gebruikmaken van deze verbinding.2. Verdeel de onderhoudskosten van een verbinding gelijkelijk over alle gebruikers.3. Tel voor elke speler de kosten die op deze manier aan hem zijn toegewezen op.
Opgave 4.8Bekijk de onderhoudssituatie van �guur 4.8. Geef de verdeling van de kosten zoals die voorgesteldwordt door de onderhoudsregel.Door bij elke onderhoudssituatie een kostenspel te maken, is het ook mogelijk om speltheorie tegebruiken om een verdeling van de totale onderhoudskosten te vinden. Het kostenspel dat hoort bijeen onderhoudssituatie noemen we ook wel onderhoudsspel. De waarde van een 
oalitie wordt gegevendoor de onderhoudskosten die de leden van de 
oalitie zouden hebben als ze met elkaar samenwerken.We zullen dit illustreren met een voorbeeld.Voorbeeld 4.9: Wegennetwerk: onderhoudsspelBekijk de onderhoudssituatie van het voorbeeld wegennetwerk zoals weergegeven in �guur 4.6. Hetbijbehorende kostenspel ziet er als volgt uit: voor speler 2 geldt dat zijn netwerk naar het 
entrum
7 + 12 = 19 aan onderhoudskosten heeft. Dit betekent dat c({2}) = 19. Voor speler 1 en 2samen geldt dat ze alleen gebruikmaken van de verbinding tussen speler 2 en 1 en de verbinding



68 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelen

∗

1

2 3

248 2
Figuur 4.8: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.tussen speler 1 en ∗, deze hebben samen onderhoudskosten 19, dus ook c({1, 2}) = 19. Ook voorde andere 
oalities kunnen we de onderhoudskosten van het netwerk dat deze 
oalitie gebruikt,berekenen. Dit geeft het volgende kostenspel.

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
c(S) 12 19 21 19 21 28 28Merk op dat de totale onderhoudskosten gelijk zijn aan 7 + 9 + 12 = 28 = c(N). Dus een verdelingdie c(N) verdeelt onder de drie spelers, geeft ook een verdeling van de onderhoudskosten over allespelers.Omdat voor elke onderhoudssituatie de totale onderhoudskosten gelijk zijn aan c(N) van het bi-jbehorende kostenspel, kunnen we de Shapleywaarde gebruiken als verdeling voor de kosten. In hetvolgende voorbeeld wordt dit uitgewerkt.Voorbeeld 4.10: Wegennetwerk: ShapleywaardeWe berekenen eerst alle marginale ve
toren horend bij het kostenspel van het voorbeeld wegen-netwerk:

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
c(S) 12 19 21 19 21 28 28Voor de volgorde σ = (321) levert dit bijvoorbeeld: speler 3 heeft voor zijn verbindingen 9 + 12 = 21aan onderhoudskosten. Als speler 2 erbij komt dan zijn stijgen de kosten met 7. Wanneer uiteindelijkspeler 1 erbij komt, zijn alle onderhoudskosten al betaald en er komen dus geen extra kosten bij. Ditgeeft mσ(c) = (0, 7, 21). Alle marginale ve
toren zijn in onderstaande tabel weergegeven:

σ mσ(c)(123) (12,7,9)(132) (12,7,9)(213) (0,19,9)(231) (0,19,9)(312) (0,7,21)(321) (0,7,21)



4.3. Onderhoudssituaties en onderhoudsspelen 69De Shapleywaarde is dan gelijk aan
ϕ(c) = 1

3!

(

(12, 7, 9) + (12, 7, 9) + (0, 19, 9) +

(0, 19, 9) + (0, 7, 21) + (0, 7, 21))
)

= 1
6
(24, 66, 78) = (4, 11, 13).Merk op dat de Shapleywaarde pre
ies dezelfde uitkomst geeft als de uitbreiding van de vliegveldregel.In het voorbeeld wegennetwerk blijkt dat de Shapleywaarde ook dire
t berekend kan worden zonderonderhoudsspel, omdat deze samenvalt met de onderhoudsregel van onderhoudssituaties. Dit is geentoeval, de Shapleywaarde van elk onderhoudsspel kan op deze manier berekend worden.Stelling: Shapleywaarde onderhoudsspelVoor elk onderhoudsspel geldt dat de Shapleywaarde gelijk is aan de onderhoudsregel van debijbehorende onderhoudssituatie.Opgave 4.9Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in �guur 4.9.a) Bepaal het bijbehorende onderhoudsspel.b) Bereken de Shapleywaarde op twee manieren. Welke manier heeft je voorkeur?
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Figuur 4.9: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.Opgave 4.10Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in �guur 4.10.a) Hoeveel spelers heeft het bijbehorende onderhoudsspel?b) Bereken c(N).
) Welke verdeling van de kosten stelt de Shapleywaarde voor?Niet alle kostenverdelingen zullen bij elke 
oalitie even goed in de smaak vallen. Net als bij 
oöperatievespelen waar het gaat om winst of kostenbesparing, kunnen we ook bij kostenspelen het idee van de
ore gebruiken. Bij een verdeling die in de 
ore ligt van een spel dat winsten weergeeft, is het zo dat
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Figuur 4.10: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.er in totaal v(N) wordt uigedeeld en dat daarnaast geen enkele 
oalitie het beter kan doen door zi
haf te splitsen van de groep. Dit betekent dat de som van uitbetalingen aan de spelers van een 
oalitietenminste evenveel zijn als de waarde van deze 
oalitie in het spel. Voor een verdeling in de 
ore vaneen kostenspel moet ook gelden dat deze in totaal c(N) verdeelt. De 
onditie dat geen enkele 
oalitiehet beter kan doen door zi
h af te splitsen van de groep, kunnen we als volgt vertalen: de som van dekosten van de leden van een 
oalitie kan nooit meer zijn dan de kosten van deze 
oalitie in het spel.Als dat wel het geval zou zijn, dan heeft het voor deze 
oalitie geen zin om samen te werken metde rest. Dat we nu naar kosten kijken, betekent dat in de de�nitie van de 
ore van een 
oöperatief(opbrengsten)spel op pagina 13 de ongelijkheden in onderdeel (b) pre
ies andersom zullen staan alswe de de�nitie geven van de 
ore van een 
oöperatief kostenspel.De 
ore van een 
oöperatief kostenspelDe 
ore van een 
oöperatief kostenspel (N, c) bestaat uit alle verdelingen (x1, x2, . . . , xn) dieaan de volgende 
ondities voldoen:(a) ∑
n
i=1 xi = c(N),(b) ∑i∈S xi ≤ c(S) voor elke 
oalitie S.Voorbeeld 4.11: Wegennetwerk: 
oreIn het voorbeeld wegennetwerk kon de situatie met het volgende spel worden weergegeven.

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
c(S) 12 19 21 19 21 28 28



4.3. Onderhoudssituaties en onderhoudsspelen 71Een verdeling (x1, x2, x3) in de 
ore van dit spel moet voldoen aan
x1 + x2 + x3 = 28

x1 + x2 ≤ 19

x1 + x3 ≤ 21

x2 + x3 ≤ 28

x1 ≤ 12

x2 ≤ 19

x3 ≤ 21.De 
ore van dit spel is getekend in �guur 4.11.
(28, 0, 0) (0, 28, 0)

(0, 0, 28)

(19, 0, 9) (0, 19, 9)

(7, 0, 21) (0, 7, 21)

(12, 0, 16)

Figuur 4.11: De 
ore van het spel behorend bij het voorbeeld wegennetwerk.De snijpunten van de stippellijnen met de onderste lijn zijn van links naar re
hts (21, 7, 0), (12, 16, 0)en (9, 19, 0). We zien dat de extreme punten van de 
ore gelijk zijn aan (12, 7, 9), (0, 7, 21) en
(0, 19, 9). Vergelijken we dit met de marginale ve
toren die we eerder op pagina 68 berekend hebben,dan zien we dat elk extreem punt een marginale ve
tor is en omgekeerd. Daarnaast zien we dat deShapleywaarde ϕ(c) = (4, 11, 13) in de 
ore ligt, want deze voldoet aan alle 
ondities van de 
ore.Opgave 4.11Bekijk het kostenspel zoals we dat hebben gemaakt bij de situatie van Tilburg airport.

S {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
c(S) 50 70 80 70 80 80 80a) S
hrijf de ongelijkheden uit die volgen uit de 
ondities van de 
ore.b) Teken de 
ore.
) Geef de extreme punten van de 
ore en vergelijk deze met de marginale ve
toren van pagina 64.d) Ligt de Shapleywaarde in de 
ore?Zowel in het voorbeeldwegennetwerk als in opgave 4.11 blijkt dat de verzameling van extreme puntenvan de 
ore samenvalt met de verzameling van marginale ve
toren. Dit een bijzondere eigens
hap dieelk onderhoudsspel bezit.



72 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelenStellingLaat (N, c) een onderhoudsspel zijn. Dan geldt dat de verzameling van extreme punten vande 
ore gelijk is aan de verzameling van marginale ve
toren. Dit heeft tot gevolg dat deShapleywaarde in de 
ore ligt.Als de extreme punten van de 
ore van een kostenspel gelijk is aan de verzameling van marginaleve
toren, dan noemen we dat spel ook wel 
on
aaf. Dat een kostenspel 
on
aaf is, betekent dat dede extra kosten die ontstaan doordat een speler bij een groep komt altijd minder zijn dan de extra dieontstaan als deze speler bij een gedeelte van deze groep komt.Opgave 4.12Bekijk de vliegveldsituatie van opgave 4.3 zoals weergegeven in �guur 4.3 en het bijbehordendekostenspel dat in deze opgave is ge
onstrueerd.a) Bepaal alle de 
ondities waaraan een verdeling die in de 
ore van dit spel ligt moet voldoen enga na dat de Shapleywaarde in de 
ore ligt.b) Teken de 
ore van dit spel.
) Bepaal alle extreme punten van de 
ore.4.4 Gemengde opgavenOpgave 4.13Bekijk een situatie met drie spelers, waarin iedere speler een ma
hine heeft. Daarnaast heeft iederespeler een opdra
ht die door ieder van de ma
hines uitgevoerd kan worden. De kosten die hieraanverbonden zijn, zijn terug te vinden in onderstaande kruistabel, waarbij de ma
hines verti
aal zijnweergegeven en de opdra
hten horizontaal.
o1 o2 o3

m1 6 4 3
m2 3 5 2
m3 2 6 6Het kost bijvoorbeeld 4 om de opdra
ht van speler 2 uit te voeren op de ma
hine van speler 1.Een 
oalitie kan gebruik alleen gebruikmaken van ma
hines van spelers die in deze 
oalitie zitten.Elke ma
hine kan maximaal één opdra
ht verwerken. Geef het kostenspel dat de kosten van iedere
oalitie weergeeft. Ga er van uit dat iedere 
oalitie er voor wil zorgen dat alle opdra
hten van despelers in deze 
oalitie uitgevoerd worden met minimale kosten.Opgave 4.14Bekijk de vliegveldsituatie zoals weergegeven in �guur 4.12. Hoe kunnen we deze situatie zien alseen onderhoudssituatie?



4.4. Gemengde opgaven 73kosten 50 20 10type 1type 2 en type 3type 4Figuur 4.12: Kosten van een landingsbaan.Opgave 4.15Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in �guur 4.13, het bijbehorende spel is berekend inopgave 4.9.a) Wat zijn de extreme punten van de 
ore?b) S
hets de 
ore van dit spel met behulp van je antwoord op a).
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Figuur 4.13: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.



74 4. Onderhoudsproblemen en onderhoudsspelenOpgave 4.16Bekijk de onderhoudssituatie zoals weergegeven in �guur 4.14.
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Figuur 4.14: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.a) Bepaal vijf vers
hillende 
ore-elementen van het bijbehorende onderhoudsspel.b) Ga van ieder van de volgende elementen na of het een extreem punt is van de 
ore: (13, 5, 9, 3, 4, 7, 2),
(0, 5, 0, 2, 29, 0, 7), (0, 5, 26, 2, 3, 6, 1).Opgave 4.17a) Gegeven is de onderhoudssituatie in �guur 4.15. De verdeling (6, 3, 8) is een extreem punt vande 
ore van het bijbehorende onderhoudsspel. Bepaal a, b en c.
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Figuur 4.15: Een wegennetwerk met bijbehorende onderhoudskosten.b) Gegeven is een onderhoudsspel waarvoor de extreme punten van de 
ore gelijk zijn aan (3, 1, 7),
(0, 1, 10), (0, 11, 0) en (3, 8, 0). Teken de bijbehorende onderhoudssituatie.



AVoorkennis
A.1 Verzamelingen
In deze paragraaf wordt een overzi
ht gegeven van notaties met betrekking tot verzamelingen. Eenverzameling bestaat uit een aantal elementen en kan weergegeven worden door de elementen op tesommen en deze tussen a

olades te zetten. Zo kun je de spelersverzameling N weergeven met
N = {1, 2, . . . , n}. Het aantal elementen van een verzameling N wordt genoteerd met |N|. Als
N = {1, 2, 3, 4, 5} dan geldt bijvoorbeeld dat |N| = 5. Het ∈-teken geeft aan dat een element toteen verzameling behoort. Dus als N = {1, 2, 3, 4, 5}, dan geldt 1 ∈ N, 2 ∈ N, 3 ∈ N, 4 ∈ N, en
5 ∈ N, maar 6 is geen element van de verzameling N en dat noteren we met 6 6∈ N.Een willekeurige groep elementen van een verzameling noemen we ook wel een deelverzameling. Dusals N = {1, 2, 3, 4, 5}, dan is bijvoorbeeld S = {1, 3} een deelverzameling van N. We noteren dit met
S ⊂ N. De deelverzameling die geen elementen heeft wordt ook wel de lege verzameling genoemden wordt genoteerd met ∅. De verzameling N\S (uitspraak N min S) bestaat uit alle spelers uit Ndie niet in S zitten. Dus in bovenstaand voorbeeld is N\S = {2, 4, 5}.Soms ben je geïnteresseerd in alle elementen van twee verzamelingen samen, dit noemen we in dewiskunde ook wel de vereniging van twee verzamelingen. De vereniging van twee verzamelingen S en
T, notatie S ∪ T, bestaat uit alle elementen die ofwel in S liggen, ofwel in T of in allebei. Dus als
S = {1, 2} en T = {5}, dan geldt S ∪ T = {1, 2, 5}, maar ook als S = {1, 2} en T = {2, 5} geldt
S ∪ T = {1, 2, 5}.De doorsnede van twee verzamelingen S en T, notatie S ∩ T, bevat alle elementen die zowel in deverzameling S als in de verzameling T liggen. Dus als S = {1, 2} en T = {5}, dan is S ∩ T = ∅, enals S = {1, 2} en T = {2, 5}, dan geldt S ∩ T = {2}.Opgave A.1Laat N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, S = {1, 3, 5} en T = {2, 3, 4, 5, 6}.a) Bepaal S ∪ T.b) Bepaal S ∩ T.
) Bepaal N\(S ∪ T).Opgave A.2Geef verzamelingen S en T zodanig dat S ∪ T = {1, 3, 5, 7, 9} en S ∩ T = {1, 3}.75



76 A. VoorkennisOpgave A.3Laat N = {1, 2, 3}. Bepaal alle 
ombinaties van verzamelingen S en T zodanig dat (S ∪ T) ⊂ N en
S ∩ T = ∅, S, T 6= ∅.A.2 Het sommatietekenVoorbeeld A.1: Een driehoek bouwenStel dat we een driehoek willen bouwen, be-ginnend met tien blokken op de onderste rij,negen op de tweede rij, a
ht op de derde enzo verder tot twee blokken op de negenderij en één op de tiende. Hoeveel blokkenzijn er dan nodig? In totaal zijn er dan
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 55blokken nodig.Als de onderste rij uit n blokken bestaat met n een geheel getal, dan zijn er in totaal 1 + 2 + . . . +

(n − 1) + n blokken nodig. Het totale aantal blokken dat we nodig hebben, is afhankelijk van dewaarde van n.In de wiskunde komt het vaak voor dat je een heleboel getallen bij elkaar op wilt tellen. In hetbovenstaande voorbeeld waren we bijvoorbeeld geïnteresseerd in de som 1 + 2 + . . . + (n − 1) + n.Er is in de wiskunde behoefte aan een notatie om een som kort en overzi
htelijk weer te geven. Dezeparagraaf houdt zi
h bezig met hoe we dat in de wiskunde doen.Om een som kort en overzi
htelijk weer te geven is in de wiskunde het sommatieteken Σ ingevoerd.De letter Σ is de hoofdletter sigma uit het Griekse alfabet en staat dus voor het nemen van een som.Als je de notatie
23

∑
k=1

uktegenkomt, dan betekent dat het volgende: vul in uk a
htereenvolgens k = 1, k = 2, . . . , k = 23 inen tel de 23 getallen die je op deze manier krijgt (u1, u2, . . . , u23) bij elkaar op.Voorbeeld A.2: Uitwerken sommatieteken
5

∑
k=1

(k2 + k) = (12 + 1) + (22 + 2) + (32 + 3) + (42 + 4) + (52 + 5)

= 2 + 6 + 12 + 20 + 30 = 70.Merk op dat we in de uitdrukking (k2 + k) dus a
htereenvolgens k = 1, k = 2 tot en met k = 5invullen en deze uitkomsten vervolgens bij elkaar optellen om de uitkomst van de som te krijgen.In bovenstaand voorbeeld zien we dat 5

∑
k=1

(k2 + k) gewoon een getal is en dat dit getal niet van de



A.2. Het sommatieteken 77letter k afhangt. Immers voor k vullen we a
htereenvolgens de getallen één tot en met vijf in. Devariabele k komt dus niet in het eindantwoord voor. We hadden voor k ook een willekeurige andereletter kunnen kiezen, zonder dat de waarde van de som verandert: als je 5

∑
j=1

(j2 + j) uitwerkt, dankrijg je opnieuw 70.Voorbeeld A.3: Een driehoek bouwenBij het bouwen van de driehoek met een onderste laag van 10 blokken zijn er in totaal 1+ 2+ · · ·+ 10blokken nodig. Met behulp van het sommatieteken kunnen we dit aantal ook s
hrijven als 10

∑
k=1

k. Vooreen driehoek met een onderste laag die n blokken groot is, zijn er n

∑
k=1

k blokken nodig.Opgave A.4Stel we willen een piramide bouwen met behulp van blokken, waarbij de bovenste laag uit één blokbestaat, de tweede laag uit vier blokken, de derde laag uit negen blokken en zo verder.a) Hoeveel blokken heb je nodig als je een piramide bouwt van 5 lagen? Hoe kun je dit aantal meteen sommatieteken weergeven?b) Geef met behulp van een sommatieteken weer hoeveel blokken er nodig zijn als je een piramidewilt bouwen met n lagen, waarbij n een geheel getal is.Opgave A.5S
hrijf met behulp van het sommatieteken:a) 2 + 4 + 6 + 8 + 10 + 12.b) 2 + 4 + 6 + · · ·+ 2(n − 1) + 2n, met n een geheel getal.
) 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11.d) 1 + 3 + 5 + . . . + 2n − 1 + 2n + 1.e) 1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n + 1), met n een geheel getal.Opgave A.6a) Bereken 5

∑
k=1

2 en 8

∑
k=1

2.b) Laat n een geheel getal zijn, druk n
∑

k=1

2 uit in n.Soms kan je een sommatie op vers
hillende manieren uitrekenen, door de termen op een andere manierte rangs
hikken. Het volgende voorbeeld maakt dit duidelijk.



78 A. VoorkennisVoorbeeld A.4: Eigens
happen sommatietekenWe kunnen 5

∑
k=1

(k2 + k) hers
hrijven tot
5

∑
k=1

(k2 + k) = (12 + 1) + (22 + 2) + (32 + 3) + (42 + 4) + (52 + 5)

= (12 + 22 + 32 + 42 + 52) + (1 + 2 + 3 + 4 + 5)

=
5

∑
k=1

k2 +
5

∑
k=1

k.De som 5

∑
k=1

(k2 + k) kan dus ook berekend worden door de sommaties 5

∑
k=1

k2

(= 55) en 5

∑
k=1

k(= 15) uit te rekenen en bij elkaar op te tellen.Voorbeeld A.5: Eigens
happen sommatietekenWe berekenen op twee manieren 5

∑
k=1

2k. Allereerst door alle termen te berekenen en op te tellen:
5

∑
k=1

2k = 2 · 1 + 2 · 2 + 2 · 3 + 2 · 4 + 2 · 5

= 2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 30.Maar we hadden ook kunnen s
hrijven:
5

∑
k=1

2k = 2 · 1 + 2 · 2 + 2 · 3 + 2 · 4 + 2 · 5

= 2(1 + 2 + 3 + 4 + 5)

= 2

5

∑
k=1

k = 2 · 15 = 30.Beide berekeningen leveren hetzelfde antwoord op.De eigens
happen die we in bovenstaande voorbeelden gezien hebben, kunnen veel algemener gefor-muleerd worden.Eigens
happen sommatieteken1. n

∑
k=1

(uk + vk) =
n

∑
k=1

uk +
n

∑
k=1

vk2. n

∑
k=1

c · uk = c
n

∑
k=1

uk



A.3. Rekenen met ve
toren 79Voorbeeld A.6: Eigens
happen sommatietekenMerk op dat we in het eerste voorbeeld eigens
hap 1 van het sommatieteken toepassen met uk = k2,
vk = k en n = 5. In het tweede voorbeeld wordt de tweede eigens
hap toegepast met c = 2, uk = ken n = 5.Opgave A.7a) Bereken 5

∑
k=0

(2k + 1) door alle zes de termen te berekenen en bij elkaar op te tellen.b) Bereken nogmaals 5

∑
k=0

(2k + 1) maar nu door gebruik te maken van de eigens
happen van hetsommatieteken.A.3 Rekenen met ve
torenIn de wiskunde wordt vaak gebruik gemaakt van ve
toren. Dit kan handig zijn als je bijvoorbeeld puntenin het platte vlak weer wilt geven. Of in speltheorie waarbij een (verdelings)ve
tor een verdeling vande winst over alle spelers weergeeft. In feite zijn getallen ook ve
toren, maar dan van lengte één. Wezijn gewend om getallen op te tellen, af te trekken en te vermenigvuldigen. Dit kunnen we ook doenmet ve
toren. We spreken af dat we ve
toren bij elkaar mogen optellen of van elkaar mogen aftrekkenals deze dezelfde lengte hebben en dat we dit optellen/aftrekken 
omponentsgewijs doen. Dus:
(5, 3, 2) + (0, 3, 1) = (5 + 0, 3 + 3, 2+ 1) = (5, 6, 3).Evenzo
(5, 3, 2)− (0, 3, 1) = (5 − 0, 3 − 3, 2− 1) = (5, 0, 1)en
(0, 3, 1)− (5, 3, 2) = (0 − 5, 3 − 3, 1− 2) = (−5, 0,−1).Daarnaast kunnen we ve
toren ook met een getal vermenigvuldigen, we spreken af dat we dit doendoor elk getal in de ve
tor met dit getal te vermenigvuldigen. Dus
2 · (5, 3, 2) = (2 · 5, 2 · 3, 2 · 2) = (10, 6, 4)en
1

6
· (5, 3, 2) = (

1

6
· 5,

1

6
· 3,

1

6
· 2) = (

5

6
,

3

6
,

4

6
).


