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Voorwoord
Tilburg, April 2011Dit di
taat is een nieuwe versie van het in 2010 vers
henen di
taat �Inleiding in de �nan
iële wiskunde�.Het geeft een inleiding in de �nan
iële wiskunde en kan gebruikt worden bij de keuzemodule voor hetvak Wiskunde D. Het di
taat is ges
hreven voor 5 en 6 VWO s
holieren die meer weer willen over�nan
iële wiskunde.Dit di
taat is tot stand gekomen door intensieve samenwerking met de volgende VO do
enten:Ad van der Vrande 2 College CobbenhagenCor Eijkemans Koning Willem II CollegeWenda Hilhorst Koning Willem II CollegeHans de Swart Koning Willem II CollegeHarry de Leuw Theresialy
eumHans Vermeer Theresialy
eumErik Mulder Sint Odulphusly
eumBert Wennekes Sint Odulphusly
eumAd Vers
huren Mill Hill CollegeJan Kolen Mill Hill CollegeMauri
e Hogerbrugge Stedelijk Gymnasium Den Bos
hBarbara Biale
ka ROC TilburgWilly Graafmans Beatrix
ollegeJa
 van der Krabben Beatrix
ollegeDe s
hrijvers bedanken hen en Ramon van den Akker voor de 
oöperatieve instelling, de waardevolleopmerkingen en suggesties voor opgaven.

Informatie wiskunde B/D op de UvT:In 2007 is op de Universiteit van Tilburg een proje
tteam begonnen met het proje
t `wiskunde D opde UvT'. Dit team heeft onder andere di
taten ontwikkeld die voor het vrije deel van wiskunde Dgebruikt kunnen worden. In 2009 is dit proje
t uitgebreid: ook voor het vak wiskunde B zijn di
tatenontwikkeld, die gebruikt kunnen worden voor verdieping van bestaande onderwerpen of toepassing vanbekende wiskunde op nieuwe onderwerpen.Voor meer informatie kunt u kijken op de websites die voor dit proje
t ontwikkeld zijn: www.uvt.nl/wiskundeben www.uvt.nl/wiskunded. U kunt ook 
onta
t opnemen met de proje
tleider, prof. dr. HerbertHamers (H.J.M.Hamers�uvt.nl). i
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Inleiding
In deze inleiding bespreken we uit welke onderwerpen dit di
taat bestaat en hoe leerlingen dit di
taatdienen te gebruiken.Voor de leerlingIn dit di
taat gaan we onderzoeken hoe we het beste in aandelen en een spaarrekening kunnen beleggen.Het is van tevoren niet zeker wat een aandeel opbrengt, maar meestal hebben we wel een idee vanwat de opbrengst ongeveer zal zijn (de verwa
hte opbrengst) en ook hoe zeker we hiervan zijn (hetrisi
o). Door het juiste aandeel te kiezen kunnen we een zo hoog mogelijke verwa
hte opbrengstkrijgen met een zo laag mogelijk risi
o. Je kunt naast beleggen in één aandeel (of sparen) ook een
ombinatie van aandelen kiezen en/of beleggen 
ombineren met sparen. Een dergelijke 
ombinatienoemen we een portefeuille. Nu kunnen we de verhouding waarin het geld in de aandelen belegd wordten op de spaarrekening gezet wordt op een slimme manier kiezen om een zo hoog mogelijke verwa
hteopbrengst te halen met een zo klein mogelijk risi
o, dus om de set van beste portefeuilles te vinden.In dit di
taat gebruiken we vers
hillende onderdelen van wiskunde en kansrekening, die grotendeels inwiskunde B en D al aan de orde zijn geweest. Kansrekening gebruiken we omdat we met onzekerheidte maken hebben, we weten immers niet wat een aandeel pre
ies opbrengt. We denken dan aan debegrippen verwa
htingswaarde, variantie en 
ovariantie. Daarnaast willen we een zo hoog mogelijkeopbrengst met een zo laag mogelijk risi
o. Dit houdt in dat we gaan optimaliseren; een bekendete
hniek uit de wiskunde.Het is, uiteraard, toegestaan je gra�s
he rekenma
hine te gebruiken. Maar let op, als er niet expli
ietgezegd wordt dat je je antwoord mag afronden, dan zul je exa
te antwoorden moeten geven. Eenvoorbeeld:Opgave 0.1Bes
houw de fun
tie f (x) =

√
x.a) Bereken de waarde van f (2).b) Bereken de waarde van f (2) (op 4 de
imalen).Het antwoord op onderdeel a) moet √2 zijn (je laat de wortel dus staan), terwijl het antwoord oponderdeel b) afgerond moet worden (dat is dus 1.4142).
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1Introdu
tie kansrekening
In dit hoofdstuk herhalen we een aantal begrippen uit de kansrekening. Je hebt deze begrippen nodigvoor de berekeningen in het volgende hoofdstuk. Het kan zijn dat deze bekende begrippen, zoalstoevalsvariabele, verwa
htingswaarde, variantie en 
ovariantie, iets anders worden gede�nieerd danje eerder hebt gezien. Daarnaast kijken we naar rekenregels waarmee we de verwa
htingswaarde envariantie van een som van toevalsvariabelen kunnen bepalen.1.1 De toevalsvariabeleEén van de eerste voorbeelden die bij kansrekening aan de orde komt, is het gooien met een dobbel-steen. Aan de hand van de dobbelsteen zullen een aantal begrippen uit de kansrekening uitgelegdworden, maar eerst een overzi
ht van deze begrippen.Kansexperiment : experiment waarvan de uitkomst niet van tevoren vast-staat;Toevalsvariabele : fun
tie die aan elke mogelijke uitkomst van een kansexpe-riment een waarde toekent;Observatie : de waargenomen uitkomst van een uitgevoerd kansexperi-ment;Kansverdeling : een overzi
ht van de kansen behorende bij de mogelijkewaarden van de toevalsvariabele van een kansexperiment;Verwa
htingswaarde : kansgewogen gemiddelde van uitkomsten (de gemiddeldewaarde van de toevalsvariabele die je kunt verwa
hten nahet herhaald uitvoeren van een kansexperiment);Variantie : een getal dat aangeeft in hoeverre de mogelijke uitkomstenuit elkaar liggen (een maat voor de spreiding);Standaarddeviatie : een tweede maat voor de spreiding van mogelijke uitkom-sten (wordt ook wel standaardafwijking genoemd).
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4 1. Introdu
tie kansrekeningVerder gebruiken we de onderstaande notatie.
X, Y : een toevalsvariabele (let op: hoofdletter);
x, y : een observatie van de toevalsvariabele X, Y (let op: kleine letter);
x1, x2, . . . : de mogelijke uitkomsten van een toevalsvariabele;
P(X = xi) : de kans dat de toevalsvariabele X de waarde xi aanneemt;
E (X) of µX : de verwa
htingswaarde van X (µ is de Griekse letter `mu');VAR (X) of σ2

X : de variantie van X (σ is de Griekse letter `sigma');SD(X) of σX : de standaarddeviatie van X.Voor kansen geldt dat:1. Kansen liggen tussen 0 en 1: 0 ≤ P(X = xi) ≤ 1;2. Als je de kansen op alle mogelijke uitkomsten optelt, heeft deze som de waarde 1: n

∑
i=1

P(X = xi) = 1.Laat x1, . . . , xn de mogelijke uitkomsten van X zijn. De verwa
htingswaarde (E (X)) is dus hetgemiddelde van de uitkomsten van het kansexperiment, waarbij rekening gehouden wordt met dekansen op die uitkomsten. De formule is daarom
E (X) = x1 · P(X = x1) + x2 · P(X = x2) + . . . + xn · P(X = xn)

=
n

∑
i=1

xi · P(X = xi). (1.1)De variantie (VAR (X)) is een maat voor de spreiding en geeft dus aan in hoeverre de uitkomstenvan het kansexperiment di
htbij of veraf liggen van de verwa
htingswaarde. De afstand van eenuitkomst xi tot de verwa
htingswaarde E(X) is xi − E(X). Het gemiddelde van deze afstanden isuiteraard gelijk aan nul (zie de�nitie E(X)). Daarom kwadrateren we deze afstand om zo voor iedereindividuele uitkomst op een positieve waarde te komen. Dit betekent dat de variantie gelijk is aan deverwa
htingswaarde van (X − E(X))2:VAR (X) = E((X − E(X))2)

= (x1 − E (X))2 · P(X = x1) + (x2 − E (X))2 · P(X = x2)

+ . . . + (xn − E (X))2 · P(X = xn)

=
n

∑
i=1

(xi − E (X))2 · P(X = xi). (1.2)De variantie is dus nooit negatief. Vaak wordt er in plaats van de variantie gebruik gemaakt van destandaarddeviatie (SD(X)) om de spreiding aan te geven:SD(X) =
√VAR (X). (1.3)De standaarddeviatie (en dus ook de variantie) dienen altijd in verhouding met de verwa
htingswaardegezien te worden. Ongea
ht de kansverdeling van de toevalsvariabele X geldt de Chebyshev ongelijk-heid:

P(|X − E(X)| ≥ k · SD(X)) ≤ 1
k2 .



1.1. De toevalsvariabele 5De kans dat een toevalsvariabele een waarde aanneemt met een bepaalde afstand tot de verwa
h-tingswaarde kan dus worden afges
hat door middel van de standaarddeviatie. Neem bijvoorbeeld
k = 2. Dan weet je dat de kans dat de waarneming meer dan tweemaal de standaarddeviatie vande verwa
htingswaarde a�igt maximaal 25% is. Dus de kans dat de waarneming zi
h bevindt binnentweemaal de standaarddeviatie van de verwa
htingswaarde is minimaal 75%. Zo is op dezelfde manieraf te leiden dat de kans minstens 89% is dat de waarneming zi
h binnen een afstand van driemaal destanddaarddeviatie van de verwa
htingswaarde bevindt.Bovenstaande begrippen worden geïllustreerd in het onderstaande voorbeeld: het gooien met eendobbelsteen.Voorbeeld 1.1: Dobbelsteen: een aantal begrippenAls je gooit met een dobbelsteen, weet je niet van tevoren wat de uitkomst zal zijn. Het gooien meteen dobbelsteen is een kansexperiment. Bij een kansexperiment hoort een toevalsvariabele. Bij eendobbelsteen kan dat bijvoorbeeld het aantal ogen zijn dat bovenkomt, maar ook of het aantal ogeneven of oneven is of dat het kleiner of groter dan 3 is. Als je het kansexperiment uitvoert, dan krijgje natuurlijk wel een uitkomst. Dit wordt ook wel een observatie of waarneming genoemd. Als je bijhet gooien met een dobbelsteen kijkt naar het aantal ogen, dan zijn de mogelijke uitkomsten 1, 2,3, 4, 5 en 6; als je kijkt naar even/oneven, dan zijn de mogelijke uitkomsten `even' en `oneven'.Twee mogelijke toevalsvariabelen bij het gooien met een dobbelsteen zijn:

X = `het aantal gegooide ogen'en
Y = `het aantal keer een even aantal ogen'.Als je één keer met een dobbelsteen gooit en je krijgt 5 ogen boven, dan zijn de observaties xen y gelijk aan x = 5 en y = 0. Gooi je 2, dan zijn x = 2 en y = 1.Bij het gooien met een eerlijke dobbelsteen, is de kans dat je 1 gooit gelijk aan de kans dat je 2gooit, of 3 of 4 of 5 of 6. De kans op 3 ogen kun je noteren met P(X = 3). Omdat elk aantal ogeneven waars
hijnlijk is, weet je dat P(X = 1) = P(X = 2) = P(X = 3) = P(X = 4) = P(X = 5) =

P(X = 6). Omdat je ook weet dat kansen samen pre
ies 1 moeten zijn en kansen altijd tussen 0 en1 liggen, kun je nu de kansverdeling van X opstellen.
xi 1 2 3 4 5 6
P(X = xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6Nu we de kansverdeling hebben, kunnen we de verwa
htingswaarde uitrekenen. De variabele X heeftzes mogelijke uitkomsten (1 tot en met 6) en volgens (1.1) geldt dan:

E (X) = P(X = 1) · 1 + P(X = 2) · 2 + . . . + P(X = 6) · 6

= 1
6
· 1 + 1

6
· 2 + 1

6
· 3 + 1

6
· 4 + 1

6
· 5 + 1

6
· 6

= 21
6

= 3.5.Natuurlijk kun je geen 3.5 ogen gooien, maar als je heel vaak gooit zul je gemiddeld 3.5 ogen gooien.De verwa
htingswaarde is een 
entrummaat; zij geeft aan rond welke waarde de mogelijke uitkomstenzi
h bevinden. Naast de verwa
htingswaarde kun je ook de variantie van een toevalsvariabele Xbepalen. De variantie is een spreidingsmaat en geeft aan hoever de mogelijke uitkomsten uit elkaar



6 1. Introdu
tie kansrekeningliggen. De variantie van X (met mogelijke uitkomsten 1 tot en met 6) kun je berekenen doorVAR (X) = (1 − E (X))2 · P(X = 1) + (2 − E (X))2 · P(X = 2)

+ . . . + (6 − E (X))2 · P(X = 6)

= (1 − 3.5)2 · 1
6 + (2 − 3.5)2 · 1

6 + . . . + (6 − 3.5)2 · 1
6

= 35
12

.Een tabel kan ervoor zorgen dat je beter overzi
ht houdt als je de variantie berekent; in deze tabelgeldt pi = P(X = xi).
xi xi − E (X) (xi − E (X))2 pi (xi − E (X))2 pi1 -2.5 6.25 1

6
25
242 -1.5 2.25 1

6
9
243 -0.5 0.25 1

6
1
244 0.5 0.25 1

6
1
245 1.5 2.25 1

6
9
246 2.5 6.25 1

6
25
241 70
24De variantie is VAR (X) = 70

24
= 35

12
en de standaarddeviatie is dan SD(X) =

√

35
12

≈ 1.7078. Merk opdat we via de Chebyshev ongelijkheid kunnen a�eiden dat de kans minstens 75% is dat een waarne-ming zi
h bevindt tussen tussen 0.0844 en 6.9156. Uiteraard bevinden alle (100%) waarnemingenzi
h in dit voorbeeld tussen deze twee waarden.Opgave 1.1 S
hiets
hijfRoy s
hiet met een kruisboog op een s
hiets
hijf. De s
hijf heeft zes s
ores:10 als hij in de roos s
hiet en daaromheen nog 8, 6, 4 en 2. Als hij mist, s
oorthij 0. a) Bes
hrijf het kansexperiment.b) Geef een mogelijke toevalsvariabele aan de hand van dit kansex-periment.Roy is een goede s
hutter en de kans om volledig te missen (0 punten) is danook klein en bovendien even groot als de kans dat hij de buitenste ring raakt(2 punten). Verder is de kans op 8 en op 6 punten even groot. De�nieer Xals het aantal punten dat Roy krijgt. 108 6 4 2 0
De gedeeltelijke kansverdeling van X is gegeven in de onderstaande tabel.

xi 10 8 6 4 2 0
P(X = xi) . . . 0.3 . . . 0.1 . . . 0.05
) Maak de kansverdeling 
ompleet.d) Bereken de verwa
htingswaarde, variantie en standaarddeviatie van X.Ook een 
ollega van Roy, Ruud, wil wel eens s
hieten met een kruisboog. Hij heeft dit nog niet zovaak gedaan en mist dus ook vaker dan Roy. Laat Y het aantal punten dat Ruud krijgt zijn. Dekansverdeling van Y is gegegeven in de onderstaande tabel.

yi 10 8 6 4 2 0
P(Y = yi) 0.05 0.125 0.125 0.25 0.25 0.20



1.1. De toevalsvariabele 7e) Bereken de verwa
htingswaarde, variantie en standaarddeviatie van Y.f) Kun je aan de hand van de verwa
htingswaarde iets zeggen over wie de betere s
hutter is?g) Voegt de variantie of de standaardafwijking daar nog iets aan toe?Opgave 1.2 MuntstukBen gooit één keer met een eerlijk muntstuk. Als kop bovenkomt, telt dat als 1 en als muntbovenkomt als 0.a) Wat is hier het kansexperiment? En wat de toevalsvariabele?b) Wat is de bijbehorende kansverdeling?
) Wat is de verwa
htingswaarde, de variantie en de standaarddeviatie?Opgave 1.3 Proefwerk
ijfersMeneer Norde en meneer Van Dam hebben allebei een 5VWO klas wiskunde B. Ze geven een proe-fwerk over de e-ma
hten en vergelijken na a�oop de 
ijfers. Het 
ijfer van een willekeurige leerlinguit de klas van meneer Norde volgt de onderstaande kansverdeling.
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P(X = x) 0 0 0 0 1

10
1

10
1
2

1
5

1
10

0Het 
ijfer van een willekeurige leerling uit de klas van meneer Van Dam volgt de onderstaande kans-verdeling.
y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P(Y = y) 0 0 0 1

20
1

20
1

10
1
2

1
5

1
20

1
20a) Bereken het gemiddelde 
ijfer voor elke klas.b) Bereken de variantie en standaarddeviatie van de 
ijfers voor elke klas.
) Vergelijk de beide klassen.Een spe
iaal geval van een toevalsvariabele is de gedegenereerde toevalsvariabele. Deze toevalsvari-abele heeft maar één mogelijke uitkomst en eigenlijk is er dus geen sprake van toeval. Je weet vantevoren pre
ies wat eruit komt. Maar af en toe is het handig om een 
onstante op te vatten als eengedegenereerde toevalsvariabele. Je zult het nog tegenkomen in het volgende hoofdstuk.Gedegenereerde toevalsvariabeleEen gedegenereerde toevalsvariabele X is een toevalsvariabele die maar één uitkomst heeft.Voorbeeld 1.2: Dobbelsteen: gedegenereerde toevalsvariabeleDe�nieer de toevalsvariabele Z als `het aantal keer dat je zes ogen of minder gooit bij één worp'. Jehebt nu maar één mogelijke uitkomst, namelijk 1 (je gooit sowieso 6 ogen of minder). De kansver-deling is dan als onderstaand.

zi 1
P(Z = zi) 1



8 1. Introdu
tie kansrekeningDe verwa
htingswaarde, variantie en standaarddeviatie zijn gegeven door
µZ = 1 · 1 = 1, σ2

Z = (1 − 1) · 1 = 0, σZ =
√

0 = 0.De verwa
htingswaarde (de 
entrummaat) geeft dus pre
ies de enig mogelijke uitkomst en de vari-antie en standaarddeviatie (de spreidingsmaten) zijn 0; er is dus geen spreiding. Dat is logis
h, wanter is maar één uitkomst.Opgave 1.4 Muntstuk met identieke zijdenBen gooit met een spe
iaal muntstuk: aan beide zijden staat munt. We kijken naar de toevalsvaria-bele X = `aantal keer kop bij één worp'.a) Wat is de kansverdeling die hoort bij het gooien van dit spe
iale muntstuk.b) Wat zijn de verwa
htingswaarde, de variantie en de standaarddeviatie?Opgave 1.5 Centrum- en spreidingsmaten van een gedegenereerde toevalsvariabeleDe toevalsvariabele X is een gedegenereerde toevalsvariabele; de enig mogelijke uitkomst is de 
on-stante c.a) Wat is de kansverdeling die hoort bij X?b) Wat zijn de verwa
htingswaarde, de variantie en de standaarddeviatie van X?
1.2 Samenhang tussen toevalsvariabelenIn de vorige paragraaf hebben we naar één toevalsvariabele gekeken. Je kunt ook naar meerderetoevalsvariabelen tegelijk kijken. Deze hoeven niets met elkaar te maken hebben: denk bijvoorbeeldaan het gooien met een rode en een groene dobbelsteen. Het aantal geworpen ogen van de rodedobbelsteen zal geen invloed hebben op het aantal geworpen ogen van de groene dobbelsteen. Maarhet kan heel goed dat twee toevalsvariabelen wel invloed op elkaar hebben. Denk bijvoorbeeld aande hoeveelheid regen die valt in Tilburg en in Breda: als het in Tilburg veel regent, zal in Bredawaars
hijnlijk ook een grote hoeveelheid regen vallen. Een tweede voorbeeld is het aantal gewonnenwedstrijden en het aantal gemaakte doelpunten van een voetbal
lub: als een voetbal
lub veel doelpun-ten maakt, zal deze waars
hijnlijk ook veel wedstrijden winnen. Maar het is niet zo dat als Ajax meerdoelpunten maakt dan Feyenoord, dat dit automatis
h betekent dat Ajax meer wedstrijden wint danFeyenoord. Het kan zijn dat Ajax ook meer tegendoelpunten krijgt of dat Ajax toevallig één of tweewedstrijden heeft gespeeld waarbij het een grote uitslag heeft gehaald. Ook de regen in Breda enTilburg kent geen één-op-één relatie: het kan op een dag best regenen in Tilburg en die dag droogblijven in Breda.Om wiskundig met samenhang tussen twee toevalsvariabelen om te kunnen gaan, hebben we degezamenlijke kansverdeling nodig. Zo'n kansverdeling kun je goed weergeven in een kruistabel.



1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 9Gezamenlijke kansverdelingDe gezamenlijke kansverdeling van de toevalsvariabelen X en Y geeft de kans dat één bepaaldeuitkomst xi én één bepaalde uitkomst yj voorkomen. Zo'n kansverdeling kun je in een tabelweergeven.
Y

y1 y2 . . . ym

X
x1 p1,1 p1,2 . . . p1,m

x2 p2,1 p2,2 . . . p2,m... ... ... ... ...
xn pn,1 pn,2 . . . pn,mHierin is pi,j = P(X = xi en Y = yj) de kans dat X de uitkomst xi toewijst en Y deuitkomst yj. De twee regels van een kansverdeling gelden ook hier:1. Kansen liggen tussen 0 en 1: 0 ≤ P(X = xi en Y = yj) ≤ 1;2. Als je de kansen op de mogelijke uitkomsten optelt, heeft deze som de waarde1: n

∑
i=1

m

∑
j=1

P(X = xi en Y = yj) = 1.Als je de kans wiskundig ops
hrijft, maakt het niet uit of je eerst X = xi of eerst Y = yjnoteert: P(X = xi en Y = yj) = P(Y = yj en X = xi).Voorbeeld 1.3: Pa
man: gezamenlijke kansverdelingGijs werkt in de winkel Pa
man, waar spel
omputers en bijbehorende spellen worden verko
ht. Hetvalt hem op dat veel klanten bij de aankoop van de spel
omputer SpelJongen ook het spelletje Pizza-Man kopen; de verkoop
ijfers lijken samen te hangen. Gijs kan de verkopen zien als toevalsvariabelen
X en Y, waarbij X en Y gede�nieerd zijn als

X = `het aantal verko
hte spelletjes PizzaMan op één dag'en
Y = `het aantal verko
hte SpelJongens op één dag'.Gijs kan de onderstaande gezamenlijke kansverdeling met betrekking tot het aantal verko
hte spel-letjes PizzaMan (X) en het aantal verko
hte SpelJongens (Y) opstellen.

Y0 1 2
X

0 0.10 0 01 0.06 0.14 02 0.04 0.26 0.103 0 0.10 0.20Geeft deze tabel e
ht een kansverdeling weer? Dan moet gelden dat alle kansen tussen 0 en 1liggen en je kunt in één oogopslag zien dat dit het geval is. Verder moeten de kansen, als je ze



10 1. Introdu
tie kansrekeningoptelt, samen pre
ies 1 zijn. Ook dat klopt (ga zelf na). Wat betekent deze tabel? Er staatdat de kans dat je op één dag 0 spelletjes PizzaMan en 0 SpelJongens verkoopt, 0.10 is, ofwel
P(X = 0 en Y = 0) = 0.10. Een ander voorbeeld: de kans dat je op één dag 2 spelletjesPizzaMan en 1 SpelJongen verkoopt, is 0.26, ofwel P(X = 2 en Y = 1) = 0.26.Opgave 1.6 SpelJongens en PizzaMannenKijk nog eens naar de gezamenlijke kansverdeling in het voorbeeld Pa
man.a) Wat is de kans dat op één dag 2 SpelJongens en 3 spelletjes PizzaMan verko
ht worden? Gebruikde wiskundige notatie in je antwoord.b) Wat is de kans dat op één dag 0 SpelJongens en 3 spelletjes PizzaMan of 1 SpelJongen en 3spelletjes PizzaMan of 2 SpelJongens en 3 spelletjes PizzaMan verko
ht worden?
) Kun je de kans bepalen dat er 3 spelletjes PizzaMan verko
ht worden? Zo ja, wat is die kans?Als je een gezamenlijke kansverdeling behorende bij X en Y hebt, kun je dan iets over de tweetoevalsvariabelen apart zeggen? Kun je de kansverdeling van X en van Y bepalen? Dat kan, en diekansverdeling noemen we dan de marginale kansverdeling.Marginale kansverdelingDe marginale kansverdeling van toevalsvariabele X kun je, als je de gezamenlijke kansverdelingvan de toevalsvariabelen X en Y hebt, bepalen op de onderstaande manier.

P(X = xi) = P(X = xi en Y = y1) + P(X = xi en Y = y2) + . . .

+P(X = xi en Y = ym)

=
m

∑
j=1

P(X = xi en Y = yj).De marginale kansverdeling van Y kun je op eenzelfde manier vinden:
P(Y = yj) =

n

∑
i=1

P(Y = yj en X = xi).

Als je kijkt naar de tabel met de gezamenlijke kansverdeling, dan kun je de marginale kansverdelingvan X vinden door de kansen in de rijen op te tellen en de marginale kansverdeling van Y door dekansen in de kolommen op te tellen.
Y

y1 y2 . . . ym

X

x1 p1,1 p1,2 . . . p1,m P(X = x1)
x2 p2,1 p2,2 . . . p2,m P(X = x2)... ... ... ... ... ...
xn pn,1 pn,2 . . . pn,m P(X = xn)

P(Y = y1) P(Y = y2) . . . P(Y = ym)



1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 11Voorbeeld 1.4: Pa
man: marginale kansverdelingenGijs kan, met behulp van de gezamenlijke kansverdeling, de marginale kansverdelingen van het aantalverko
hte spelletjes PizzaMan (X) en van het aantal verko
hte SpelJongens (Y) bepalen. Kijk evennaar de kans P(X = 2). Als we de formule toepassen, krijgen we:
P(X = 2) = P(X = 2, Y = 0) + P(X = 2, Y = 1) + P(X = 2, Y = 2)

= 0.04 + 0.26 + 0.10

= 0.40.Je krijgt deze kans ook door de kansen in de rij horende bij X = 2 op te tellen. Je kunt dit doenvoor alle mogelijke uitkomsten van X en van Y.
Y0 1 2

X

0 0.10 0 0 0.101 0.06 0.14 0 0.202 0.04 0.26 0.10 0.403 0 0.10 0.20 0.300.20 0.50 0.30Als je de kansverdelingen van X en Y in tabelvorm ops
hrijft, krijg je de twee onderstaande tabellen.
xi 0 1 2 3
P(X = xi) 0.10 0.20 0.40 0.30

yj 0 1 2
P(Y = yj) 0.20 0.50 0.30

Opgave 1.7 Gezamenlijke en marginale kansverdelingChris doet onderzoek naar werk en uitgaan bij eerstejaars studenten. Hij kijkt naar X = `loon in euro's (per week)'en Y = `aantal keer uitgaan (per week)'. Hij heeft de onderstaande gezamenlijke kansverdeling.
Y0 1 2 3

X
0 0.05 0.13 0.02 050 0.03 0.20 0.25 0.02100 0.02 0.07 0.13 0.08a) Wat zijn de marginale kansverdelingen van X en van Y?b) Bereken de verwa
htingswaarden en varianties van X en van Y.
) Wat is de kans dat een student e 50 verdient en 2 keer per week uitgaat?d) Wat is de kans dat een student 2 keer per week uitgaat?e) Wat is de kans dat een student e 50 verdient?



12 1. Introdu
tie kansrekeningOpgave 1.8 Pa
manKijk nog eens naar het voorbeeld Pa
man.a) Wat is de kans dat Gijs 1 SpelJongen en 1 PizzaMan verkoopt?b) Wat is de kans dat Gijs 1 SpelJongen verkoopt?
) Kun je de kans bepalen dat Gijs 1 PizzaMan verkoopt, gegeven dat hij ook 1 SpelJongenverkoopt?Stel dat je een gezamenlijke kansverdeling hebt en de uitkomst van één van de twee toevalsvariabelenal weet. Dan kun je die informatie gebruiken om iets te zeggen over de uitkomst van de andere toevals-variabele. Laat X en Y twee toevalsvariabelen zijn. Dan is de voorwaardelijke kans P(X = xi|Y = yj)de kans dat toevalsvariabele X de waarde xi aanneemt, gegeven dat de toevalsvariabele Y de waarde
yj aanneemt.Voorbeeld 1.5: Pa
man: voorwaardelijke kansAls Gijs weet dat hij op één dag 2 SpelJongens verkoopt, wat is dan de kans dat hij 3 spelletjesPizzaMan verkoopt? Kijk nog eens naar de gezamenlijke en marginale kansverdelingen.

Y0 1 2
X

0 0.10 0 0 0.101 0.06 0.14 0 0.202 0.04 0.26 0.10 0.403 0 0.10 0.20 0.300.20 0.50 0.30Gijs weet dat hij in de vetgedrukte kolom zit, omdat hij weet dat hij 2 SpelJongens verkoopt. Dekans dat hij in die kolom zit, is dus 1. Nu kan hij op die dag nog 0, 1, 2 of 3 spelletjes PizzaManverkopen, en die kansen moeten opgeteld samen pre
ies 1 zijn. Als je de vetgedrukte kansen optelt,krijg je 0.30, maar dat zijn ook geen voorwaardelijke kansen. Als je dan deelt door 0.30, zullen deopgetelde kansen wel samen 1 zijn. Dus
P(X = 3|Y = 2) =

0.20

0.30
=

2

3
.

Voorwaardelijke kansAls je de gezamenlijke en marginale kansverdelingen van X en Y hebt, dan wordt de voor-waardelijke kans gegeven door
P(X = xi|Y = yj) =

P(X = xi en Y = yj)

P(Y = yj)
.



1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 13Opgave 1.9 Voorwaardelijke kansenKijk nog eens naar de gezamenlijke en marginale kansverdelingen in opgave 1.7.a) Bereken P(X = 50|Y = 2) en P(Y = 2|X = 50).b) Bereken P(X = 0|Y = 3) en P(Y = 3|X = 0).
) Bereken P(Y = 1|X = 100) en P(X = 100|Y = 1).We begonnen deze paragraaf met de samenhang tussen twee toevalsvariabelen. Als twee variabeleninvloed op elkaar hebben (als de uitkomsten samenhangen), wordt gezegd dat deze twee variabelenafhankelijk zijn.

X en Y (on)afhankelijkTwee toevalsvariabelen X en Y zijn afhankelijk als de uitkomst van de ene toevalsvariabeleinvloed heeft op de uitkomst van de andere toevalsvariabele. Ze zijn onafhankelijk als dit niethet geval is. Per de�nitie geldt dat als X en Y onafhankelijk zijn, dat dan
P(X = xi|Y = yj) = P(X = xi) voor alle i en alle j.

Voorbeeld 1.6: Pa
man: onafhankelijkheidGijs weet dat P(X = 3|Y = 2) = 2
3 en dat P(X = 3) = 3

10
, dus dat P(X = 3|Y = 2) 6= P(X = 3).

X en Y zijn dus afhankelijk.Nu weet je wel of twee variabelen afhankelijk zijn. Maar je weet nog niet hoe en in welke mate. De
ovariantie is een maat voor de afhankelijkheid. Beter gezegd geldt dat de 
ovariantie een maat isvoor lineaire afhankelijkheid. We gaan hier verder niet op in en gebruiken in dit di
taat de 
ovariantieals een maat voor afhankelijkheid. Zie e
hter Opgave 1.14 voor een kennismaking met niet-lineaireafhankelijkheid.



14 1. Introdu
tie kansrekeningCovariantieDe 
ovariantie is een maat voor de afhankelijkheid van de toevalsvariabelen X en Y. Xheeft n mogelijke uitkomsten: x1, . . . , xn en Y heeft m mogelijke uitkomsten: y1, . . . , ym.De 
ovariantie wordt genoteerd door COV(X, Y) of door σX,Y en wordt als volgt berekend,waarbij pi,j = P(X = xi en Y = yj):COV(X, Y) = E((X − E(X)) · (Y − E(Y)))

= (x1 − E (X)) · (y1 − E (Y)) · p1,1

+ (x2 − E (X)) · (y1 − E (Y)) · p2,1

+ . . . . . . . . .

+ (xn − E (X)) · (y1 − E (Y)) · pn,1

+ (x1 − E (X)) · (y2 − E (Y)) · p1,2

+ (x2 − E (X)) · (y2 − E (Y)) · p2,2

+ . . . . . . . . .

+ (xn − E (X)) · (y2 − E (Y)) · pn,2

+ . . . . . . . . .

+ (x1 − E (X)) · (ym − E (Y)) · p1,m

+ (x2 − E (X)) · (ym − E (Y)) · p2,m

+ . . . . . . . . .

+ (xn − E (X)) · (ym − E (Y)) · pn,m

=
n

∑
i=1

m

∑
j=1

(xi − E (X)) · (yj − E (Y)) · pi,j.

De formule van de 
ovariantie ziet er miss
hien erg ingewikkeld uit, maar is niet zo moeilijk om toete passen.Voorbeeld 1.7: Verkoop spel(
omputer): CovariantieIn de onderstaande tabel staan de gezamenlijke kansverdeling en marginale kansverdelingen van deverkoop van de spelletjes PizzaMan (X) en de SpelJongens (Y).
Y0 1 2

X

0 0.10 0 0 0.101 0.06 0.14 0 0.202 0.04 0.26 0.10 0.403 0 0.10 0.20 0.300.20 0.50 0.30Om de 
ovariantie te bepalen, heb je ook de verwa
htingswaarde van X en Y nodig:
µX = 0.1 · 0 + 0.2 · 1 + 0.4 · 2 + 0.3 · 3 = 1.9,

µY = 0.2 · 0 + 0.5 · 1 + 0.3 · 2 = 1.1.



1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 15De 
ovariantie van X en Y kun je nu berekenen, waarbij pi,j = P(X = xi en Y = yj).
xi yj xi − µX yj − µY pi,j (xi − µX)(yj − µY)pi,j0 0 -1.9 -1.1 0.10 0.20900 1 -1.9 -0.1 0 00 2 -1.9 0.9 0 01 0 -0.9 -1.1 0.06 0.05941 1 -0.9 -0.1 0.14 0.01261 2 -0.9 0.9 0 02 0 0.1 -1.1 0.04 -0.00442 1 0.1 -0.1 0.26 -0.00262 2 0.1 0.9 0.10 0.00903 0 1.1 -1.1 0 03 1 1.1 -0.1 0.10 -0.01103 2 1.1 0.9 0.20 0.19801 0.47Wat zegt die 
ovariantie nu eigenlijk? Als je de mogelijke waarden van X en Y uit het voorbeeld Pa
-man tekent in een assenstelsel (zie �guur 1.1(a)), dan lijkt het alsof hoe groter X is, des te groter Yis. In �guur 1.1(b) zijn ook nog lijnen toegevoegd die de verwa
htingswaarden van X en Y weergeven.PSfrag repla
ements

X

Y

0 1 2 301
2

(a) De uitkomsten.
PSfrag repla
ements

X

Y

µX

µY

0 1 2 301
2

(b) De uitkomsten en de verwa
htingswaarden.Figuur 1.1: De mogelijke uitkomsten van X en Y uit het voorbeeld Pa
man.In �guur 1.2(a) staat gra�s
h weergegeven hoe je één term van de 
ovariantie ((x2 − µX)(y1 −
µY)P(X = x2 en Y = y1)) uitrekent. De waarde van de aangegeven term zal positief zijn, omdatzowel (x2 − µX) als (y1 − µY) negatief zijn. Dat geldt ook voor alle andere punten onder µY en linksvan µX. Voor de punten boven µY en re
hts van µX geldt dat zowel (xi − µX) als (yj − µY) positiefzijn en dat de term van de 
ovariantie dat dus ook is.In �guur 1.2(b) zijn de grijze gebieden de gebieden waarin de afzonderlijke termen van de 
ovariantiepositief zijn en de witte gebieden de gebieden waarin die termen negatief zijn (ga zelf na waarom).Je ziet dat in het voorbeeld Pa
man de meeste termen positief zijn en ook de totale 
ovariantiepositief is. Een positieve 
ovariantie geeft dus een positief verband weer.Het is natuurlijk ook mogelijk dat er vooral punten staan in de witte gebieden; zie �guur 1.3. Er
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PSfrag repla
ements

µX

µY

X

Y

x2 − µX

y1 − µY

00.20.40.60.81
0 1 2 3

00.20.40.60.81 01
2

(a) Eén term.
PSfrag repla
ements µX

µY

X

Y

0 1 2 301
2
(b) Positieve en negatieve gebieden.Figuur 1.2: Positieve en negatieve termen in de 
ovariantie.

PSfrag repla
ements
µX

µY

X

Y

00.20.40.60.81

2 4 6 8 10 12
00.20.40.60.81 510

1520
25

Figuur 1.3: Negatief verband tussen X en Y.lijkt dan een negatief verband te zijn tussen de twee toevalsvariabelen X en Y. In dat geval zal de
ovariantie negatief zijn. Dus als de 
ovariantie negatief is, duidt dit op een negatief verband.De 
ovariantie kan ook nul zijn. Dat is bijvoorbeeld het geval als twee variabelen onafhankelijk zijn.Maar let op: als de 
ovariantie nul is, wil dat niet automatis
h zeggen dat twee variabelen onafhankelijkzijn. Voorbeeld 1.8: Covariantie en (on)afhankelijkheidEr zijn twee toevalsvariabelen, X en Y, met de onderstaande gezamenlijke kansverdeling.
Y-1 0 1

X
2 0 1/3 0 1/35 1/3 0 1/3 2/31/3 1/3 1/3Ook de marginale kansverdelingen van X en Y zijn gegeven. De verwa
htingswaarden van X en Y



1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 17zijn µX = 4 en µY = 0. De 
ovariantie is dan
σX,Y = 0 · (2 − 4) · (−1 − 0) + 1/3 · (2 − 4) · (0 − 0) + 0 · (2 − 4) · (1 − 0)

+ 1/3 · (5 − 4) · (−1 − 0) + 0 · (5 − 4) · (0 − 0) + 1/3 · (5 − 4) · (1 − 0)

= 1/3 · 1 · −1 + 1/3 · 1 · 1 = −1/3 + 1/3

= 0.De 
ovariantie is dus gelijk aan nul, maar geldt dan ook dat de variabelen onafhankelijk zijn? Als
X en Y onafhankelijk zijn, dan moet gelden dat P(Y = −1|X = 2) = P(Y = −1). Maar, P(Y =

−1|X = 2) = 0/1/3 = 0 en P(Y = −1) = 1/3, dus X en Y zijn niet onafhankelijk.Ten slotte is er nog een bijzonder geval: de 
ovariantie van een toevalsvariabele en een gedegenereerdetoevalsvariabele is altijd nul.Teken van 
ovariantieDe 
ovariantie kan positief en negatief zijn; een positieve 
ovariantie wijst op een positiefverband, een negatieve op een negatief verband.Verder geldt dat de 
ovariantie van X en Y in twee gevallen nul is:1. als X en Y onafhankelijk zijn;2. als X en/of Y een gedegenereerde toevalsvariabele is.Opgave 1.10 CovariantieKijk nog eens naar opgave 1.7. We bekijken X = `loon in euro's (per week)' en Y = `aantal keer uitgaan (per week)',met de onderstaande gezamenlijke kansverdeling.
Y0 1 2 3

X
0 0.05 0.13 0.02 050 0.03 0.20 0.25 0.02100 0.02 0.07 0.13 0.08Verder heb je in opgave 1.7 uitgerekend dat E (X) = 55 en E (Y) = 1.5.a) Bereken de 
ovariantie.b) Is het verband positief of negatief? Is dat logis
h volgens jou?



18 1. Introdu
tie kansrekeningOpgave 1.11 CovariantieKijk nog eens naar �guur 1.3. De gezamenlijke kansverdeling van X en Y is gegeven in onderstaandetabel.
Y6 8 9 10 13 15 18 24

X

2 0 0 0 0 0 0 0 0.103 0 0 0 0 0 0 0.10 0.104 0 0 0 0 0 0.10 0 05 0 0 0 0 0.10 0 0 07 0 0 0 0.10 0.10 0 0 08 0 0 0.10 0 0 0 0 09 0 0.10 0 0 0 0 0 012 0.10 0 0 0 0 0 0 0a) Bepaal de marginale kansverdelingen van X en van Y.b) Bepaal de verwa
htingswaarde en variantie van X.
) Bepaal de verwa
htingswaarde en variantie van Y.d) Bepaal de 
ovariantie van X en Y.We kunnen nu de 
ovariantie berekenen en dat zegt iets over het verband, namelijk of het eenpositief of een negatief verband is. Maar we weten niet of het verband sterk of zwak is. Is deCOV(X, Y) = 0.47 uit het voorbeeld Pa
man groot of klein? Omdat de 
ovariantie ergens tussen
−∞ en +∞ ligt, kun je dat niet zomaar zeggen. Daarvoor kun je de 
orrelatie
oë�
iënt gebruiken.Hier komt altijd een getal tussen -1 en 1 uit. Hoe di
hter bij de 1 of -1, des te sterker is het verbandtussen de toevalsvariabelen.Correlatie
oë�
iëntDe 
orrelatie
oë�
iënt, genoteerd door COR(X, Y) of ρX,Y, geeft aan hoe sterk het verbandtussen X en Y is (ρ is de Griekse letter `rho'). De 
orrelatie
oë�
iënt is de�nieerd door:COR(X, Y) =

COV(X, Y)SD(X)SD(Y) .De 
orrelatie
oë�
iënt ligt altijd tussen -1 en 1:
−1 ≤ COR(X, Y) ≤ 1.Als ρX,Y = −1, dan is er een perfe
t negatief verband en als ρX,Y = 1, dan is er een perfe
tpositief verband. Hoe di
hter ρX,Y bij 1 of -1 ligt, des te sterker is het verband.

Voorbeeld 1.9: Pa
man: 
orrelatie
oë�
iëntOm de 
orrelatie
oë�
iënt van het verko
hte aantal spelletjes PizzaMan (X) en SpelJongens (Y)



1.3. Rekenregels 19te berekenen, moet Gijs eerst de standaarddeviatie van X en Y bepalen:
σ2

X = 02 · 0.1 + 12 · 0.2 + 22 · 0.4 + 32 · 0.3 − 1.92 = 0.89

σX =
√

0.89

σ2
Y = 02 · 0.2 + 12 · 0.5 + 22 · 0.3 − 1.12 = 0.49

σY =
√

0.49 = 0.7.De 
ovariantie is 0.47, dus de 
orrelatie
oë�
iënt is:
ρX,Y =

0.47√
0.89 · 0.7

≈ 0.7117.Een 
orrelatie
oë�
iënt van ongeveer 0.7117 geeft aan dat het verband positief is en bovendienredelijk sterk is.Opgave 1.12 Correlatie
oë�
iëntKijk nog eens naar opgaven 1.7 en 1.10. Wat is de 
orrelatie
oë�
iënt van X en Y (op vier de
imalennauwkeurig)?Opgave 1.13 Correlatie
oë�
iëntKijk nog eens naar opgave 1.11. Wat is de 
orrelatie
oë�
iënt van X en Y?Opgave 1.14 Covariantie en lineaire (on)afhankelijkheidLaat X een toevalsvariabele zijn met E(X) = 0 en E(X3) = 0. Laat Y de toevalsvariabele zijn diegede�nieerd wordt door Y = X2. Bepaal de 
ovariantie van X en Y. Zijn X en Y onafhankelijk?
1.3 RekenregelsIn sommige situaties kan het zijn dat je niet iets wilt weten over de toevalsvariabele zelf, maar eigenlijkiets over een fun
tie van de toevalsvariabele. Denk bijvoorbeeld aan een winkel: je bent geïnteresseerdin de omzet van de winkel en niet zozeer in het aantal produ
ten dat verko
ht is. Natuurlijk hebbendeze wel met elkaar te maken: door produ
ten te verkopen, krijg je omzet. De omzet van eenwinkel is niets meer dan het geld dat de verko
hte produ
ten opbrengen. Omdat het aantal verko
hteprodu
ten een toevalsvariabele is, is de omzet dat ook. De omzet is immers een fun
tie van het aantalverko
hte produ
ten.Er zijn regels om de verwa
htingswaarde en variantie van een fun
tie van een toevalsvariabele teberekenen.



20 1. Introdu
tie kansrekeningRekenregels voor verwa
htingswaarde en variantie
X en Y zijn toevalsvariabelen met verwa
htingswaarden E (X) en E (Y), varianties VAR (X)en VAR (Y) en 
ovariantie COV(X, Y). De toevalsvariabele Z is gede�nieerd als Z = a · X +
b · Y + c, met a, b en c 
onstanten. De verwa
htingswaarde van Z is dan

E (Z) = a · E (X) + b · E (Y) + c, (1.4)en de variantie isVAR (Z) = a2 · VAR (X) + b2 · VAR (Y) + 2 · a · b · COV(X, Y). (1.5)
Bewijs :Het bewijs voor de verwa
htingswaarde is kort:

E (Z) = E (a · X + b · Y + c)

= E(aX) + E(bY) + E(c)

= a · E (X) + b · E (Y) + c.Het bewijs voor de variantie is iets langer:VAR (Z) = E((Z − E(Z))2)

= E((a · X + b · Y + c − (a · E(X) + b · E(Y) + c))2)

= E((a(X − E(X)) + b(Y − E(Y)))2)

= E((a(X − E(X)))2) + E((b(Y − E(Y)))2) + E((2ab(X − E(X))(Y − E(Y)))

= E((a2(X − E(X))2) + E((b2(Y − E(Y))2) + E((2ab(X − E(X))(Y − E(Y)))

= a2 · E((X − E(X))2) + b2 · E((Y − E(Y))2) + 2 · a · b · E((X − E(X))(Y − E(Y))

= a2 ·VAR (X) + b2 ·VAR (Y) + 2 · a · b · COV(X, Y).Voorbeeld 1.10: Pa
man: omzet en winstGijs weet dat een spelletje PizzaMan e 30 kost; een SpelJongen e 150. De omzet Z van de winkelPa
Man (wat betreft de SpelJongens en de spelletjes PizzaMan) kan dus ges
hreven worden als
Z = 30X + 150Y. Omdat Gijs de verwa
htingswaarden, varianties en 
ovariantie van X en Y alweet (E (X) = 1.9, E (Y) = 1.1, VAR (X) = 0.89, VAR (Y) = 0.49 en COV(X, Y) = 0.47), kan hijmet behulp van de rekenregels snel de verwa
htingswaarde en variantie van de omzet berekenen. Deverwa
htingswaarde is

E (Z) = 30 · E (X) + 150 · E (Y)

= 30 · 1.9 + 150 · 1.1

= 222,en de variantie isVAR (Z) = 302 ·VAR (X) + 1502 ·VAR (Y) + 2 · 30 · 150 · COV(X, Y)

= 900 · 0.89 + 22500 · 0.49 + 9000 · 0.47

= 16056.



1.3. Rekenregels 21Nu wil Gijs ook wel eens weten hoe het met de winst zit; winst is omzet minus kosten. De kostendie samenhangen met de verkoop van de SpelJongen en de PizzaMannen zijn e 100; deze zijnelke dag hetzelfde. De winst W kan nu bes
hreven worden door W = 30 · X + 150 · Y − 100. Deverwa
htingswaarde van W is dan
E (W) = 30 · E (X) + 150 · E (Y)− 100

= 30 · 1.9 + 150 · 1.1 − 100

= 122,en de variantie van W isVAR (W) = 302 ·VAR (X) + 1502 ·VAR (Y) + 2 · 30 · 150 · COV(X, Y)

= 900 · 0.89 + 22500 · 0.49 + 9000 · 0.47

= 16056.Je ziet in het voorbeeld Pa
man: omzet en winst dat E (W) = E (Z)− 100 en VAR (W) = VAR (Z),ofwel dat de varianties gelijk zijn. Als je er even over nadenkt, is dat logis
h. Het enige dat immersverandert, is het 
entrum van de mogelijke uitkomsten: de winst per dag is e 100 minder dan deomzet. De spreiding verandert niet: de punten liggen nog steeds even ver van het gemiddelde af; zieook �guur 1.4.

PSfrag repla
ements

00 100100 200200 300300
E (Z)

E (W)

Z

W

-1000100200300400-1-0.500.511.52 Figuur 1.4: Mogelijke uitkomsten van de omzet (Z) en de winst (W).Opgave 1.15 Rekenregels voor verwa
htingswaarde en variantieLaat X de temperatuur van de ko�e uit de automaat in graden Celsius zijn, waarbij E (X) = 95 enVAR (X) = 4. Z is de temperatuur van de ko�e in graden Fahrenheit, dus Z = 9
5
· X + 32. Wat zijnde verwa
htingswaarde en variantie van Z?



22 1. Introdu
tie kansrekeningOpgave 1.16 Rekenregels voor verwa
htingswaarde en variantie
X en Y zijn twee toevalsvariabelen met verwa
htingswaarden E (X) = 8 en E (Y) = 13, variantiesVAR (X) = 4 en VAR (Y) = 25 en met 
ovariantie COV(X, Y) = −3. Z is een fun
tie van dezetwee variabelen. Bepaal E (Z) en VAR (Z) voor:a) Z = 3X + 5Y.b) Z = −2X + 8Y.
) Z = 2

5
X − 1

2
Y + 300.d) Z = −0.3X − 1.19Y − 327.5.Opgave 1.17 Rekenregel voor variantieMiss
hien heb je al eens geleerd dat VAR (X + Y) = VAR (X) +VAR (Y), als X en Y onafhankelijkzijn. Dit is een spe
iaal geval van de formule in (1.5), zoals je in deze opgave zult laten zien. Wekijken dus naar Z = X + Y, waarbij X en Y onafhankelijk zijn.a) Wat is COV(X, Y)?b) Welke waarden hebben a, b en c?
) Gebruik formule (1.5) om VAR (Z) te bepalen.Opgave 1.18 Rekenregel voor verwa
htingswaarde

X, Y en Z zijn drie toevalsvariabelen met verwa
htingswaarden E (X) = 1, E (Y) = 2 en E (Z) = 3.De toevalsvariabele W is gede�nieerd als W = 3X + 6Y − 1/3Z. Bepaal de verwa
htingswaarde van
W.Opgave 1.19 Rekenregel voor variantie
X, Y en Z zijn drie toevalsvariabelen met varianties VAR (X) = 1, VAR (Y) = 2 en VAR (Z) = 3.De toevalsvariabele W is gede�nieerd als W = 3X + 6Y − 1/3Z. Bepaal de variantie van W, alsgegeven is dat X, Y en Z onderling onafhankelijk van elkaar zijn? [Hint: Wat is de 
ovariantie vantwee onafhankelijke variabelen?℄Naast rekenregels voor de verwa
htingswaarde en variantie, is er ook nog een handige rekenregel voorde 
ovariantie.Rekenregel voor 
ovariantie
X, Y en Z zijn toevalsvariabelen met onderlinge 
ovarianties COV(X, Z) en COV(Y, Z).De toevalsvariabele W is gede�nieerd als W = a · X + b · Y, met a en b 
onstanten. Detoevalsvariabele V is gede�nieerd als V = c · Z, met c een 
onstante. De 
ovariantie van Wen V is dan:COV(W, V) = a · c · COV(X, Z) + b · c · COV(Y, Z).



1.3. Rekenregels 23Bewijs :COV(W, V) = E((W − E(W))(V − E(V)))

= E((aX + bY − E(aX + bY))(cZ − E(cZ)))

= E((aX + bY − (aE(X) + bE(Y))(cZ − E(cZ)))

= E((a(X − E(X)) + b(Y − E(Y))(c(Z − E(Z))))

= E((ac(X − E(X))(Z − E(Z)) + bc(Y − E(Y))(Z − E(Z)))

= ac · E((X − E(X))(Z − E(Y))) + bc · E((Y − E(Y))(Z − E(Z)))

= ac · COV(X, Y) + bc · COV(Y, Z)Met behulp van deze rekenregel kunnen we van allerlei sommen van toevalsvariabelen de verwa
h-tingswaarde en variantie berekenen.Voorbeeld 1.11: Som van toevalsvariabelenWe hebben drie toevalsvariabelen: X, Y en Z, met verwa
htingswaarden, varianties en 
ovariantieszoals gegeven in de onderstaande tabel. 
ovariantie metverwa
htingswaarde variantie X Y Z
X 3 4 4 -5 -7
Y 13 9 -5 9 8
Z 5 25 -7 8 25Laten we kijken naar W = aX + bY + cZ + d, met a = 1, b = 2, c = 3 en d = 4. Dan kunnen we deverwa
htingswaarde van W als volgt berekenen:

E (W) = E (aX + bY + cZ + d) = E (aX + bY) + E (cZ + d)

= aE (X) + bE (Y) + cE (Z) + d = 1 · 3 + 2 · 13 + 3 · 5 + 4

= 48.De variantie van W is danVAR (W) = VAR (aX + bY + cZ + d) = VAR (aX + bY + cZ)

= VAR (aX + bY) +VAR (cZ) + 2COV(aX + bY, cZ)

= VAR (aX + bY)

+VAR (cZ) + 2(acCOV(X, Z) + bcCOV(Y, Z))

= a2VAR (X) + b2VAR (Y) + 2abCOV(X, Y)

+ c2VAR (Z) + 2acCOV(X, Z) + 2bcCOV(Y, Z)

= 12 · 4 + 22 · 9 + 2 · 1 · 2 · −5

+ 32 · 25 + 2 · 1 · 3 · −7 + 2 · 2 · 3 · 8

= 299.De standaarddeviatie van W is vervolgensSD(W) =
√VAR (W) =

√
299 ≈ 17.2916.



24 1. Introdu
tie kansrekeningOpgave 1.20 Rekenregels voor variantie en 
ovariantie
X, Y en Z zijn drie toevalsvariabelen met varianties VAR (X) = 1, VAR (Y) = 2 en VAR (Z) = 3.De 
ovarianties zijn COV(X, Y) = −0.5, COV(X, Z) = 1 en COV(Y, Z) = −4. De toevalsvariabele
W is gede�nieerd als W = 3X + 6Y − 1/3Z. Bereken de variantie van W.Opgave 1.21 Verwa
htingswaarde en variantie van som van toevalsvariabelenLaat W, X, Y en Z vier toevalsvariabelen zijn, met verwa
htingswaarden, varianties en 
ovariantieszoals hieronder gegeven. 
ovariantie metverwa
htingswaarde variantie W X Y Z

W 1 25 25 -10 3 15
X 2 36 -10 36 -7 -13
Y 3 49 3 -7 49 6
Z 4 64 15 -13 6 64a) V = W + X + Y + Z. Bereken µV , σ2

V en σV .b) V = −2W + 3X + 13.5Y − 8Z. Bereken µV , σ2
V en σV .
) V = −2W + 3X + 13.5Y − 8Z + 100. Bereken µV , σ2

V en σV .d) Herhaal onderdeel a)�
), maar ga er nu van uit dat de variabelen onderling onafhankelijk zijn.1.4 SamenvattingBegrippenkansexperiment : experiment waarvan de uitkomst niet van tevoren vaststaat;toevalsvariabele : fun
tie die aan elke mogelijke uitkomst van een kansexperiment een waardetoekent;observatie : de waargenomen uitkomst van een uitgevoerd kansexperiment;kansverdeling : een overzi
ht van de kansen behorende bij de mogelijke waarden van de toe-valsvariabele van een kansexperiment;verwa
htingswaarde : kansgewogen gemiddelde van de uitkomsten (de gemiddelde waarde van detoevalsvariabele die je kunt verwa
hten na het herhaald uitvoeren van eenkansexperiment);variantie : een getal dat aangeeft in hoeverre de mogelijke uitkomsten uit elkaar liggen(een maat voor de spreiding);standaarddeviatie : een tweede maat voor de spreiding van mogelijke uitkomsten;
ovariantie : een maat voor de samenhang van twee toevalsvariabelen;
orrelatie
oë�
iënt : een maat voor de samenhang van twee toevalsvariabelen, met een waardetussen -1 en 1;



1.4. Samenvatting 25Notaties
X, Y : toevalsvariabele (let op: hoofdletter);
x, y : observatie van de toevalsvariabele X, Y (let op: kleine letter);
x1, x2, . . . : mogelijke uitkomsten van een toevalsvariabele;
P(X = xi) : kans dat toevalsvariabele X waarde xi aanneemt;
E (X) , µX : verwa
htingswaarde van X;VAR (X) of σ2

X : variantie van X;SD(X) of σX : standaarddeviatie van X;COV(X, Y) of σX,Y : 
ovariantie van X en Y;COR(X, Y) of ρX,Y : 
orrelatie
oë�
iënt van X en Y;FormulesDe (gezamenlijke) kansverdeling voor toevalsvariabelen X en Y is hieronder gegeven, waarbij pi,j =
P(X = xi, Y = yj).

Y
y1 y2 . . . ym

X

x1 p1,1 p1,2 . . . p1,m P(X = x1)
x2 p2,1 p2,2 . . . p2,m P(X = x2)... ... ... ... ... ...
xn pn,1 pn,2 . . . pn,m P(X = xn)

P(Y = y1) P(Y = y2) . . . P(Y = ym)Voor de kansen geldt dat:1. 0 ≤ pi,j ≤ 1;2. ∑
n
i=1 ∑

m
j=1 pi,j = 1;3. P(X = xi) = ∑

m
j=1 pi,j (de marginale kansverdeling van X);4. P(Y = yj) = ∑
n
i=1 pi,j (de marginale kansverdeling van Y).Voor de toevalsvariabelen X en Y zij de formules voor de verwa
htingswaarde, variantie, standaard-deviatie, 
ovariantie en 
orrelatie
oë�
iënt als je de kansverdeling kent gegeven door:

E (X) =
n

∑
i=1

P(X = xi)xi,VAR (X) =
n

∑
i=1

(

P(X = xi)(xi − E (X))2
)

, (1.6)SD(X) =
√VAR (X), (1.7)COV(X, Y) =

n

∑
i=1

m

∑
j=1

(

pi,j(xi − E (X))(yj − E (Y))
)

, (1.8)COR(X, Y) =
COV(X, Y)SD(X)SD(Y) .



26 1. Introdu
tie kansrekeningRekenregels:
E (aX + bY) = aE (X) + bE (Y) ,VAR (aX + bY) = a2VAR (X) + b2VAR (Y) + 2abCOV(X, Y),COV(aX + bY, cZ) = abCOV(X, Z) + bcCOV(Y, Z).1.5 Gemengde opgavenOpgave 1.22 Dobbelsteena) We gooien met een eerlijke viervlaksdobbelsteen, met 3, 6, 6 en 9 ogen. De toevalsvariabele Xis het aantal gegooide ogen. Wat is de bijbehorende kansverdeling?b) Bereken de verwa
htingswaarde, variantie en standaarddeviatie van X.
) We gooien met een viervlaksdobbelsteen met 1, 2, 3 en 4 ogen, maar deze is niet eerlijk. Hetvlak met 1 is verzwaard. We weten dat de kans op 2, op 3 en op 4 ogen gelijk is. We zijn geïn-teresseerd in Y = `het aantal ogen'. De (gedeeltelijke) kansverdeling is gegeven in onderstaandetabel.

yi 1 2 3 4
P(Y = yi) . . . 0.20 . . . . . .Vul de rest van de tabel in.d) Bereken de verwa
htingswaarde, variantie en standaarddeviatie van Y.Opgave 1.23 Oneerlijke dobbelsteenSalima heeft een rode en een groene dobbelsteen waarvan ze de kansverdeling weet. De kansverde-ling van de rode dobbelsteen is gegeven in de onderstaande tabel.

x 1 2 3 4 5 6
P(X = x) 1/20 1/20 1/5 1/5 1/4 1/4De kansverdeling van de groene dobbelsteen is gegeven in de onderstaande tabel.
y 1 2 3 4 5 6
P(Y = y) 1/4 1/5 1/20 1/20 1/5 1/4a) Bereken van beide dobbelstenen de verwa
htingswaarde van het aantal gegooide ogen.b) Zijn de dobbelstenen eerlijk? Kun je dat zien aan de verwa
htingswaarde?Opgave 1.24 Marginale kansverdeling is kansverdelingJe weet dat de gezamenlijke kansverdeling e
ht een kansverdeling is, omdat de twee regels voorkansen gelden:1. Kansen liggen tussen 0 en 1: 0 ≤ P(X = xi en Y = yj) ≤ 1;2. Als je de kansen op de mogelijke uitkomsten optelt, heeft deze som de waarde 1:

n

∑
i=1

m

∑
j=1

P(X = xi en Y = yj) = 1.



1.5. Gemengde opgaven 27Ga na dat ook de marginale kansverdeling van X e
ht een kansverdeling is; met andere woorden gana dat:a) 0 ≤ P(X = xi) ≤ 1, waarbij P(X = xi) = ∑
m
j=1 P(X = xi en Y = yj).b) ∑

n
i=1 P(X = xi) = 1, waarbij P(X = xi) = ∑

m
j=1 P(X = xi en Y = yj).Opgave 1.25 FietsenwinkelThijs verkoopt ra
e�etsen. X is het aantal �etsen van het model `Tourmalet' dat hij per weekverkoopt. De kansverdeling is gegeven in de onderstaande tabel.

xi 0 1 2 3
P(X = xi) 0.15 0.30 0.35 0.20a) Bereken de verwa
htingswaarde en variantie van X.De �ets kost e 1500 en Thijs' omzet, genoteerd door Z, is dan Z = 1500X.b) Bepaal de kansverdeling van Z.
) Bereken met behulp van je antwoord bij b) de verwa
htingswaarde en variantie van Z.d) Bereken met behulp van de rekenregels de verwa
htingswaarde en variantie van Z.Thijs wil ook weten wat de verwa
htingswaarde van de winst is. De winst is de omzet minus dekosten. Thijs betaalt e 500 huur per week voor zijn winkel, dus die moet hij van de omzet aftrekken.De winst, genoteerd door W, is een fun
tie van X.e) S
hrijf W als een fun
tie van X.f) Wat zijn de verwa
htingswaarde en variantie van W?g) Wat is de 
ovariantie van W en Z?Opgave 1.26 Ko�e- en theewinkelMarloes is eigenaar van de winkel Bonen en Blaadjes, waar ze allerlei soorten ko�e, thee en 
ho
o-lademelk verkopen. Het valt haar op dat de verkoop van slagroom en 
ho
olademelk met elkaarte maken hebben. Laat X het aantal verko
hte pakjes 
ho
olademelkpoeder per klant en Y hetaantal verko
hte bekers slagroom per klant zijn. De gezamenlijke kansverdeling is gegeven in deonderstaande tabel.

Y0 1 2
X

0 0.10 0.07 0.031 0.14 0.16 0.102 0.12 0.15 0.033 0.04 0.02 0.04a) Bepaal de marginale kansverdeling van X en van Y.b) Bepaal P(X = 1 en Y = 2), P(X = 1), P(Y = 2) en P(X = 1|Y = 2).
) Wat is de verwa
htingswaarde en variantie van X?d) Wat is de verwa
htingswaarde en variantie van Y?e) Bereken de 
ovariantie en 
orrelatie
oë�
iënt (op vier de
imalen nauwkeurig) van de verkoopvan 
ho
olademelk (X) en slagroom (Y).Marloes bekijkt ook de verkoop van ko�e en thee aan klanten. Laat V het aantal verko
hte pakjesko�e per klant en W het aantal verko
hte pakjes thee per klant zijn. De gezamenlijke kansverdelingis gegeven in de onderstaande tabel.
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W0 1 2 3 4

V

0 0.01 0.01 0.01 0.02 0.051 0.01 0.03 0.06 0.08 0.022 0.02 0.05 0.15 0.16 0.023 0.02 0.08 0.06 0.03 0.014 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00f) Bepaal de marginale kansverdeling van V en van W.g) Wat is de verwa
htingswaarde en variantie van V?h) Wat is de verwa
htingswaarde en variantie van W?i) Bereken de 
ovariantie en 
orrelatie
oë�
iënt (op vier de
imalen nauwkeurig) van de verkoopvan ko�e (V) en thee (W).j) Vergelijk je antwoorden van onderdeel e) en i) met elkaar. Vind je de gevonden 
orrelatie
oë�-
iënten logis
h? Waarom (niet)?k) Z is de omzet per klant; s
hrijf Z als een fun
tie van X, Y, V en W, als je weet dat een pakje
ho
olademelkpoeder e 1.50, een beker slagroom e 0.75, een pakje ko�e e 2.50 en een pakjethee e 2.20 kost.l) Wat is de verwa
htingswaarde van Z?m) Kun je de variantie van Z bepalen? Zo ja, doe dat. Zo nee, waarom niet?Opgave 1.27 Covariantie en variantieDe namen variantie en 
ovariantie lijken erg op elkaar. Dat is ook geen toeval. Bekijk de formulesnog eens. Kun je een overeenkomst vinden? Is het mogelijk om de met behulp van de formule van de
ovariantie de variantie te bepalen? Zo ja, hoe? Zo nee, is het omgekeerde dan miss
hien mogelijk?Opgave 1.28 Verwa
htingswaarde en variantie van somLaat X1, X2, . . . , Xn n toevalsvariabelen zijn met verwa
htingswaarde E (Xi), variantie VAR (Xi) enonderlinge 
ovarianties COV(Xi, Xj) voor alle i = 1, . . . , n en j = 1, . . . , n. Verder zijn a1, a2, . . . , an

n 
onstanten. De�nieer Z als
Z = a1X1 + . . . + anXn =

n

∑
i=1

aiXi.Als n = 2, dan weten we dat
E (Z) = a1E (X1) + a2E (X2) ,VAR (Z) = a2

1VAR (X1) + a2
2VAR (X2) + 2a1a2COV(X1, X2, .)a) Neem n = 3. Bepaal E (Z) en VAR (Z).b) Laat n vrij. Bepaal E (Z) als fun
tie van de E (Xi)-tjes en de ai-tjes.
) Bepaal ook VAR (Z) als fun
tie van de VAR (Xi)-tjes, de COV(Xi, Xj)-tjes en de ai-tjes.



2Beleggen met onzekere opbrengsten
In dit hoofdstuk gaan we kijken naar een manier om geld op een verstandige wijze te beleggen inproje
ten waarvan de opbrengsten nog niet zeker zijn. Denk hierbij aan beleggen in aandelen.Een aandeel is niets meer dan het bewijs dat je mede-eigenaar bent van een bedrijf. Zo'n aandeel isgeld waard: immers, als het bedrijf winst maakt, is een gedeelte van die winst voor jou. Bovendien ishet bedrijf op zi
h ook geld waard. Het bezit bijvoorbeeld fabrieken en voorraden en als die verko
htworden, levert dat geld op. De prijs van een aandeel kan variëren en wordt bepaald door de wet vanvraag en aanbod. Gepubli
eerde jaar
ijfers, toekomstverwa
htingen en beri
htgeving over het bedrijf(zowel positief als negatief) kunnen de waarde van het aandeel (sterk) beïnvloeden. Het is zelfsmogelijk dat de prijs van het aandeel door een algeheel negatief sentiment worden beïnvloed, ook alshet bedrijf goed presteert. Doordat de prijs varieert, zijn de opbrengsten van een aandeel onzeker. Jezou je geld zelfs helemaal kunnen verliezen. Aan de andere kant kun je ook �inke winst maken (als jemaar op het juiste moment de aandelen koopt en weer verkoopt).In dit hoofdstuk kijken we eerst naar het beleggen in één aandeel of sparen (Paragraaf 2.1). Jehoeft natuurlijk niet al je geld in één optie te steken; je kunt je geld verdelen over vers
hillendeaandelen en de spaarrekening. In Paragraaf 2.2 zetten we de eerste stap in die ri
hting en bekijkenwe de mogelijkheden wanneer we één aandeel 
ombineren met de spaarrekening. In Paragraaf 2.3bespreken we de andere uitbreiding: beleggen in twee aandelen. In Paragraaf 2.4 gaan we portefeuillesbestuderen waarin je alle aandelen kunt 
ombineren met sparen. Het meest uitgebreide model valtwiskundig gezien e
hter gedeeltelijk buiten de stof van dit di
taat. Daarom analyseren we wiskundigde opties van twee aandelen met de spaarrekening en gra�s
h de meer uitgebreide opties.2.1 Beleggen in één aandeel of sparenStel je voor: je hebt geld gekregen en je besluit om dat niet dire
t uit te geven. Dan kun je dat op een(gewone) bankrekening zetten, maar dat levert niets op. Je zou het ook op een spaarrekening kunnenzetten of je zou het kunnen beleggen. Wat moet je nu kiezen? Om een eerste keuze te kunnenmaken, gebruiken we de verwa
htingswaarde (µ) en de standaarddeviatie (σ) van de opbrengst vaneen aandeel en van de opbrengst van een spaarrekening.Voorbeeld 2.1: Teun's diplomageld: µ en σTeun krijgt e 1000 van zijn ouders voor het behalen van zijn VWO diploma. Hij zou het uit kunnengeven aan een nieuwe laptop of aan een vakantie, maar hij heeft nu nog geld genoeg en denkt na overzijn toekomst als student. Teun besluit daarom om het geld een jaar ergens in te beleggen, zodathij over een jaar, als hij aan het studeren is en last krijgt van een 
hronis
h geldtekort, een extraatje29



30 2. Beleggen met onzekere opbrengstenheeft. Hij vraagt zijn oom Hans, die hoogleraar �nan
iële wiskunde is, om advies en die geeft hemde volgende mogelijkheden: je zet het geld op een spaarrekening tegen 10% rente of je koopt ereen aandeel ter waarde van e 1000 voor bij één van de volgende bedrijven: een attra
tiepark, eenreisbureau of een ijsjesfabrikant. We gaan uit van drie mogelijke s
enario's voor het komende jaar;sle
ht, matig of goed weer. Het s
enario heeft invloed op de waarde van de aandelen van de driebedrijven.� Een attra
tiepark; bij sle
ht weer zullen er weinig mensen naar toe willen, of omdat ze op vakantie zijnom elders de zon op te zoeken of omdat het weer gewoon te sle
ht is. In dat geval is de opbrengst vanéén aandeel in het attra
tiepark e 900. Bij goed weer zullen mensen sneller voor het strand kiezen, dusook dan zal het niet stormlopen. In dat geval krijgt Teun e 1080 aan het einde van het jaar. Matigweer is dus eigenlijk het beste s
enario voor het attra
tiepark en in dat geval krijgt Teun e 1620.� Een reisbureau; bij sle
ht weer willen veel mensen weg uit Nederland en dat is goed voor het reisbureau.Als het komend jaar sle
ht weer is, is de opbrengst van dit aandeel e 1210. Bij goed weer blijven veelmeer mensen in Nederland en dat is dan ook het sle
htste s
enario voor het reisbureau. In dat gevalkrijgt Teun e 1000 op aan het einde van het jaar en bij matig weer e 1090.� Een ijsjesfabrikant; als het goed weer is, worden er veel ijsjes verko
ht en is de opbrengst van éénaandeel in de ijsjesfabrikant aan het einde van het jaar e 1260. Bij matig weer worden er minder ijsjesverko
ht, maar levert het aandeel nog altijd e 1140 op en bij sle
ht weer, wanneer er nog minder ijsjesverko
ht worden, krijgt Teun aan het einde van het jaar e 1050.We krijgen dan het onderstaande overzi
ht.goed weer matig weer sle
ht weerSparen 1100 1100 1100Attra
tiepark 1080 1620 900Reisbureau 1000 1090 1210IJsjes 1260 1140 1050Tabel 2.1: Opbrengsten uit de vier vers
hillende proje
ten bij de vers
hillende weersoorten.Wat moet Teun nu kiezen? Als hij weet dat het sle
ht weer gaat worden, dan moet hij natuurlijkzijn geld in het reisbureau gaan steken. Aan de andere kant, bij goed weer zijn de ijsjes beter en bijmatig weer het attra
tiepark. Sparen is nooit de beste optie, maar ook nooit de sle
htste en Teunweet dan van tevoren wat hij krijgt.Om enigszins een idee te krijgen, gaat Teun berekenen wat de beleggingen en de spaarrekeninggemiddeld opleveren. Hij gaat dus kijken naar de verwa
htingswaarde van de opbrengst van iedervan de beleggingen en van de spaarrekening; dit noemen we in dit hoofdstuk de verwa
hte opbrengst1Verwa
hte opbrengstDe verwa
hte opbrengst is de verwa
htingswaarde van de opbrengst.Omdat Teun zeker weet wat hij krijgt als hij zijn geld op de spaarrekening zet, is de verwa
hteopbrengst van de spaarrekening pre
ies wat hij krijgt, namelijk e 1100. Als Teun een aandeel van de1Het is gebruikelijker om in plaats van met opbrengsten te rekenen met returns. De return van een aandeel is deopbrengst gedeelt door de aankoopkosten. We gaan er in dit di
taat e
hter vanuit dat je voor een vast bedrag belegt.Daarom kunnen we ook met opbrengsten rekenen.



2.1. Beleggen in één aandeel of sparen 31ijsjesfabrikant koopt, weet hij niet zeker wat de opbrengst is. Laten we I de�niëren als de opbrengstvan de ijsjesfabrikant. We gaan er vanuit dat de kans op iedere van de drie weersoorten komend jaareven groot is. Dus Teun kent de kansverdeling van I.
i 1260 1140 1050
P(I = i) 1/3 1/3 1/3Je kunt nu de verwa
hte opbrengst van het aandeel in de ijsjesfabrikant bepalen:

µI = P(I = 1260) · 1260 + P(I = 1140) · 1140 + P(I = 1050) · 1050

= 1
3 · 1260 + 1

3 · 1140 + 1
3 · 1050

= 1150.Voor het reisbureau en het attra
tiepark kunnen we de verwa
hte opbrengsten op dezelfde manierberekenen. Laat R de toevalsvariabele zijn die de opbrengst van het reisbureau weergeeft en A detoevalsvariabele die de opbrengst van het attra
tiepark weergeeft. De bijbehorende kansverdelingenzijn hieronder gegeven.
r 1000 1090 1210
P(R = r) 1/3 1/3 1/3
a 1080 1620 900
P(A = a) 1/3 1/3 1/3De verwa
hte opbrengsten van het reisbureau en het attra
tiepark zijn µR = 1100 en µA = 1200.Als we tenslotte met S de opbrengst van de spaarrekening noteren, dan geldt µS = 1100.Als Teun nu op basis van de verwa
hte opbrengsten zou beslissen, dan kiest hij natuurlijk voor hetattra
tiepark. Maar dan is er ook de mogelijkheid dat hij geld verliest. Dus Teun wil ook op één ofandere manier het risi
o van zijn belegging in kaart brengen en hij besluit dat de standaarddeviatiedaarvoor een goede maat is. Immers, hoe groter de standaarddeviatie, des te groter de spreiding endus ook meer kans op uits
hieters (naar boven of naar beneden) in de opbrengsten. De standaard-deviatie van de opbrengst van de spaarrekening is 0 (σS = 0); Teun weet namelijk pre
ies wat hijkrijgt. De standaarddeviatie van de opbrengst van het aandeel in de ijsjesfabrikant bereken je alsvolgt (zie (1.6) en (1.7)):

σ2
I = P(I = 1260) · (1260 − µI)

2 + P(I = 1140) · (1140 − µI)
2 + P(I = 1050) · (1050 − µI)

2

= 1
3
· (1260 − 1150)2 + 1

3
· (1140 − 1150)2 + 1

3
· (1050 − 1150)2

= 7400,

σI =
√

σ2
I

=
√

7400. (2.1)De standaarddeviaties van de aandelen in het reisbureau en in het attra
tiepark zijn σR =
√

7400en σA =
√

93600. We gaan er in dit di
taat, zoals gebruikelijk in theorie over risi
o's, vanuit datieder persoon (
eteris paribus) een lager risi
o verkiest boven een hoger risi
o. Dus als Teun nu zoubeslissen op basis van de standaarddeviatie, dan zou hij zijn e 1000 op de spaarrekening zetten.



32 2. Beleggen met onzekere opbrengstenSamengevat heeft Teun nu de onderstaande kenmerken van de vier proje
ten.verwa
hte opbrengst risi
o
µ σSparen 1100 0Attra
tiepark 1200 √

93600Reisbureau 1100 √
7400IJsjes 1150 √
7400Tabel 2.2: Verwa
hte opbrengst en risi
o van de vier proje
ten.Wat moet Teun nu kiezen? Als hij een hoge verwa
hte opbrengst wil, dan kiest hij voor beleggen inhet attra
tiepark, maar dan heeft hij ook het meeste risi
o. Aan de andere kant, als hij weinig risi
owil, dan kiest hij voor de spaarrekening, maar dan heeft hij ook een lagere verwa
hte opbrengst.Opgave 2.1 Verwa
hte opbrengst en standaarddeviatieControleer de berekende verwa
hte opbrengsten en standaarddeviaties van de aandelen in het at-tra
tiepark en in het reisbureau.Opgave 2.2 Risi
o-maatstafTeun gebruikt de standaarddeviatie om zijn risi
o te bepalen. Hij zou ook kunnen kijken naar wat jein het sle
htste geval krijgt.a) Wat is het risi
o van de spaarrekening, het attra
tiepark, het reisbureau en de ijsjesfabrikant alsje deze nieuwe risi
o-maatstaf gebruikt?b) Kun je zelf een andere manier bedenken om het risi
o te bepalen?
) Wat is het risi
o van elk van de beleggingen en de spaarrekening als je kijkt naar jouw nieuwemanier om het risi
o te bepalen?Opgave 2.3 Keuze één van de aandelen of spaarrekeningAls je niet alleen naar het risi
o kijkt, maar ook naar de verwa
hte opbrengst, waar zou jij je e 1000in beleggen (spaarrekening, attra
tiepark, reisbureau, ijsjesfabrikant)? Waarom?Opgave 2.4 Voetbal
lubsJe kunt aandelen ter waarde van e 90 kopen in drie voetbal
lubs: Ajax, Feyenoord en PSV.2 Aanhet einde van de 
ompetitie heeft ieder van die aandelen weer een waarde, afhankelijk van wie erkampioen is geworden. Deze uitbetalingen staan in de onderstaande tabel.Ajax kampioen Feyenoord kampioen PSV kampioenAjax 143 71 89Feyenoord 83 143 89PSV 90 90 120Je kunt dus zien dat als je een aandeel Ajax koopt en PSV wordt kampioen, dan zul je e 89 krijgen.We gaan ervan uit dat de kans om kampioen te worden voor ieder van de drie 
lubs even groot is2In werkelijkheid heeft alleen Ajax aandelen.



2.1. Beleggen in één aandeel of sparen 33(dus 1/3). Naast het beleggen in één van de drie 
lubs, kun je je geld op een spaarrekening zettentegen een rente van 8%.a) Bereken de verwa
htingswaarden en varianties van de opbrengst van ieder van de drie aandelenen van de spaarrekening.b) Het is miss
hien niet helemaal eerlijk om te verondertstellen dat elke 
lub evenveel kans heeftom kampioen te worden. Stel je voor dat Ajax 35% kans maakt om kampioen te worden, daarnaFeyenoord 40% kans maakt, en PSV 25%. Herhaal onderdeel a).Opgave 2.5 ZangwedstrijdJolande en Heidi doen mee aan een zangwedstrijd, waaraan in totaal 5 meisjes en 5 jongens meedoen.Ze besluiten geld in te zamelen door aandelen van zi
hzelf te verkopen, zodat ze zendtijd kunnenkopen en re
lame voor zi
hzelf kunnen maken. Ze hopen dat ze daardoor meer kans maken om tewinnen. Een aandeel `Jolande' kost e 10 per stuk en een aandeel `Heidi' heeft dezelfde prijs. AlsJolande of Heidi wint, dan krijg je, als je het juiste aandeel geko
ht hebt, het meeste uitbetaald. Hebje het andere aandeel geko
ht (dus als Jolande wint en je hebt het aandeel `Heidi' of andersom),dan krijg je to
h een behoorlijke winst, omdat de twee meisjes samen een goed duo vormen. Als eenander meisje wint, dan is Heidi in het voordeel, omdat haar stem in het algemeen meer ges
hikt isvoor een duet met een meisje. Als één van de jongens wint, is Jolande weer in het voordeel. Depre
ieze uitbetalingen staan hieronder.Jolande wint Heidi wint Een ander meisje wint Een jongen wintJolande 19 16 6 13Heidi 14 20 12 8
Naast het beleggen in één van de meisjes, kun je je geld (e 10) ook op een spaarrekening zetten tegeneen rente van 5%. Ga ervan uit dat iedere deelnemer evenveel kans heeft om te winnen.a) Wat is de kansverdeling die hoort bij het aandeel `Jolande' en welke kansverdeling hoort bij hetaandeel `Heidi'?b) Bereken de verwa
hte opbrengst en standaarddeviatie van een aandeel `Jolande', van een aandeel`Heidi' en van de spaarrekening. Rond je eindantwoord af op vier de
imalen, indien nodig.
) Stel dat Jolande en Heidi al wat geld verzameld hebben en dat ze al zendtijd hebben kunnenkopen. Hun kans om te winnen is nu twee keer groter dan de kans dat één van de anderedeelnemers wint. Herhaal onderdelen a) en b).In de praktijk zul je zien dat de ene persoon kiest voor meer verwa
hte opbrengst (attra
tiepark) ende andere voor minder risi
o (spaarrekening). Dit hangt af van hoeveel risi
o je bereid bent te nemen.Voor de meeste mensen geldt e
hter dat ze een zo hoog mogelijke opbrengst met zo weinig mogelijkrisi
o willen hebben. De meeste mensen houden dus niet zo van risi
o; ze zijn risi
o-avers ofwelrisi
omijdend. We nemen in dit di
taat dus aan dat iedereen risi
o-avers is. Maar de ene persoon zalmiss
hien wat meer risi
o willen nemen dan de andere, als daar maar een hogere verwa
hte opbrengsttegenover staat. Vandaar ook dat als je kijkt naar welke belegging mensen kiezen, ze daar anderekeuzes in kunnen maken. Dat betekent niet noodzakelijkerwijs dat ze de verkeerde keuze maken, zewensen gewoon niet zoveel risi
o te lopen of zijn juist bereid wat meer risi
o te lopen.In de literatuur over investeringsanalyse wordt het risi
o van een belegging vaak gemeten aan de handvan de volatiliteit. Dit is niets anders dan de standaarddeviatie van de opbrengst van deze belegging.Een hogere volatiliteit betekent dat de kans op uits
hieters naar beneden èn naar boven groter is.



34 2. Beleggen met onzekere opbrengstenVolatiliteitVolatiliteit is een maatstaf voor het risi
o van een belegging. Het is de standaarddeviatie vande opbrengst van een belegging. Hoe groter de volatiliteit, hoe groter de kans op uits
hietersnaar boven en naar beneden.Zijn alle proje
ten even interessant om in te beleggen? We hebben gezien dat mensen graag zo veelmogelijk opbrengst met een zo klein mogelijk risi
o willen hebben. We kunnen dit gebruiken om eeneerste sele
tie te maken.Voorbeeld 2.2: Teun's diplomageld: gra�s
he weergaveNaast de spaarrekening (minste risi
o) en het attra
tiepark (meeste opbrengst), zou Teun ook voorde ijsjesfabrikant kunnen kiezen: die levert (naar verwa
hting) meer op dan de spaarrekening en hetrisi
o is kleiner dan bij het attra
tiepark. In �guur 2.1 zijn alle 
ombinaties van verwa
hte opbrengstPSfrag repla
ements
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Figuur 2.1: Verwa
hte opbrengst versus volatiliteit.en volatiliteit te zien.Opgave 2.6 Voetbal
lubsKijk nog eens terug naar de opgave over de voetbal
lubs (Opgave 2.4). Ga ervan uit dat alle 
lubsevenveel kans hebben om kampioen te worden. Teken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van deaandelen in Ajax, in Feyenoord en in PSV en van de spaarrekening in een �guur.Opgave 2.7 ZangwedstrijdKijk nog eens terug naar de opgave over de zangwedstrijd (opgave 2.5). Ga ervan uit dat alle



2.1. Beleggen in één aandeel of sparen 35deelnemers evenveel kans hebben om te winnen. Teken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit vande aandelen `Jolande' en `Heidi' en van de spaarrekening in een �guur.Voorbeeld 2.3: Teun's diplomageld: aandelen voorlopig uitsluitenTeun bekijkt even alleen de ijsjesfabrikant. Als hij een aandeel zou kunnen kopen met een lagereverwa
hte opbrengst, maar met een gelijke of zelfs hogere volatiliteit, zal hij dit dan doen? AangezienTeun, net zoals de meeste mensen, risi
o-avers is en het liefst zo weinig mogelijk risi
o loopt, zalhij dit niet doen. De ijsjesfabrikant heeft een betere (hogere) verwa
hte opbrengst én een beter(lager) risi
o. Ook als hij een aandeel kan kopen met een hoger risi
o, maar met een gelijke of lagereverwa
hte opbrengst, zal hij dit niet doen. Teun kan dit weer in de gra�ek weergeven; zie �guur 2.2.Als Teun de mogelijkheid heeft om de ijsjesfabrikant te kiezen en er komt een nieuw aandeel in hetPSfrag repla
ements
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Figuur 2.2: Aandelen die sle
hter zijn dan het aandeel van de ijsjesfabrikant.grijze gebied bij, dan zal hij dat aandeel niet kiezen.Op dezelfde manier kan Teun voor de overige aandelen en de spaarrekening zo'n grijs gebied bepalen.Deze zijn te zien in �guur 2.3. Wat valt je op aan deze �guur? Het aandeel van het reisbureau ligtin het grijze gebied van zowel de spaarrekening als van de ijsjesfabrikant en is dus niet interessant.Teun denkt dat hij nu genoeg weet: beleggen in het reisbureau zou niet zo handig zijn, dus blijvende spaarrekening, het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant over.Opgave 2.8 Voetbal
lubsWe kijken nogmaals naar Ajax, Feyenoord en PSV (zie ook 2.4 en 2.6), waarbij alle drie de 
lubseen even grote kans hebben om kampioen te worden.a) Geef in de �guur die je in opgave 2.6 getekend hebt aan in welk gebied je geen aandeel wiltkiezen (net zoals de grijze gebieden in �guur 2.3).b) Is er een aandeel dat je zeker niet moet kiezen? Waarom (niet)?



36 2. Beleggen met onzekere opbrengstenPSfrag repla
ements
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Figuur 2.3: Aandelen die sle
hter zijn dan de drie aandelen en de spaarrekening.Opgave 2.9 ZangwedstrijdKijk nog eens naar Jolande en Heidi (zie ook 2.5 en 2.7) en ga er weer vanuit dat alle deelnemersevenveel kans hebben om te winnen.a) Geef in de �guur die je in opgave 2.7 getekend hebt aan in welk gebied je geen aandeel wiltkiezen.b) Is er een aandeel dat je zeker niet moet kiezen? Waarom (niet)?2.2 Beleggen in één aandeel en sparenIn de vorige paragraaf zijn we er vanuit gegaan dat we of één aandeel kopen of alles op de spaarrekeningzetten. In het algemeen is het e
hter mogelijk om het geld te verdelen over vers
hillende aandelen enook nog een gedeelte op de spaarrekening te zetten. In deze paragraaf zullen we hier een begin meemaken en staan we toe dat het bes
hikbare geld verdeeld wordt over één aandeel en de spaarrekening.Voorbeeld 2.4: Teun's diplomageld: één aandeel en sparenOom Hans mailt Teun om te vragen hoe het gaat en Teun antwoordt dat hij twijfelt tussen despaarrekening, de ijsjesfabrikant en het attra
tiepark. Oom Hans mailt daarop dat Teun er ook voorzou kunnen kiezen om een gedeelte op de spaarrekening te zetten en een gedeelte beleggen. Teunhoeft dus niet per se de 
omplete e 1000 in één aandeel te beleggen of het bedrag in zijn geheel opeen spaarrekening te zetten, maar kan er bijvoorbeeld voor kiezen om e 500 in de ijsjesfabrikant tebeleggen en de rest op de spaarrekening te zetten. Natuurlijk krijgt hij dan ook maar de helft van deuitbetaling van de ijsjesfabrikant en van de bank: in geval van goed weer krijgt hij 1
2
· 1260 = e 630van de ijsjesfabrikant en 1

2 · 1100 = e 550 van de spaarrekening. In totaal krijgt hij bij goed weer
630 + 550 = e 1180; bij matig weer krijgt hij 570 + 550 = e 1120 en bij sle
ht weer 525 + 550 =
e 1075.



2.2. Beleggen in één aandeel en sparen 37Dit is samengevat in onderstaande tabel.weer goed matig sle
ht µ σ

e 500 sparen 550 550 550 550 0
e 500 ijsjes 630 570 525 575 √

1850

e 500 sparen en 1180 1120 1075 1125 √
1850

e 500 ijsjesTabel 2.3: Verwa
hte opbrengst en risi
o van sparen en beleggen in de ijsjesfabrikant.Je ziet in de tabel dat zijn verwa
hte opbrengst van de helft beleggen in de ijsjesfabrikant en de helftsparen e 1125 is en de bijbehorende volatiliteit √1850. Laten we de opbrengst van deze mengvormnoteren met P. P is opnieuw een toevalsvariabele. µP en σP kun je op twee manieren berekenen:door gebruik te maken van de opbrengsten bij goed, matig en sle
ht weer of door gebruik te makenvan de rekenregels. Laten we eerst kijken naar de waarden in tabel 2.3. De verwa
hte opbrengst vande helft beleggen en de helft sparen is
µP = 1180 · 1

3
+ 1120 · 1

3
+ 1075 · 1

3
= 1125,de variantie is

σ2
P = 11802 · 1

3
+ 11202 · 1

3
+ 10752 · 1

3
− 11252 = 1850,en de volatiliteit is tenslotte

σP =
√

1850.Je kunt ook gebruik maken van de rekenregels die je in Hoofdstuk 1 geleerd hebt (zie Paragraaf 1.3).De opbrengst van de mengvorm kun je s
hrijven als P = 1
2
· S + 1

2
· I. Hierbij kun je de opbrengstvan de spaarrekening ook zien als een gedegenereerde toevalsvariabele (met verwa
htingswaarde

µS = 1100 en variantie σ2
S = 0). De verwa
hte opbrengst van de helft sparen en de helft beleggen isdan

µP = 1
2 · µS +

1
2 · µI

=
1100 + 1150

2

= 1125,de variantie is
σ2

P =
(

1
2

)2
· σ2

S +
(

1
2

)2
· σ2

I + 2 · 1
2 · 1

2 · σS,I

= 1
4
· 0 + 1

4
· 7400 + 1

2
· 0

= 1850,waarbij σS,I de 
ovariantie tussen de spaarrekening en de ijsjesfabrikant is. Omdat S een gede-genereerde toevalsvariabele is (zie blz. 7), geldt dat σS,I = 0. De volatiliteit is tenslotte
√

1850.Teun heeft dus weliswaar minder verwa
hte opbrengst in vergelijking met het beleggen van al zijngeld in de ijsjesfabrikant, maar wel tegen een kleiner risi
o.Deze mogelijkheid, het kopen van een deel van een aandeel, blijkt ook te bestaan voor het reisbureauen het attra
tiepark. Wat nu? Welk van de aandelen moet hij kiezen om eventueel te 
ombinerenmet de spaarrekening?



38 2. Beleggen met onzekere opbrengstenOpgave 2.10 Risi
ovol en risi
ovrija) Vul de onderstaande tabel aan.weer goed matig sle
ht µ σ

e 500 sparen
e 500 attra
tiepark
e 500 sparen en
e 500 attra
tieparkBereken hierbij de verwa
htingswaarde en standaarddeviatie zowel met de rekenregels als met dewaarden die je vindt in de laatste rij van de tabel.b) Vul de onderstaande tabel aan.weer goed matig sle
ht µ σ

e 750 sparen
e 250 attra
tiepark
e 750 en sparen
e 250 attra
tieparkBereken hierbij de verwa
htingswaarde en standaarddeviatie zowel met de rekenregels als met dewaarden die je vindt in de laatste rij van de tabel.
) Teken de uitkomsten van onderdeel a) en b) in onderstaande �guur.PSfrag repla
ements
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2.2. Beleggen in één aandeel en sparen 39Opgave 2.11 Risi
ovol en risi
ovrija) Vul de onderstaande tabel aan.weer goed matig sle
ht µ σ

e 300 sparen
e 700 reisbureau
e 300 sparen en
e 700 reisbureau
e 900 sparen
e 100 reisbureau
e 900 sparen en
e 100 reisbureauBereken hierbij de verwa
htingswaarde en standaarddeviatie zowel met de rekenregels als met dewaarden die je vindt in de laatste rij van de tabel.b) Teken de verwa
hte opbrengst en de volatiliteit van e 300 sparen en e 700 beleggen in hetreisbureau en van e 900 sparen en e 100 beleggen in het reisbureau in de �guur van opgave2.10.Opgave 2.12 Risi
ovol en risi
ovrija) Teken ook de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van e 500 sparen en e 500 beleggen in deijsjesfabrikant (zie tabel 2.3) in de �guur van opgave 2.10.b) Bekijk nu de �guur met de 5 extra punten. Valt je iets op?Miss
hien is het je, bij het maken van opgaven 2.10 tot en met 2.12, opgevallen dat de punten vanhet gedeeltelijk sparen en gedeeltelijk beleggen in één van de aandelen pre
ies op de lijn liggen tussende spaarrekening en het aandeel. Het blijkt dat dit in het algemeen geldt; zie Figuur 2.4 voor de lijnmet alle mogelijke 
ombinaties van de spaarrekening en de ijsjesfabrikant. We kunnen wiskundig latenPSfrag repla
ements
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Figuur 2.4: Alle mogelijke 
ombinaties van de ijsjesfabrikant en de spaarrekening.



40 2. Beleggen met onzekere opbrengstenzien dat alle punten van gedeeltelijk beleggen in één aandeel en de rest sparen inderdaad op deze lijnliggen, maar daarvoor moeten we eerst twee nieuwe begrippen introdu
eren.Als we niet in één aandeel beleggen of alles op de spaarrekening zetten, hebben we dus een 
ombinatievan één of meer aandelen met eventueel ook de spaarrekening. Deze 
ombinatie noemen we eenportefeuille. Teun's portefeuille bestaat dus uit twee onderdelen, indien hij ervoor kiest om eengedeelte in de ijsjesfabrikant te beleggen en de rest op een spaarrekening te zetten. Je kunt deverwa
htingswaarde en de standaarddeviatie van de opbrengst van een portefeuille van één risi
ovollebelegging en een spaarrekening bepalen, als je maar weet hoeveel je belegt in het aandeel en hoeveelje op de spaarrekening zet. De verhouding waarin het geld over de onderdelen van de portefeuilleverdeeld wordt, noemen we de gewi
hten. Als je bijvoorbeeld de helft op de spaarrekening zet en deandere helft belegt, dan is het gewi
ht van de spaarrekening 0.50 (of 50%) en het gewi
ht van debelegging ook 0.50. Als je ervoor kiest om 2/3 te sparen en 1/3 te beleggen, dan zijn dat de gewi
htenvoor respe
tievelijk de spaarrekening en de belegging. Merk op dat de gewi
hten van de beleggingen de spaarrekening samen pre
ies 1 zijn (ofwel 100%). Dat betekent dat al het geld verdeeld wordtover de spaarrekening en de risi
ovolle belegging; we houden niets a
hter. Verder nemen we in ditdi
taat aan dat alle gewi
hten niet-negatief zijn. Als we het gewi
ht van de belegging w noemen, danis het gewi
ht van de spaarrekening 1 − w, met 0 ≤ w ≤ 1. 3Portefeuille en gewi
htenEen portefeuille is een verzameling van aandelen met eventueel ook de spaarrekening waarinje geld kunt beleggen. De verhouding waarin je het bes
hikbare geld over de aandelen en despaarrekening verdeeld, noemen we de gewi
hten van de aandelen en de spaarrekening.Opgave 2.13 Verwa
hte opbrengst en volatiliteit van een portefeuilleDe verwa
hte opbrengst van een portefeuille (genoteerd door µP) kun je berekenen door gebruik temaken van de rekenregel voor de verwa
htingswaarde; zie paragraaf 1.3. We hebben dan
µP = (1 − w) · µS + w · µV ,waarbij µS de opbrengst van de spaarrekening S is en µV de verwa
hte opbrengst van de belegging

V. Door gebruik te maken van de rekenregels voor de variantie (Paragraaf 1.3) kunnen we ook devariantie (σ2
P) en volatiliteit (σP) van een portefeuille bepalen. Noteer de volatiliteit van de beleggingmet σV en die van de spaarrekening met σS, σS,V is de 
ovariantie tussen S en V.a) Wat is de waarde van σS?b) Wat is de waarde van σS,V?
) Laat zien dat σ2

P = w2 · σ2
V .d) Laat zien dat σP = w · σV .Voorbeeld 2.5: Teun's diplomageld: lijn tussen sparen en beleggenAls Teun nu een gedeelte van zijn geld (w · e 1000) wil beleggen in de ijsjesfabrikant en de restop een spaarrekening wil zetten, dan zijn de verwa
hte opbrengst (µP) en volatiliteit (σP) van zijnportefeuille gegeven door:

µP = (1 − w) · 1100 + w · 1150 = 1100 + 50w (2.2)
σP = w ·

√
7400 =

√
7400w. (2.3)3Een negatief gewi
ht is op aandelenbeurzen wel toegestaan en heet short gaan. Als je bijvoorbeeld short gaat opde spaarrekening betekent dit dat je geld leent. Short gaan in een aandeel betekent dat je een aandeel verkoopt wat jeop dat moment niet bezit.



2.2. Beleggen in één aandeel en sparen 41Als Teun kiest voor w = 0, dan zet hij al zijn geld op de spaarrekening en geldt vervolgens µP =
µS = 1100 en σP = σS = 0. Als hij kiest voor w = 1, dan belegt hij alles in de ijsjesfabrikant en geldt
µP = µI = 1150 en σP = σI =

√
7400.Je kunt van de verwa
hte opbrengst een fun
tie maken van de volatiliteit met behulp van (2.2) en(2.3). Merk eerst op dat je (2.3) kunt hers
hrijven:

σP =
√

7400w ⇒ w =
σP√
7400

.Vervolgens kun je de w in (2.2) vervangen door σP√
7400

.
µP = 1100 + 50w

= 1100 + 50
σP√
7400

= 1100 +
50

10
√

74
σP

= 1100 +
5√
74

σP (2.4)Volgens (2.4) is µP een lineaire fun
tie van σP. Dus door gebruik te maken van de fun
ties (2.2) en(2.3) hebben we laten zien dat het inderdaad zo is dat de 
ombinaties van verwa
hte opbrengst envolatiliteit van een portefeuille die bestaat uit de spaarrekening en de ijsjesfabrikant op de lijn liggentussen alles sparen en alles beleggen in de ijsjesfabrikant.Opgave 2.14 Risi
ovol en risi
ovrija) Vind de algemene formules voor de verwa
hte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in hetattra
tiepark en de rest op de spaarrekening zet.b) Vind de algemene formules voor de verwa
hte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in hetreisbureau en de rest op de spaarrekening zet.Opgave 2.15 Voetbal
lubsKijk nog eens terug naar de opgaves over de voetbal
lubs (met name 2.4) en ga ervan uit dat alle
lubs evenveel kans hebben om te winnen.a) Vind de algemene formules voor de verwa
hte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Ajax ende rest op de spaarrekening zet.b) Vind de algemene formules voor de verwa
hte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Feyenoorden de rest op de spaarrekening zet.
) Vind de algemene formules voor de verwa
hte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in PSV ende rest op de spaarrekening zet.Opgave 2.16 ZangwedstrijdKijk nog eens terug naar de opgaves over de zangwedstrijd (met name 2.5) en ga ervan uit dat alledeelnemers evenveel kans hebben om te winnen. Je mag de afgeronde uitkomsten voor het risi
ogebruiken.a) Vind de algemene formules voor de verwa
hte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Heidien de rest op de spaarrekening zet.b) Vind de algemene formules voor de verwa
hte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Jolandeen de rest op de spaarrekening zet.Nu we een gedeelte risi
ovol kunnen beleggen en een gedeelte op de spaarrekening kunnen zetten,zijn er veel meer 
ombinaties van verwa
hte opbrengst en volatiliteit mogelijk.



42 2. Beleggen met onzekere opbrengstenVoorbeeld 2.6: Teun's diplomageld: voorlopige keuze aandeelIn de vorige paragraaf hadden we maar vier mogelijkheden, namelijk sparen of beleggen in de ijsjesfa-brikant, het reisbureau of het attra
tiepark. Nu kun je een portefeuille maken met de spaarrekeningen één van de drie beleggingen. Doordat je de gewi
hten in zo'n portefeuille vrij kunt kiezen, heb jenu oneindig veel mogelijkheden. We kunnen deze mogelijkheden gra�s
h weergeven met behulp vanlijnen tussen de spaarrekening en elk van de drie aandelen, zie �guur 2.5.PSfrag repla
ements
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Verwa
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rengst(µ)
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tieparkReisbureau
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Figuur 2.5: Alle mogelijke 
ombinaties van de spaarrekening en ieder van de drie beleggingen.Kan Teun deze �guur gebruiken om een aandeel te kiezen dat hij 
ombineert met de spaarrekening?Stel dat hij kiest voor het attra
tiepark en besluit om de helft van zijn geld daarin te beleggen. Derest gaat naar de spaarrekening. Voor deze portefeuille geldt dat µP = 1150 en σP =
√

23400. Kijknu eens naar de portefeuille die enkel bestaat uit de ijsjesfabrikant: in dat geval hebben we ook eenverwa
hte opbrengst van 1150, maar met een volatiliteit van √
7400. Dat is dus duidelijk een beterekeuze.Als we deze redenering doorvoeren, dan is de portefeuille bestaande uit de spaarrekening en de ijsjes-fabrikant de beste keuze, zolang Teun genoegen neemt met een verwa
hte opbrengst van maximaal1150. Immers, Teun krijgt daar de hoogste verwa
hte opbrengst tegen het laagste risi
o. De hoogstmogelijke verwa
hte opbrengst bij een portefeuille die bestaat uit de spaarrekening en de ijsjesfabri-kant is e 1150 en dat krijgt Teun door al zijn geld in de ijsjesfabrikant te beleggen. Wil hij een hogereverwa
hte opbrengst, dan kan hij dat alleen maar krijgen door te beleggen in een portefeuille met despaarrekening en het attra
tiepark. Dit kan e
hter pas een verstandige keuze zijn als hij meer dan50% in het aandeel attra
tiepark belegt en zo een verwa
hte opbrengst van meer dan 1150 verkrijgt.Beleggen in het reisbureau blijft ook wanneer je beleggen in één aandeel kunt 
ombineren met eenspaarrekening te allen tijde een sle
ht idee.Opgave 2.17 Hoogst mogelijke verwa
hte opbrengstKijk nog eens naar de mogelijkheden van Teun en naar �guur 2.5.a) Wat is de hoogst mogelijke verwa
hte opbrengst?



2.2. Beleggen in één aandeel en sparen 43b) Welke portefeuille heb je dan?In het algemeen kunnen we stellen dat de belegging, waarvan de lijn de grootste ri
htings
oë�
iëntheeft, de beste keuze is. De ri
htings
oë�
iënt (SV , waarbij V = I, A of R) van iedere lijn in �guur2.5 kun je als volgt bepalen:
SV =

µV − µS

σV
. (2.5)

SV staat bekend als de Sharpe ratio van aandeel V. Het geeft de verhouding van de verwa
hteopbrengst tot het risi
o weer. Aangezien de Sharpe ratio niets anders dan de ri
htings
oë�
iënt is,kunnen we nu het aandeel sele
teren dat we willen 
ombineren met de spaarrekening. We moetennamelijk het aandeel kiezen met de grootste Sharpe ratio. (Tenzij je uiteraard wilt gaan voor eenportefeuille met een hogere verwa
hte opbrengst dan dat aandeel heeft.)Sharpe ratio van een aandeelDe Sharpe ratio SV van een belegging met verwa
hte opbrengst µV en volatiliteit σV wordtberekend door
SV =

µV − µS

σV
,waarbij µS de opbrengst van de spaarrekening is. De belegging met de grootste Sharpe ratio is(in prin
ipe) de beste keuze, als je een portefeuille kiest met één aandeel en de spaarrekening.Voorbeeld 2.7: Teun's diplomageld: Sharpe ratioDe Sharpe ratio van de ijsjesfabrikant is

SI =
µI − µS

σI

=
1150 − 1100√

7400

=
50

10
√

74

≈ 0.5812.Opgave 2.18 Sharpe ratioKijk nog eens naar het voorbeeld van Teun's diplomageld.a) Bepaal de Sharpe ratio van het attra
tiepark (op 4 de
imalen).b) Bepaal de Sharpe ratio van het reisbureau.Opgave 2.19 Voetbal
lubsWe kijken opnieuw naar de voetbal
lubs (zie 2.4) en gaan er nog steeds vanuit dat iedere 
lubevenveel kans maakt om te winnen.a) Bepaal de Sharpe ratio van Ajax (op 4 de
imalen).



44 2. Beleggen met onzekere opbrengstenb) Bepaal de Sharpe ratio van Feyenoord (op 4 de
imalen).
) Bepaal de Sharpe ratio van PSV (op 4 de
imalen).Opgave 2.20 ZangwedstrijdWe kijken opnieuw naar de zangwedstrijd (zie 2.5) en gaan er nog steeds vanuit dat iedere deelnemerevenveel kans maakt om te winnen.a) Bepaal de Sharpe ratio van Jolande (op 4 de
imalen).b) Bepaal de Sharpe ratio van Heidi (op 4 de
imalen).2.3 Beleggen in twee aandelenIn de vorige paragraaf zijn we uitgegaan van een portefeuille bestaande uit de spaarrekening en eenaandeel. Een andere uitbreiding ten opzi
hte van de situatie waarin je maar in één aandeel kuntbeleggen of kunt sparen is de situatie waarin je ook ook in twee aandelen tegelijk kunt beleggen.Heeft dit eigenlijk wel zin? Daar gaan we in deze paragraaf naar kijken.Voorbeeld 2.8: Teun's diplomageld: twee aandelenOp de verjaardag van zijn vader spreekt Teun zijn oom Hans. Hij bedankt hem voor zijn advies envertelt dat hij van plan is om een gedeelte van zijn e 1000 te beleggen in de ijsjesfabrikant en derest op een spaarrekening te zetten. Zijn oom vraagt hem waarom hij de andere mogelijkheden nietgebruikt. Teun legt uit hoe hij tot zijn keuze gekomen is en s
hetst daarbij �guur 2.5. Zijn oomgeeft hem het advies om to
h maar eens naar 
ombinaties van aandelen te gaan kijken.Teun besluit dit advies op te volgen en begint met portefeuilles die bestaan uit twee aandelen.Daarvoor moet hij dus weten hoe hij de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van zo'n portefeuille uitkan rekenen. Uit zijn eerdere berekeningen bleek dat de ijsjesfabrikant de beste keus was, gevolgddoor het attra
tiepark, dus Teun's portefeuille bevat, om te beginnen, die twee aandelen. Daarnaastbesluit hij allereerst eens te kijken wat er gebeurt als hij zijn geld gelijk over deze twee aandelenverdeelt, dus wA = wI =
1
2
. Als we net zo'n tabel maken als tabel 2.3, dan krijgen we onderstaandetabel. weer goed matig sle
ht µ σ

e 500 attra
tiepark 540 810 450 600 √
23400

e 500 ijsjes 630 570 525 575 √
1850

e 500 attra
tiepark en 1170 1380 975 1175 √
27350

e 500 ijsjesTabel 2.4: Verwa
hte opbrengst en risi
o van beleggen in het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant.Zoals je ziet, is de verwa
hte opbrengst van e 500 in ijsjes beleggen en e 500 in het attra
tieparkde som van de twee losse beleggingen. Dit geldt e
hter niet voor de volatiliteit. De volatiliteitvan de twee beleggingen samen (à e 500 ieder) is kleiner dan de som van de volatiliteiten van dezetwee beleggingen apart. Dat wordt veroorzaakt door de samenhang van de opbrengsten van hetattra
tiepark en de ijsjesfabrikant; zie paragraaf 1.2. In die paragraaf heb je geleerd dat bij devariantie van de som van twee toevalsvariabelen de 
ovariantie een rol speelt.Aangezien Teun hier inderdaad met twee (niet gedegenereerde) toevalsvariabelen te maken heeft (deopbrengsten van beide beleggingen zijn onzeker), kun je de rekenregels voor het berekenen van de



2.3. Beleggen in twee aandelen 45verwa
htingswaarde en de variantie gebruiken. Laten we eerst kijken naar de verwa
htingswaarde:
µP = wA · µA + wI · µI

= wA · 1200 + wI · 1150.Als Teun er dus voor kiest om de helft te beleggen in de ijsjesfabrikant en de andere helft in hetattra
tiepark, dan is zijn verwa
hte opbrengst 1
2 · 1200 + 1

2 · 1150 = 1175, en dat komt overeen metde waarde in tabel 2.4. Voor de variantie moet Teun eerst de 
ovariantie (zie paragraaf 1.2) van deopbrengsten van het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant bepalen en daarvoor heeft hij de gezamenlijkekansverdeling van het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant nodig. Als het weer goed is (met kans 1/3)dan zal Teun e 1080 ontvangen als hij alles in het attra
tiepark heeft belegt en e 1260 als hij allesin de ijsjesfabrikant heeft belegt. Dus
P(A = 1080 en I = 1260) = 1

3
.Het kan niet zo zijn dat het attra
tiepark e 1080 waard is én de ijsjesfabrikant e 1140. Immers, de

e 1080 hoort bij goed weer en de e 1140 bij matig weer en het kan niet tegelijk goed en matig weerzijn. Dus
P(A = 1080, I = 1140) = 0.Je kunt dit ook voor de rest van de 
ombinaties van de opbrengsten bepalen en de gezamenlijkekansverdeling ops
hrijven met behulp van een tabel. Zo'n tabel ziet er als volgt uit.ijsjesfabrikant1260 1140 1050attra
- tiepark 1080 1/3 0 01620 0 1/3 0900 0 0 1/3De 
ovariantie (COV(I, A)) kan Teun nu berekenen met behulp van (1.8):COV(I, A) = 1080 · 1260 · 1

3
+ 1080 · 1140 · 0 + 1080 · 1050 · 0

+ 1620 · 1260 · 0 + 1620 · 1140 · 1
3 + 1620 · 1050 · 0

+ 900 · 1260 · 0 + 900 · 1140 · 0 + 900 · 1050 · 1
3
− µI · µA

= 1080 · 1260 · 1
3
+ 1620 · 1140 · 1

3
+ 900 · 1050 · 1

3
− 1150 · 1200

= 453600 + 615600 + 315000 − 1380000

= 4200.Nu kan Teun de variantie van de portefeuille berekenen:
σ2

P = w2
A · σ2

A + w2
I · σ2

I + 2 · wA · wI · σI,A

= w2
A · 93600 + w2

I · 7400 + 2 · wA · wI · 4200.Als Teun nu kiest voor wA = wI =
1
2
, dan wordt de variantie van zijn portefeuille

σ2
P =

(

1
2

)2
· 93600 +

(

1
2

)2
· 7400 + 2 · 1

2
· 1

2
· 4200

= 93600
4

+ 7400
4

+ 8400
4

= 27350.De volatiliteit van deze portefeuille is dan
σP =

√

σ2
P =

√
27350.



46 2. Beleggen met onzekere opbrengstenOpgave 2.21 Portefeuille met ijsjesfabrikant en attra
tieparkStel dat Teun kijkt naar de portefeuille met de ijsjesfabrikant en het attra
tiepark en dat hij kiestvoor wA = 0.25.a) Wat is dan het gewi
ht van de ijsjesfabrikant?b) Wat is de verwa
hte opbrengst van de portefeuille?
) Wat is de volatiliteit?d) Beantwoord de bovenstaande vragen als Teun kiest voor wA = 0.06. Rond af op 4 de
imalen,indien nodig.e) Teken in een �guur de punten die horen bij de gewi
hten wA = 0, wA = 0.06, wA = 0.25,
wA = 0.50 en wA = 1.f) Liggen deze punten op een lijn tussen alles beleggen in het attra
tiepark en alles beleggen in deijsjesfabrikant? Heb je een idee waarom (niet)?Opgave 2.22 Portefeuille met ijsjesfabrikant en reisbureauStel dat Teun gaat kijken naar de ijsjesfabrikant en het reisbureau.a) Stel de gezamenlijke kansverdeling op die hoort bij de opbrengsten van de ijsjesfabrikant en hetreisbureau.b) Bereken de 
ovariantie (σI,R) van de opbrengsten van de ijsjesfabrikant en het reisbureau.
) Kies de gewi
hten wR = 0.7 en wI = 0.3. Bereken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van deportefeuille met deze gewi
hten.d) Kies de gewi
hten wR = 0.3 en wI = 0.7. Bereken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van deportefeuille met deze gewi
hten.e) Kies de gewi
hten wI = wR = 0.5. De uitbetaling bij goed weer is dan 1

2
· 1000+ 1

2
· 1260 = 1130.Bepaal de uitbetalingen bij middelmatig en sle
ht weer. Valt je iets op?f) Bereken ook de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met wI = wR = 0.5.g) Teken in een �guur de punten die horen bij de gewi
hten wR = 0, wR = 0.3, wR = 0.5, wR = 0.7en wR = 1.Opgave 2.23 Voetbal
lubsBekijk opnieuw de voetbal
lubs (opgave 2.4). Ga ervanuit dat alle 
lubs evenveel kans maken omkampioen te worden. We kijken in deze opgave alleen naar Feyenoord en PSV.a) Bepaal de gezamenlijke kansverdeling van Feyenoord en PSV.b) Bereken de 
ovariantie van de opbrengsten van Feyenoord en PSV.
) Stel dat je 1

3 in Feyenoord belegt. Wat is dan het gewi
ht van PSV? Bereken ook de verwa
hteopbrengst en volatiliteit van de portefeuille met deze gewi
hten.d) Stel dat je w in Feyenoord belegt. Wat is dan het gewi
ht van PSV?e) Kies w = 1
4
en bereken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille.Opgave 2.24 ZangwedstrijdBekijk opnieuw de zangwedstrijd (opgave 2.5). Ga ervanuit dat alle deelnemers evenveel kans makenom te winnen.a) Bepaal de gezamenlijke kansverdeling van de opbrengsten van de aandelen `Heidi' en `Jolande'.b) Bereken de 
ovariantie van de opbrengsten van de aandelen `Heidi' en `Jolande'.
) Stel dat je 1

3
in Heidi belegt. Wat is dan het gewi
ht van het aandeel `Jolande'? Bereken ookde verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met deze gewi
hten (op 4 de
imalen).d) Kies wHeidi = 3
4
en wJolande = 1

4
. Bereken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de porte-feuille (op 4 de
imalen, indien nodig).We kunnen nu de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van een portefeuille, bestaande uit twee aandelen,uitrekenen. Als we vers
hillende gewi
hten nemen, krijgen we vers
hillende verwa
hte opbrengsten envolatiliteiten, die we weer in een gra�ek kunnen weergeven. Laten we weer eens gaan kijken naar onzeportefeuille bestaande het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant. In �guur 2.6 zijn alle mogelijke gewi
hten



2.3. Beleggen in twee aandelen 47PSfrag repla
ements
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Figuur 2.6: Alle mogelijke portefeuilles bestaande uit het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant.van de portefeuille met het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant weergegeven met een kromme.Opgave 2.25(Portefeuille met twee aandelen)Op de kromme in �guur 2.6 staan ook nog drie pentagrammen. Deze geven een bepaalde verdelingvan de gewi
hten weer, namelijk wI = 0.25 en wA = 0.75; wI = 0.75 en wA = 0.25 en wI = wA =

0.5. Welk pentagram (F) hoort bij welke verdeling?Je kunt natuurlijk ook portefeuilles maken bestaande uit de ijsjesfabrikant en het reisbureau enbestaande uit het reisbureau en het attra
tiepark. Figuur 2.7 geeft alle mogelijke portefeuillesbestaande uit twee aandelen weer. Merk op dat daarin te zien is dat beleggen in twee aandelenzinvol kan zijn, ook wanneer de 
ovariantie tussen deze twee aandelen positief is. (Kijk naar hetAttra
tiepark en de IJsjesfabrikant met een 
ovariantie van 4200.)Opgave 2.26 Portefeuilles met twee aandelenBekijk �guur 2.7.a) Welke portefeuille(s) is (zijn) niet interessant? Waarom?b) Bekijk de overige portefeuille(s). Zijn daarvan alle gewi
hten
ombinaties interessant? Zo ja,waarom? Zo nee, welke niet?



48 2. Beleggen met onzekere opbrengstenPSfrag repla
ements
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Figuur 2.7: Alle mogelijke portefeuilles bestaande uit twee aandelen.Opgave 2.27 Voetbal
lubsWe kijken nog eens naar de voetbal
lubs en op-nieuw hebben ze evenveel kans om kampioen teworden. Door de aandelen Ajax, Feyenoord enPSV per twee te 
ombineren, kunnen we eenzelfdesoort �guur als 2.7 krijgen; zie de gra�ek hier-naast. PSfrag repla
ements SpaarrekeningAjaxFeyenoordPSV
Volatiliteit (σ)

Verwa
hteopbr
engst(µ)

0 10 20 30 4095100105110

a) Welke portefeuille(s) is(zijn) niet interessant? Waarom?b) Bekijk de overige portefeuille(s). Zijn daarvan alle gewi
hten
ombinaties interessant? Zo ja,waarom? Zo nee, welke niet?



2.4. Beleggen in een portefeuille 49Opgave 2.28 ZangwedstrijdWe kijken nog eens naar de zangwedstrijd en op-nieuw hebben de deelnemers evenveel kans omkampioen te worden. Door de aandelen vanJolande en Heidi te 
ombineren, kunnen we een-zelfde soort �guur als 2.7 krijgen; zie de gra�ekhiernaast.
PSfrag repla
ements SpaarrekeningJolandeHeidi

Volatiliteit (σ)
Verwa
hteopbr
engst(µ)

0 1 2 3 4 51010.51111.51212.513

Zijn alle gewi
hten
ombinaties interessant van de portefeuille bestaande uit aandelen van Jolande enHeidi interessant? Zo ja, waarom? Zo nee, welke niet?2.4 Beleggen in een portefeuilleTot nu toe hebben we telkens gekeken naar portefeuilles met sle
hts twee elementen: één aandeel ende spaarrekening (Paragraaf 2.2) of twee aandelen (Paragraaf 2.3). Natuurlijk kun je een portefeuillemaken met meer elementen, bijvoorbeeld de spaarrekening en twee aandelen of de spaarrekening enalle drie de aandelen. In deze paragraaf gaan we deze portefeuilles bekijken en we beginnen met eenportefeuille die (maximaal) twee aandelen en de spaarrekening bevat. Voor dit soort situaties kunnenwe nog de beste portefeuilles vinden. We eindigen tenslotte met een portefeuille die bestaat uit alledrie de aandelen en de spaarrekening. Om in dit algemene geval de beste portefeuilles te vindenhebben we meer kennis nodig van matri
es, ve
toren en lineaire algebra. We kunnen gra�s
h e
hterto
h nog het één en ander onderzoeken.Voorbeeld 2.9: Teun's diplomageld: twee aandelen en sparenNa zijn gereken aan portefeuilles met twee aandelen bedenkt Teun dat hij de twee aandelen ook weerkan 
ombineren met de spaarrekening. Hij besluit allereerst de portefeuille te bestuderen waarin hijde aandelen van het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant samen met de spaarrekening gebruikt en zijngeld evenredig verdeelt (wI = wA = wS = 1/3).



50 2. Beleggen met onzekere opbrengstenHij wil weten wat de verwa
hte opbrengst (µP) en volatiliteit (σP) van de portefeuille met dezegewi
hten is.
µP = wS · µS + wA · µA + wI · µI

= 1
3
· 1100 + 1

3
· 1200 + 1

3
· 1150

= 1150,

σ2
P = w2

S · σ2
S + w2

A · σ2
A + w2

I · σ2
I + 2 · wS · wA · σS,A + 2 · wS · wI · σS,I + 2 · wA · wI · σA,I

=
(

1
3

)2
· 0 +

(

1
3

)2
· 93600 +

(

1
3

)2
· 7400 + 2 · 1

3
· 1

3
· 0 + 2 · 1

3
· 1

3
· 0 + 2 · 1

3
· 1

3
· 4200

=
93600

9
+

7400

9
+

8400

9

=
109400

9
,

σP =

√

109400

9

= 10
3
·
√

1094.

Dus met deze portefeuille heeft Teun een verwa
hte opbrengst van 1150 met een volatiliteit van
10
3
·
√

1094 ≈ 110.2522. Als hij alles belegt in de ijsjesfabrikant heeft hij dezelfde verwa
hte opbrengst,maar met een volatiliteit van √
7400 ≈ 86.0233. Hij kan dus beter alles beleggen in de ijsjesfabrikant.Teun krabt zi
h eens a
hter zijn oor en vraagt zi
h af of het wel zin heeft om al die berekeningente maken als het to
h niets oplevert. Maar miss
hien dat andere gewi
hten wel goed zouden zijn.Hij besluit om voorlopig eerst te kijken naar een portefeuille waarbij hij evenveel belegt in beideaandelen (dus wA = wI), maar waarin hij het gewi
ht van de spaarrekening varieert. Na behoorlijkwat berekeningen krijgt hij tabel 2.5. De volatiliteiten heeft Teun afgerond op vier de
imalen, omvergelijken wat makkelijker te maken. Vervolgens besluit hij om deze zes punten in �guur 2.1 tetekenen en hij krijgt �guur 2.8.

wS wA wI µP σP1 0 0 1100 00 0.50 0.50 1175 165.3784
1/3 1/3 1/3 1150 110.25220.40 0.30 0.30 1145 99.22700.50 0.25 0.25 1137.5 82.68920.70 0.15 0.15 1122.5 49.6135Tabel 2.5: De verwa
hte opbrengst en volatiliteit van een portefeuille met de spaarrekening, het attra
tiepark en deijsjesfabrikant voor vers
hillende gewi
hten.
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ements
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Figuur 2.8: De portefeuilles gemaakt met de gewi
hten uit tabel 2.5.Teun ziet dat de punten op een re
hte lijn liggen tussen alles sparen en de portefeuille die voor dehelft bestaat uit de ijsjesfabrikant en voor de helft uit het attra
tiepark. Het lijkt wel een beetje opwat hij zag bij de portefeuilles die bestonden uit één aandeel en de spaarrekening.Als Teun er even over nadenkt, bedenkt hij dat dat ook niet zo vreemd is. Je zou de portefeuilledie voor de helft bestaat uit het attra
tiepark en voor de helft uit de ijsjesfabrikant kunnen zien alseen nieuw aandeel. Dit aandeel heeft dan een verwa
hte opbrengst van 1175 en een volatiliteit van√
27350. Daarna zou je weer kunnen kiezen hoeveel je belegt in het nieuwe aandeel en hoeveel jespaart. Als je bijvoorbeeld de helft spaart en de helft belegt, dan betekent dat dat je e 500 op despaarrekening zet en e 250 belegt in de ijsjesfabrikant en e 250 in het attra
tiepark.Opgave 2.29 Portefeuille met twee aandelen en de spaarrekeningBekijk de portefeuille bestaande uit het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant (met wA = wI = 0.5) enmaak hiervan een nieuw aandeel. Vervolgens ga je dit nieuwe aandeel 
ombineren met de spaarre-kening.a) Als je besluit om 20% van je e 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in hetattra
tiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewi
hten hebben het attra
tiepark en de ijsjesfa-brikant dan?b) Als je besluit om 60% van je e 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in hetattra
tiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewi
hten hebben het attra
tiepark en de ijsjesfa-brikant dan?
) Als je besluit om (1 − w) ·e 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het at-tra
tiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewi
hten hebben het attra
tiepark en de ijsjesfabrikantdan?d) Bepaal de Sharpe ratio van het nieuwe aandeel (op 4 de
imalen) en vergelijk deze met de Sharperatio van de ijsjesfabrikant. Wat valt je op?



52 2. Beleggen met onzekere opbrengstenOpgave 2.30 Portefeuille met twee aandelen en de spaarrekeningBekijk de portefeuille bestaande uit het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant (met wA = 0.25 en wI =
0.75) en maak hiervan een nieuw aandeel. Vervolgens ga je dit nieuwe aandeel 
ombineren met despaarrekening.a) Als je besluit om 20% van je e 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in hetattra
tiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewi
hten hebben het attra
tiepark en de ijsjesfa-brikant dan?b) Als je besluit om 60% van je e 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in hetattra
tiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewi
hten hebben het attra
tiepark en de ijsjesfa-brikant dan?
) Als je besluit om (1 − w) ·e 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het at-tra
tiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewi
hten hebben het attra
tiepark en de ijsjesfabrikantdan?d) Bepaal de Sharpe ratio van het nieuwe aandeel (op 4 de
imalen) en vergelijk deze met de Sharperatio van de ijsjesfabrikant. Wat valt je op? [Hint: kijk naar opgave 2.21 voor de verwa
hteopbrengst en volatiliteit van de portefeuille met wA = 0.25 en wI = 0.75.℄Opgave 2.31 Voetbal
lubsKijk nog eens naar de voetbal
lubs; opnieuw hebben ze evenveel kans om kampioen te worden (zieopgave 2.4 en 2.23). Kijk naar een portefeuille met PSV en Feyenoord, waarbij je 2/3 in PSV belegten de rest in Feyenoord. Maak van deze portefeuille een nieuw aandeel en 
ombineer dit nieuweaandeel met de spaarrekening.a) Als je besluit om 10% van je e 90 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in Feyenoorden hoeveel in PSV? Welke gewi
hten hebben Feyenoord en PSV dan?b) Bereken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met de gewi
hten van onderdeela) (op 4 de
imalen, indien nodig).
) Bepaal de Sharpe ratio (op 4 de
imalen) van het nieuwe aandeel en vergelijk deze met de Sharperatio's van PSV en Feyenoord (zie opgave 2.19).Opgave 2.32 ZangwedstrijdKijk nog eens naar de zangwedstrijd; opnieuw hebben alle deelnemers evenveel kans om te winnen(zie opgave 2.5 en 2.24). Kijk naar een portefeuille met aandelen in Heidi en Jolande, waarbij je 3/4in Heidi belegt en de rest in Jolande. Maak van deze portefeuille een nieuw aandeel en 
ombineerdit nieuwe aandeel met de spaarrekening.a) Als je besluit om 20% van je e 10 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in Heidien hoeveel in Jolande? Welke gewi
hten hebben de aandelen `Heidi' en `Jolande' dan?b) Bereken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met de gewi
hten van onderdeela) (op 4 de
imalen, indien nodig).
) Bepaal de Sharpe ratio van het nieuwe aandeel en vergelijk deze met de Sharpe ratio's van deaandelen `Heidi' en `Jolande' (zie opgave 2.20).Het is dus mogelijk om iedere portefeuille die bestaat uit het attra
tiepark, de ijsjesfabrikant en/of hetreisbureau te 
ombineren met de spaarrekening. Je kunt van de portefeuille zonder de spaarrekeningook weer de Sharpe ratio bepalen en die gebruiken om uit te vinden welke portefeuille het beste is.Merk op dat de Sharpe ratio van een portefeuille op exa
t dezelfde manier gede�nieerd is als de Sharperatio van één aandeel.



2.4. Beleggen in een portefeuille 53Sharpe ratio van een portefeuille (zonder Spaarrekening)De Sharpe ratio SP van een portefeuille met verwa
hte opbrengst µP en volatiliteit σP wordtberekend door
SP =

µP − µS

σP
,waarbij µS de opbrengst van de spaarrekening is.Voorbeeld 2.10: Teun's diplomageld: twee aandelen (gewi
hten)Teun fo
ust zi
h nog steeds op de portefeuille bestaande uit het attra
tiepark en de ijsjesfabrikanten wil met behulp van de Sharpe ratio bepalen welke portefeuille het beste is. Hiervoor kiest hijvers
hillende verhoudingen van de gewi
hten en berekent hierbij de verwa
hte opbrengst en volatiliteitvan de portefeuille met die gewi
hten. Vervolgens berekent hij de Sharpe ratio's. De resultaten staanin tabel 2.6. Teun ziet nu dat het wel degelijk zin heeft om naar dit soort portefeuilles te kijken. Als

wA wI µP σP SP0.00 1.00 1150 86.0233 0.58120.20 0.80 1160 99.1161 0.60540.40 0.60 1170 140.1999 0.49930.60 0.40 1180 192.0833 0.41650.80 0.20 1190 248.0806 0.36281.00 0.00 1200 305.9412 0.3269Tabel 2.6: Sharpe ratio's van de portefeuille bestaande uit het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant met vers
hillendegewi
htenhij er namelijk voor kiest om het nieuwe aandeel te maken met een portefeuille met het attra
tieparken de ijsjesfabikant, waarbij wA = 0.20 en wI = 0.80, dan heeft hij een hogere Sharpe ratio. Maarzijn dit nu de beste gewi
hten?Opgave 2.33 Sharpe ratio bij twee aandelenBekijk nogmaals de portefeuille met het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant.a) Neem wA = 0.10 en wI = 0.90. Bereken de verwa
hte opbrengst en volatiliteit.b) Bereken de Sharpe ratio (op vier de
imalen).
) Zijn deze gewi
hten de beste keuze?Opgave 2.34 Beste gewi
htenBekijk de portefeuille met het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant. Je belegt w in het attra
tieparken (1 − w) in de ijsjesfabrikant en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijkis.a) Laat zien dat je de Sharpe ratio van de bes
hreven portefeuille kunt s
hrijven als SP(w) =
50 + 50w√

92600w2 − 6400w + 7400
. [Hint: bekijk hoe je µP en σP als fun
tie van w kunt s
hrijven.℄b) Bepaal de maxima van SP(w) op exa
te wijze.
) Controleer met je gra�s
he rekenma
hine deze maxima.d) Welke gewi
hten moet je voor het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant kiezen zodat de Sharpe ratio



54 2. Beleggen met onzekere opbrengstenvan de portefeuille met de ijsjesfabrikant en het attra
tiepark zo groot mogelijk is?Opgave 2.35 Beste gewi
htenBekijk de portefeuille met het reisbureau en de ijsjesfabrikant. Je belegt w in het reisbureau en
(1 − w) in de ijsjesfabrikant en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijkis.a) Laat zien dat je de Sharpe ratio van de bes
hreven portefeuille kunt s
hrijven als SP(w) =

50 − 50w√
29400w2 − 29400w + 7400

.b) Bepaal de maxima van SP(w), zowel exa
t als met de gra�s
he rekenma
hine.
) Welke gewi
hten moet je voor het reisbureau en de ijsjesfabrikant kiezen zodat de Sharpe ratiovan de portefeuille met de ijsjesfabrikant en het reisbureau zo groot mogelijk is?Opgave 2.36 Portefeuilles met twee aandelen en de spaarrekeninga) Als je de exa
te gewi
hten van opgave 2.34d) kiest, wat zijn dan de verwa
hte opbrengst envolatiliteit van de portefeuille bestaande uit het attra
tiepark en de ijsjesfabrikant (op vier de
i-malen)?b) Als je de gewi
hten van opgave 2.35
) kiest, wat zijn dan de verwa
hte opbrengst en volatiliteitvan de portefeuille bestaande uit het reisbureau en de ijsjesfabrikant (op vier de
imalen)?
) Teken deze twee portefeuilles in onderstaande �guur.d) Combineer de portefeuille van onderdeel a) met de spaarrekening. Teken deze 
ombinatie in deonderstaande �guur.e) Combineer de portefeuille van onderdeel b) met de spaarrekening. Teken deze 
ombinatie in deonderstaande �guur.PSfrag repla
ements
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Opgave 2.37 Beste gewi
hten voetbal
lubsKijk nog eens naar de voetbal
lubs; opnieuw hebben ze evenveel kans om kampioen te worden (zieopgave 2.4 en 2.23). Kijk naar een portefeuille met PSV en Feyenoord. Je belegt w in Feyenoorden (1 − w) in PSV en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijk is.a) S
hrijf de Sharpe ratio van de bes
hreven portefeuille als een fun
tie van w (SP(w)).



2.4. Beleggen in een portefeuille 55b) Bepaal de maxima van SP(w), zowel exa
t als met de gra�s
he rekenma
hine.
) Welke gewi
hten moet je voor Feyenoord en PSV kiezen zodat de Sharpe ratio van de portefeuillemet deze 
lubs zo groot mogelijk is (op vier de
imalen)?Opgave 2.38 Beste gewi
hten zangwedstrijdKijk nog eens naar de zangwedstrijd; opnieuw hebben de deelnemers evenveel kans om te winnen(zie opgave 2.5 en 2.24). Kijk naar een portefeuille met Heidi en Jolande. Je belegt w in Heidi en
(1 − w) in Jolande en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijk is.a) S
hrijf de Sharpe ratio van de bes
hreven portefeuille als een fun
tie van w (SP(w)).b) Bepaal de maxima van SP(w), zowel exa
t als met de gra�s
he rekenma
hine.
) Welke gewi
hten moet je voor Heidi en Jolande kiezen zodat de Sharpe ratio van de portefeuillemet deze zangeressen zo groot mogelijk is?Voorbeeld 2.11: Teun's diplomageld: alle aandelen en sparenTen slotte kan Teun natuurlijk alle aandelen en de spaarrekening in één portefeuille stoppen. Steldat hij zijn geld gelijk verdeeld over alle vier de mogelijkheden, dus e 250 op de spaarrekening zet,
e 250 belegt in de ijsjesfabrikant, e 250 belegt in het attra
tiepark en tenslotte e 250 belegt in hetreisbureau. Als Teun dan weer een tabelletje maakt van de opbrengsten, dan krijgt hij tabel 2.7.weer goed matig sle
ht µ σ

e 250 sparen 275 275 275 275 0
e 250 attra
tiepark 270 405 225 300 √

5850

e 250 reisbureau 250 272.5 302.5 275 √
925/2

e 250 ijsjes 315 285 262.5 287.5 √
925/2

e 1000 portefeuille 1110 1237.5 1065 1137.5 √
10675/2Tabel 2.7: Verwa
hte opbrengst en risi
o van beleggen in het attra
tiepark, de ijsjesfabrikant het reisbureau en despaarrekening.

Opgave 2.39 Portefeuille met alle beleggingen en spaarrekeningBekijk tabel 2.7.a) Controleer de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille door deze dire
t met behulpvan de waarden op de laatste rij te berekenen.b) Gebruik de rekenregels om de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille te bepalen.[Hint: σA,R = −8400, σA,I = 4200, σR,I = −7300.℄
) Kies de gewi
hten wA = wI = 0.4 en wR = wS = 0.1. Bepaal de uitbetaling bij goed, matig ensle
ht weer. Bereken vervolgens de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille.d) Bepaal de Sharpe ratio van beide portefeuilles (op 4 de
imalen).Het is nu vervolgens weer mogelijk om de beste verhouding van gewi
hten te bepalen, maar dete
hnieken die je daarvoor nodig hebt (lineaire algebra), vallen niet binnen dit hoofdstuk. We zullenin het volgende hoofdstuk hierop kort terugkomen.Opgave 2.40(Teun's portefeuille met drie aandelen en de spaarrekening)Kijk nog eens voor een laatste keer naar de portefeuille van Teun. Je hebt drie beleggingen metverwa
hte opbrengsten µA, µR en µI , volatiliteiten σA, σR en σI en 
ovarianties σA,R, σA,I en σR,I. De



56 2. Beleggen met onzekere opbrengstenspaarrekening heeft opbrengst µS. Je zet wS op de spaarrekening en belegt wA in het attra
tiepark,
wR in het reisbureau en wI in de ijsjesfabrikant.a) Stel de formule voor de verwa
hte opbrengst van de portefeuille met gewi
hten wS, wA, wR en

wI op.b) Stel de formule voor de volatiliteit van de portefeuille met gewi
hten wS, wA, wR en wI op.2.5 SamenvattingBegrippengewi
hten : de verhouding waarin het bes
hikbare geld over de mogelijke beleggingen en de spaar-rekening verdeeld wordt;portefeuille : de verzameling van beleggingen en de spaarrekening;risi
o-avers : de neiging van de mens om het liefst zo weinig mogelijk risi
o te lopen;Sharpe ratio : de verhouding tussen verwa
hte opbrengst en risi
o van een aandeel of een portefeuille;volatiliteit : de standaarddeviatie van de opbrengst van een belegging (een maatstaf voor het risi
o).Notatie
µS : opbrengst van een spaarrekening;
µB : verwa
hte opbrengst van een belegging B;
σB : volatiliteit van een belegging B;
σB,C : 
ovariantie van de opbrengsten van beleggingen B en C;
wB : gewi
ht van belegging B in een portefeuille;
SP : de Sharpe ratio van portefeuille P;
µP : verwa
hte opbrengst van een portefeuille;
σP : volatiliteit van een portefeuille.Formules

µP = wS · µS + w1 · µ1 + . . . + wn · µn

σ2
P = w2

1 · σ2
1 + w2

2 · σ2
2 + . . . + w2

n · σ2
n

+ 2 · w1 · w2 · σ1,2 + 2 · w1 · w3 · σ1,3 + . . . + 2 · w1 · wn · σ1,n

+ 2 · w2 · w3 · σ2,3 + 2 · w2 · w4 · σ2,4 + . . . + 2 · w2 · wn · σ2,n

+ . . .

+ 2 · wn−1 · wn · σn−1,n

σP =
√

σ2
P

Sp =
µP − µ0

σP



3De portefeuilletheorie van Markowitz
In hoofdstuk 2 hebben we bepaald hoe we iets kunnen zeggen over de verwa
hte opbrengst en hetrisi
o van een aandeel en van een portefeuille van aandelen. We hebben ook gezien hoe je eenportefeuille kunt samenstellen en hoe je daarmee risi
o kunt spreiden. Ten slotte hebben we eenportefeuille met aandelen ge
ombineerd met een spaarrekening. Op die manier hebben we een setportefeuilles gevonden waarvoor geldt dat de verwa
hte opbrengst niet verhoogd kan worden zonderde volatiliteit te verhogen en waarvoor de volatiliteit niet verlaagd kan worden zonder de verwa
hteopbrengst te verlagen. Deze set van portefeuilles noemen we de Pareto set. In deze set zitten debeste portefeuilles; niemand wil een portefeuille, die niet in de Pareto set zit. Ieder individu heeft eenandere voorkeur over de portefeuilles uit de Pareto set en deze vookeur wordt bepaald door de matewaarin je risi
o wilt lopen. Maar hoe kies je nu de juiste portefeuille? Daar gaat dit hoofdstuk over.In Paragraaf 3.1 bespreken we nutsfun
ties. Deze fun
ties geven de voorkeuren van een individuwiskundig weer. We kijken hoe we deze nutsfun
ties kunnen maximaliseren onder bepaalde voorwaar-den. Deze wiskundige te
hniek gebruiken we vervolgens in Paragraaf 3.2, waarin we het individuelenut van een belegging gaan maximaliseren, gegeven dat het individu een portfolio uit de Pareto setkiest. Dit is de portefeuilletheorie van Markowitz. In Paragraaf 3.3 kijken we kort naar de algemenesituatie waarin je onbeperkt aandelen kunt 
ombineren met de spaarrekening.3.1 Een nutsfun
tieAls je de e
onomie wilt modelleren zodat je er met behulp van wiskunde iets over kunt zeggen, hebje fun
ties nodig die iets zeggen over de voorkeuren van personen of bedrijven of overheden. Als jebijvoorbeeld liever een appel eet dan een banaan, dan zul je meer nut hebben van de appel. Eennutsfun
tie geeft zo'n voorkeur aan.Voorbeeld 3.1: Appel of banaan: nutsfun
tieRalph houdt van appels en hij heeft liever een appel dan een banaan. Om pre
ies te zijn: als hij kankiezen uit één appel of twee bananen, dan maakt hem dat niets uit. Als hij kan kiezen uit één appelen minder dan twee bananen, dan kiest hij de appel. En als hij kan kiezen uit één appel en meer dantwee bananen, dan kiest hij voor de bananen. Laat a het aantal appels zijn en b het aantal bananen.De nutsfun
tie wordt genoteerd door U(a, b) en is voor Ralph

U(a, b) = 2a + b.Het nut van één appel is dan U(1, 0) = 2 · 1 + 0 = 2 en het nut van twee bananen is U(0, 2) =

2 · 0 + 2 = 2. Het nut van Ralph is dus in beide gevallen even hoog. Dit betekent dat het Ralph dus57



58 3. De portefeuilletheorie van Markowitzinderdaad niet uitmaakt of hij één appel heeft of twee bananen, omdat hij de voorkeur heeft voor deoptie met het hoogste nut.Opgave 3.1 Nutsfun
tieRenata eet liever bananen dan appels. Haar nutsfun
tie is U(a, b) = 2a + 5b.a) Renata kan kiezen tussen één appel en één banaan. Wat kiest ze?b) Renata kan kiezen tussen twee appels en één banaan. Wat kiest ze?
) Renata kan kiezen tussen drie appels en één banaan. Wat kiest ze?d) Renata kan kiezen tussen vijf appels en twee bananen. Wat kiest ze?e) Renata kan kiezen tussen 3 appels en 5 bananen of 1 appel en 6 bananen. Wat kiest ze?De nutsfun
tie U(a, b) = 2a + b is niet de enige fun
tie die de voorkeuren van Ralph kan weergeven.We kunnen ook kiezen voor U′(a, b) = 4a + 2b of voor U′′(a, b) = 500a + 250b+ 15. Een nutsfun
tieis ordinaal: je kunt de uitkomsten alleen maar gebruiken om mogelijke keuzes voor één persoon teordenen. Dus als U een nutsfun
tie is van Ralph dan is V = m · U + n, m > 0, n ∈ R, ook eennutsfun
tie van Ralph. Er zijn dus oneindig veel mogelijkheden om het nut van Ralph in een fun
tieweer te geven. Merk op dat U′ = 2 · U + 0 en U′′ = 250 · U + 15. Het is belangrijk je te realiserendat je dus niet de nutsfun
ties van vers
hillende personen kunt gebruiken om te kijken wie het meestenut toekent aan een appel.We kunnen het nut ook gra�s
h weergeven.Voorbeeld 3.2: Appel of banaan: gra�s
hRalphs nutsfun
tie is U(a, b) = 2a + b. Als we het nut gra�s
h willen weergeven, dan krijgen we eendriedimensionaal plaatje (zie �guur 3.1), omdat bij iedere 
ombinatie van a en b een bepaald nut Uhoort. Het plaatje is helaas wat moeilijk te lezen en dat geldt vaker voor driedimensionale gra�eken.
a

b

U(a, b)

Figuur 3.1: Het nut van Ralph in drie dimensies.We kunnen het nut van Ralph ook op een andere manier gra�s
h weergeven, namelijk met behulp vanindi�erentiekrommen. We nemen een vaste waarde voor Ralphs nut, drukken de ene variabele uit alseen fun
tie van de andere en tekenen de bijbehorende kromme in een tweedimensionaal assenstelsel.Dit doen we voor vers
hillende nutswaarden. Bij een vast nut van 4 krijgen we
2a + b = 4,en dus de lijn
b = 4 − 2a.



3.1. Een nutsfun
tie 59Alle a en b op deze lijn geven een nut van 4, dus Ralph heeft evenveel nut van 2 appels en 0 bananen,van 1 appel en 1 banaan, en van 0 appels en 4 bananen. Deze lijn, de indi�erentiekromme, verbindt
ombinaties van appels en banenen die nut 4 opleveren en waar Ralph dus geen voorkeur heeft voorde ene of de andere 
ombinatie. We noemen dit indi�erent: Ralph is indi�ent tussen 2 appels en0 bananen enerzijds, en 0 appels en 4 bananen anderzijds. Zie de indi�erentiekromme van nut 4 in�guur 3.2.Als we het nut vaststellen op 8, dan krijgen we
2a + b = 8,en dus de lijn
b = 8 − 2a.Bij een nut van 12 krijgen we
2a + b = 12,en dus de lijn

b = 12 − 2a.Al deze lijnen kunnen we in een tweedimensionaal assenstelsel zetten; zie �guur 3.2.
2

4

6

8

10

12

2 4 6
a

b

U = 4

U = 8

U = 12

Figuur 3.2: Het nut van Ralph in twee dimensies met behulp van indi�erentiekrommen.Laat U(x, y) een nutsfun
tie zijn voor de goederen x en y (bijvoorbeeld appels en bananen, maar hetzouden ook belminuten en muziekdownloads kunnen zijn). De 
ombinaties (x, y) die voldoen aan devergelijking U(x, y) = k liggen op de indi�erentiekromme van de fun
tie U(x, y) met waarde k.Indi�erentiekrommeAls U(x, y) een nutsfun
tie is die het nut geeft van de goederen x en y, dan wordt dekromme in het (x, y)-assenstelsel met punten, waarvan de x- en de y-
oördinaat voldoen aande vergelijking
U(x, y) = k,de indi�erentiekromme met (fun
tie-)waarde k genoemd.



60 3. De portefeuilletheorie van MarkowitzWe merken op dat twee indi�erentiekrommen van een fun
tie met vers
hillende fun
tiewaarden elkaarniet kunnen snijden. Dit zou namelijk betekenen dat er twee vers
hillende indi�erentiekrommen zijnmet dezelfde waarde. Omdat een indi�erentiekromme alle 
ombinaties van x en y van één waardeweergeeft is dit per de�nitie niet mogelijk.Het patroon van indi�erentiekrommen van een fun
tie is vergelijkbaar met de hoogtekaart van eenberglands
hap. Een hoogtelijn van een hoogtekaart verbindt alle punten met eenzelfde hoogte in hetberglands
hap. Aan de hand van de hoogtelijnen kun je bepalen waar zi
h de dalen, de toppen en debergpassen in het lands
hap bevinden. Om een indi�erentiekromme van een nutsfun
tie U(x, y) tetekenen maken we de variabele x of y `vrij' uit de vergelijking U(x, y) = k. We krijgen dan dus ietsals x =`iets met alleen maar y' of y =`iets met alleen maar x'.Opgave 3.2 Nutsfun
tiesDe nutsfun
tie van Renate is U(a, b) = 2a + 5b.a) Stel de indi�erentiekromme van nutswaarde 10, 15 en 20 op door de variabele b vrij te maken.b) Teken de bij onderdeel a) gevonden lijnen in een tweedimensionaal assenstelsel.
) Hoeveel bananen heeft Renate nodig om bij vijf appels een nut van 15 te hebben?Een nutsfun
tie hoeft niet lineair te zijn; dat hangt af van de nutsfun
tie. Daarom is een kwadratis
hefun
tie ook goed mogelijk en in veel gevallen ook logis
h. Denk maar aan de appels: twee appelsis beter dan één appel en drie weer beter dan twee (tenzij je geen appels lust). Maar wat moet jemet tweeduizend appels? Je kunt ze niet allemaal opeten voordat ze bederven en ze vragen ruimte.Miss
hien kun je zelfs wel zeggen dat tweeduizend appels minder nut geven dan één appel. Het isin ieder geval aannemelijk dat het extra nut van een appel minder wordt naarmate je al meer appelshebt. Dit kun je wiskundg met een kwadratis
he nutsfun
tie weergeven.Voorbeeld 3.3: Appel of banaan: kwadratis
he nutsfun
tieRalph vindt nog steeds dat hij niet genoeg appels kan hebben, maar heel veel bananen hebben vindthij niet handig. Zijn nutsfun
tie verandert daarom in
U(a, b) = 2a − b2 + 10b.Bij 0 appels en 0 bananen is zijn nut U(0, 0) = 0, als hij 2 appels en 2 bananen heeft, is zijnnut U(2, 2) = 20 en het nut van 8 appels en 6 bananen is U(8, 6) = 40. Laten we een aantalindi�erentiekrommen van het nut gaan tekenen. Hiervoor moeten we U(a, b) = k oms
hrijven. Wegaan a vrijmaken:
2a − b2 + 10b = k

⇔ Haal b2 en 10b naar de re
hterzijde
2a = b2 − 10b + k

⇔ Deel de linker- en re
hterzijde door 2
a = b2

2
− 5b + k

2
.Voor elk nutsniveau kunnen we de 
ombinaties van appels en peren bepalen die dat nut opleveren. Alswe bijvoorbeeld kijken naar U(a, b) = 0, dan vullen we k = 0 in en krijgen we de indi�erentiekromme

a = b2

2
− 5b.Dus niet alleen 0 appels en 0 bananen geven een nut van 0, maar ook alle a en b waarvoor geldt dat

a = b2

2
− 5b, dus bijvoorbeeld voor (a, b) = (0, 10), (a, b) = (12, 12) en (a, b) = (100, 20). Bij eennut van k = 20 krijgen we

a = b2

2
− 5b + 10,



3.1. Een nutsfun
tie 61en bij een nut van k = 40 krijgen we
a = b2

2
− 5b + 20.Merk op dat de indi�erentiekromme met een hoger nut telkens een stukje hoger ligt; de vorm vande indi�erentiekromme blijft hetzelfde. Je kunt dit ook zien als we de indi�erentiekrommen in eenassenstelsel tekenen met a op de y-as en b op de x-as; zie �guur 3.3. Bij lage nutsniveaus zie je dat
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U(a, b) = 0

U(a, b) = 20

U(a, b) = 40

Figuur 3.3: Indi�erentiekrommen van de nieuwe nutsfun
tie van Ralph.een stukje van de indi�erentiekromme onder de x-as komt te liggen. Dat betekent dat Ralph, als hij4 bananen heeft en een nut van 0 wilt krijgen, hij −12 appels zult moeten hebben. Dat is natuurlijkniet mogelijk en dit gedeelte van de indi�erentiekromme telt dan ook niet e
ht mee.Je kunt uit �guur 3.3 bijvoorbeeld a�ezen dat bij 12 bananen en een nut van 20 pre
ies 22 appelshoren. Ook kun je zien dat Ralph met 8 appels een nut van 40 kan krijgen door of 4 of 6 bananente hebben.Opgave 3.3 Kwadratis
he nutsfun
tieOok Renata besluit dat haar nutsfun
tie niet helemaal juist is en dat een kwadratis
he nutsfun
tiehaar voorkeuren beter bes
hrijft. Haar nieuwe nutsfun
tie is U(a, b) = 3b − 1
2

a2 + 9a.a) Heeft Renata liever drie appels en twintig bananen of liever tien appels en tien bananen?b) S
hets in een assenstelsel met a op de x-as en b op de y-as de indi�erentiekrommen met
U(a, b) = 0, U(a, b) = 22 1

2
, U(a, b) = 40 1

2
en U(a, b) = 60.Opgave 3.4 Kwadratis
he nutsfun
tieSebas is op zoek naar een baantje en kan kiezen uit twee opties. Zijn nut als fun
tie van het loonper dag (L) en uren werk per dag (W) wordt gegeven door US(L, W) = L − 1

2
W2. Sebas kan kiezenuit baantje 1 met L1 = 100 en W1 = 6 en baantje 2 met L2 = 140 en W2 = 10.a) Welk baantje kiest hij?b) Bepaal de indi�erentiekromme van Sebas voor een nut van 90 als fun
tie L van variabele W.
) Bepaal drie vers
hillende 
ombinaties van L en W die Sebas een nut van 90 opleveren.d) Teken de bij onderdeel b) bepaalde indi�erentiekromme met W op de horizontale as en L op deverti
ale as.e) Bepaal de indi�erentiekromme van Sebas voor een nut van k.
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3.4a: De budgetrestri
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3.4b: De budgetrestri
tie en indi�er-entiekrommen.Figuur 3.4: Maximaal nut met een budgetrestri
tie.
Voorbeeld 3.4: Appel of banaan: budgetrestri
tie (gra�s
h)Omdat Ralph maar een beperkt bedrag kan uitgeven, kan hij niet onbeperkt appels en bananen kopen.Stel dat appels en bananen beide 50 
ent kosten en Ralph 6 euro heeft om appels en bananen tekopen. Aangezien a het aantal appels en b het aantal bananen is, geldt dat het kopen van een bundel
(a, b)

0.50a + 0.50bkost. Hij mag niet meer uitgeven dan 6 euro, dus zijn budgetrestri
tie wordt dan
0.50a + 0.50b ≤ 6.Aangezien hij altijd meer nut heeft als hij meer appels heeft, zal Ralph zijn hele budget uitgeven, duskunnen we het ongelijkheidsteken (≤) vervangen door een gelijkheidsteken:
0.50a + 0.50b = 6.Welke hoeveelheid appels en bananen moet hij kopen om maximaal nut te hebben gegeven dezebudgetrestri
tie? Ralph moet het onderstaande maximaliseringsprobleem met nevenvoorwaardenoplossen.Maximaliseer U(a, b) = 2a − b2 + 10bonder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 6Laten we dit eerst gra�s
h bekijken; zie �guur 3.4. In �guur 3.4a zien we de budgetrestri
tie getek-end. We kunnen dus alleen (a, b) hebben die op deze lijn liggen en we willen de bundel met het hoogstenut. Figuur 3.4b laat deze budgetrestri
tie met een aantal indi�erentiekrommen zien. De indi�eren-tiekromme met nut 0 gaat wel door de budgetrestri
tie en dat punt geeft een bundel weer met nut 0(de bundel (a, b) = (8− 2

√
10, 4+ 2

√
10)), maar we kunnen een betere bundel krijgen. Ook de indif-ferentiekromme met nut 20 gaat door de budgetrestri
tie (in het punt (a, b) = (8 − 2

√
5, 4 + 2

√
5))en deze betaalbare bundel levert een nut van 20 op. We kunnen zelfs nog beter: de indi�eren-tiekromme met een nut van 40 raakt de budgetlijn net, namelijk in het punt (a, b) = (8, 4). Dit is debeste mogelijkheid, want als we de indi�erentiekromme nog verder omhoog s
huiven, zodat Ralpheen nog hoger nut krijgt, dan zijn er geen punten meer die de indi�erentiekromme en de budgetlijngemeens
happelijk hebben. Neem bijvoorbeeld een nut van 60. Je ziet dat de indi�erentiekromme



3.1. Een nutsfun
tie 63geen punt gemeen heeft met de budgetrestri
tie en dat dit nut dus niet haalbaar is.Je ziet dus dat het nut maximaal is in het punt waar de indi�erentiekromme de budgetlijn raakt.Twee krommen raken elkaar in een punt als ze dat punt gemeen hebben én als de ri
htings
oë�
iëntvan de twee krommen gelijk is.RaakpuntEen kromme f en een kromme g raken elkaar in een punt c als de volgende twee 
onditiesgelden:(i) f (c) = g(c).(ii) f ′(c) = g′(c).Voorbeeld 3.5: Appel of banaan: budgetrestri
tie (wiskundig)Ralph heeft te maken met het onderstaande maximaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden.Maximaliseer U(a, b) = 2a − b2 + 10bonder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 6Om dit probleem op te lossen zijn er twee methodes; de eerste orde methode en de substitutiemeth-ode. We laten hier zien hoe we met beide methoden dit probleem kunnen oplossen. We beginnenmet de eerst orde methode.De eerst orde methode maakt gebruik van het feit dat de oplossing zi
h bevindt daar waar de indi�er-entiekromme de budgetlijn raakt. We kunnen dit raakpunt wiskundig vinden. De indi�entiekrommemet waarde k is gegeven door
a1(b) =

b2

2 − 5b + k
2en de budgetlijn door

0.5a + 0.5b = 6.Het hers
hrijven van de budgetlijn geeft ons
a2(b) = 12 − b.Als we een punt (a, b) moeten vinden waar de lijn en de kromme elkaar raken, dan moet het onder-staande dus gelden:(i) a1(b) = a2(b),(ii) a′

1
(b) = a′2(b).We lossen dit op door eerst naar de 
onditie (ii) te kijken:

a′1(b) = a′2(b)

b − 5 = −1

b = 4.



64 3. De portefeuilletheorie van MarkowitzBij b = 4 hoort a = a2(b) = 8 en het bijbehorende nut vinden we door k op te lossen uit (i):
8 = 42

2
− 5 · 4 + k

2

= 8 − 20 + k
2

= −12 + k
2

.

20 = k
2

k = 40.We zouden ook (a, b) = (8, 4) in kunnen vullen in de nutsfun
tie:
U(8, 4) = 2 · 8 − 42 + 10 · 4 = 40.Ralph heeft dus een maximaal nut als hij 8 appels en 4 bananen koopt. Zijn nut is dan 40.Via de substitutiemethode kunnen we tot dezelfde 
on
lusie komen. We herhalen het optimalis-eringsprobleem nog eens.Maximaliseer U(a, b) = 2a − b2 + 10bonder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 6De voorwaarde
0.50a + 0.50b = 6kan hers
hreven worden naar
a = 12 − b. (3.1)Door middel van deze vergelijking kunnen we van de nutsfun
tie U een fun
tie van één variabelemaken:
U(a, b) = 2a − b2 + 10b

= 2 · (12 − b)− b2 + 10b

= −b2 + 8b + 24.Dit geeft dus de nutsfun
tie als fun
tie van variabele b: U(b) = −b2 + 8b + 24. Fun
ties van éénvariable kunnen we optimaliseren door de afgeleide gelijk te stellen aan nul:
U′(b) = −2b + 8

= 0.Dus b = 4.1 Via vergelijking (3.1) vindt je dan a = 12− 4 = 8. Het nut kun je vinden via de originelenutsfun
tie, U(8, 4) = 40, of via nutsfun
tie van variabele b, U(4) = 40.Als je een optimaliseringsprobleem onder nevenvoorwaarden moet oplossen kun je zelf kiezen welkevan de twee methodes, de eerste orde methode of de substitutiemethode, je gebruikt.Opgave 3.5 Kwadratis
he nutsfun
tieKijk nog eens naar het voorbeeld hierboven met het onderstaande optimaliseringsprobleem.Maximaliseer U(a, b) = 2a − b2 + 10bonder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 61Dat de afgeleide van de fun
tie gelijk is aan 0 in een bepaald punt betekent niet dat dat punt een maximumlo
atieis. Het zou ook een minimumlo
atie of buigpunt kunnen zijn. In dit di
taat gaan we er e
hter overal vanuit dat dezemethode het maximum oplevert.



3.2. Het model van Markowitz 65a) Teken ook de indi�erentiekromme voor U(a, b) = 50.b) Wat is het maximale nut van Ralph als hij geen 6 maar 10 euro te besteden heeft? Hoeveelappels en bananen zal hij hiervoor moeten kopen?
) Bij welk aantal appels en bananen is het nut van Ralph maximaal als appels 50 
ent kosten,bananen 40 
ent kosten en Ralph 16 euro te besteden heeft?Opgave 3.6 Kwadratis
he nutsfun
tieBekijk nog eens opgave 3.3. Renata heeft een nutsfun
tie die gelijk is aan U(a, b) = 3b − 1
2

a2 +
9a.a) Stel dat Renata 15 euro te besteden heeft, dat appels 1 euro kosten en bananen 0.75 euro. Geefhet budget van Renata met een ongelijkheid weer. Zal zij haar hele budget besteden?b) Teken de budgetlijn van onderdeel a) in het assenstelsel van onderdeel b) van opgave 3.3. Berekendan het maximale nut van Renata exa
t.
) Laat nu appels 0.75 euro kosten en bananen 1 euro. Bereken opnieuw het maximale nut vanRenata exa
t.3.2 Het model van MarkowitzIn hoofdstuk 2 hebben we gezien dat je in een portefeuille met maximaal twee aandelen de optimalegewi
hten kunt bepalen met behulp van de Sharpe ratio (zie opgaven 2.34�2.38). Deze portefeuillevormt dan als het ware een nieuw aandeel dat je weer kunt 
ombineren met de spaarrekening. Hoeveelje pre
ies op de spaarrekening zet en hoeveel je belegt hangt af van hoeveel risi
o je wilt nemen. Inhet vorige hoofdstuk hebben we nog niet gekeken hoe je die afweging maakt. Een nutsfun
tie kandaarbij helpen.Markowitz2 ontwikkelde in de jaren '50 van de twintigste eeuw de zogenoemde Moderne PortefeuilleTheorie (MPT), waarin gebruik wordt gemaakt van een nutsfun
tie. Hiervoor won hij in 1990 deNobelprijs voor de e
onomie. De nutsfun
tie in deze theorie is een fun
tie van de verwa
hte opbrengst(µ) en het bijbehorende risi
o (de volatiliteit; σ). De nutsfun
tie is als volgt gede�nieerd:
U(µ, σ) = µ − 1

2
ασ2,

α ≥ 0. Je ziet dat hoe hoger de verwa
hte opbrengst is, des te hoger is het nut, zoals je ookzou verwa
hten. In de tweede term staat naast het risi
o (σ) ook de Griekse letter alfa (α). Deze
onstante geeft aan hoe graag iemand risi
o neemt. Immers, als α een hoge waarde heeft, zal eenbeetje meer risi
o zorgen voor een grote daling in het nut. Als α klein, maar wel positief, is, zal eenbeetje risi
o zorgen voor een kleine daling in het nut.Voorbeeld 3.6: Nutsfun
tie in MPTSebastian en Katya kunnen kiezen uit twee aandelen. Aandeel A1 heeft een verwa
hte opbrengstvan µA1
= 100 en een risi
o van σA1

= 6 en aandeel A2 een verwa
hte opbrengst van µA2
= 140met een risi
o van σA2

= 10. Sebastian vindt een beetje risi
o niet zo erg en zijn α heeft de waarde1 (αS = 1). Katya vindt risi
o minder �jn en haar α heeft dan ook een hogere waarde: αK = 2. Denutsfun
ties van Sebastian en van Katya zijn dan respe
tievelijk
US(µ, σ) = µ − 1

2
σ2 en UK(µ, σ) = µ − σ2.Wanneer ze moeten kiezen tussen of aandeel A1 of aandeel A2, dan kiest Sebastian voor aandeel A2;immers US(140, 10) = 90 en US(100, 6) = 82. Katya kiest dan voor het minder risi
ovolle aandeel

A1, omdat UK(100, 6) = 64 en UK(140, 10) = 40.2Zie bijvoorbeeld http://nl.wikipedia.org/wiki/Markowitz.



66 3. De portefeuilletheorie van MarkowitzDe waarde van α heeft dus invloed op de keuze die Sebastian en Katya maken. Katya is meerrisi
o-avers dan Sebastian en kiest dus voor het aandeel met minder risi
o. In Tabel 3.1 staat hetnut behorende bij aandeel A1 en aandeel A2 voor nutsfun
ties met vers
hillende waarden van α.Personen met een lage α kiezen dus voor het aandeel met meer risi
o, terwijl bij grote waarden van
α Uα(100, 6) Uα(140, 10) Voorkeur voor0 100 140 aandeel A20.5 91 115 aandeel A21 82 90 aandeel A21.25 77.5 77.5 indi�erent1.5 73 65 aandeel A12 64 40 aandeel A15 10 -110 aandeel A110 -80 -360 aandeel A1100 -1700 -4860 aandeel A1Tabel 3.1: Nut van aandelen A1 en A2 voor vers
hillende waarden van α.

α gekozen wordt voor het aandeel met minder risi
o. Het omslagpunt ligt bij α = 1.25; bij dezewaarde is het nut van beide aandelen even groot. Dus een persoon met α = 1.25 is indi�erent tussenaandeel A1 en A2.Opgave 3.7 Nutsfun
tie in MPTKijk nog eens naar het voorbeeld hierboven. Katya en Sebastian kunnen hun geld ook op eenspaarrekening, waarvan de opbrengst 70 is, zetten.a) Kiest Katya voor deze mogelijkheid? Waarom (niet)?b) Kiest Sebastian voor deze mogelijkheid? Waarom (niet)?Opgave 3.8 Nutsfun
tie in MPTBekijk de volgende twee nutsfun
ties: U1(µ, σ) = µ − 4σ2 en U2(µ, σ) = µ − 2σ2. Verder zijn ertwee aandelen met verwa
hte opbrengsten µA = 120 en µB = 105 en volatiliteiten σ2
A = 20 en

σ2
B = 15.a) Lisanne heeft liever aandeel A dan aandeel B. Welke nutsfun
tie geeft dit weer?b) Kim heeft liever aandeel B dan aandeel A. Welke nutsfun
tie geeft dit weer?
) Wie van de twee dames uit onderdelen a) en b) is het meest risi
o-avers?In hoofdstuk 2 hebben we gezien dat we aandelen ook kunnen 
ombineren. Je hoeft niet al je geld inéén aandeel te steken; je kunt een gedeelte in één aandeel beleggen en de rest in een ander aandeel.Je hebt dan een portefeuille met twee aandelen. Deze portefeuille kun je eventueel 
ombineren meteen spaarrekening. Gegeven deze twee aandelen bevindt het maximale nut zi
h dan op één van devolgende twee plaatsen:� De 
ombinatie van de twee aandelen, die het hoogste nut geeft. (Je gebruikt hier dus niet despaarrekening.)� De 
ombinatie van de twee aandelen én de spaarrekening, die het hoogste nut geeft.Deze twee situaties moeten apart bestudeerd worden omdat de onderliggende fun
tie van de re-stri
tie vers
hillend is. Daarom zijn het twee vers
hillende optimaliseringsproblemen. We bestudereneerst de 
ombinaties van de twee aandelen, die het hoogste nut geven. Vervolgens bekijken we het



3.2. Het model van Markowitz 67nutsmaximaliseringsprobleem als de spaarrekening wordt gebruikt. Uiteindelijk vergelijken we de tweenutswaarden en kiezen we de optie met het hoogste nut.Voorbeeld 3.7: Nutsfun
tie met twee aandelen in MPTSebastian en Katya kunnen nog steeds kiezen uit de twee aandelen van het vorige voorbeeld, maarze kunnen er ook voor kiezen om een gedeelte te beleggen in aandeel A1 en een gedeelte in aandeel
A2. Sebastian wil bepalen welke verdeling voor hem het beste is. Hij gaat w beleggen in aandeel A1en 1 − w in aandeel A2. Zijn verwa
hte opbrengst is dan

µP = w · 100 + (1 − w) · 140 = 140 − 40w.Om het risi
o te bepalen, heeft hij de 
ovariantie tussen de twee aandelen nodig; die is σA1,A2
= 30.Het risi
o van zijn portefeuille is daarom

σP =
√

w2 · 62 + (1 − w)2 · 102 + 2 · w · (1 − w) · 30

=
√

76w2 − 140w + 100.Figuur 3.5 geeft alle mogelijke portefeuilles gra�s
h weer. Merk op dat de y-as bij µ = 60 begint. Er
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Figuur 3.5: Alle mogelijke portefeuilles bestaande uit aandeel A1 en A2 en indi�erentiekrommen van Sebastians nutsfun
-tie. zijn ook een tweetal indi�erentiekrommen van Sebastians nutsfun
tie (U(µ, σ) = µ − 1
2

σ2) getekend.Er geldt dat het maximale nut behaald wordt in het punt waar de indi�erentiekromme de lijn metmogelijke portefeuilles raakt. We zouden dit punt kunnen bepalen door een punt te vinden dat detwee lijnen gemeens
happelijk hebben en waar de ri
htings
oë�
iënt gelijk is. We hebben een redelijkeenvoudige uitdrukking voor de indi�erentiekromme
µ − 1

2
σ2 = k → µ(σ) = k + 1

2
σ2,maar helaas is het niet zo gemakkelijk om een uitdrukking te vinden voor de lijn die de portefeuillesweergeeft. Daarom zullen we het vinden van de optimale 
ombinatie van aandelen op een anderemanier oplossen.We gaan het onderstaande gebonden maximalisatieprobleem oplossen.Maximaliseer US(µ, σ) = µ − 1

2 σ2onder de voorwaarden µ = µP = 140 − 40w
σ2 = σ2

P = 76w2 − 140w + 100De nutsfun
tie is in dit probleem onze doelfun
tie: we willen de waarde van deze fun
tie zo hoogmogelijk maken. Dit kunnen we doen door goede waarden voor onze beslissingsvariabelen µ en σ



68 3. De portefeuilletheorie van Markowitzte kiezen. Als er geen voorwaarden zijn voor de beslissingsvariabelen, dan kun je σ = 0 kiezenen kan µ oneindig groot worden. Maar aangezien we enkel portefeuilles bestaande uit aandeel A1en A2 kunnen kiezen, zijn µ en σ niet vrij te kiezen, ze moeten gelijk zijn aan µP en σP. Omdatde voorwaarden gelijkheden zijn, kunnen we de voorwaarden substitueren in de doelfun
tie. (Wegebruiken hier niet de eerste orde methode, omdat het opstellen van µ met variabele σ, die voldoenaan de Pareto set moeilijk is.) Sebastian kan dan de doelfun
tie, zijn nutsfun
tie, s
hrijven als eenfun
tie van w:
US(w) = µP − 1

2
σ2

P

= 140 − 40w − 1
2
(76w2 − 140w + 100)

= −38w2 + 30w + 90.Vervolgens kan hij het optimale gewi
ht w bepalen door de afgeleide van US(w) gelijk te stellen aan0:
U′

S(w) = −76w + 30 = 0,

w = 30
76

= 15
38

.Sebastian moet dus 15
38

deel van zijn geld beleggen in aandeel A1 en 1 − 15
38

= 23
38

deel in aandeel A2.Het bijbehorende nut is
US(

15
38 ) = −38 · 15

38

2
+ 30 · 15

38 + 90

= 95 35
38

.De bijbehorende waarden van µP en σP zijn respe
tievelijk
µP) = 140 − 40 · 15

38

= 124 4
19

,en
σP) =

√

76 · 15
38

2 − 140 · 15
38

+ 100

=
√

56 11
19

≈ 7.5219.In �guur 3.6 wordt de oplossing van het nutsmaximalisatieprobleem gra�s
h weergegeven.
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Figuur 3.6: De optimale portefeuille P = 15
38

aandeel A1 + 23
38

aandeel A2 voor Sebastian.



3.2. Het model van Markowitz 69Opgave 3.9 Nutsfun
tie in MPTOok Katya kan ervoor kiezen om w in aandeel A1 en (1 − w) in aandeel A2 te beleggen.a) S
hrijf de nutsfun
tie van Katya als een fun
tie van w.b) Vind het optimale gewi
ht en het bijbehorende nut.Opgave 3.10 Nutsfun
tie in MPTKijk nog eens naar opgave 3.8. Kim en Lisanne kunnen ervoor kiezen om w in aandeel A en (1− w)in aandeel B te beleggen.a) S
hrijf de verwa
hte opbrengst van de portefeuille als een fun
tie van w.b) S
hrijf de volatiliteit van de portefeuille als een fun
tie van w. Neem hierbij aan dat de 
ovariantietussen beiden aandelen -10 is (σA,B = −10).
) S
hrijf de nutsfun
tie van Kim als een fun
tie van w.d) Vind de optimale verdeling voor Kim en het bijbehorende nut (in vier de
imalen nauwkeurig).e) S
hrijf de nutsfun
tie van Lisanne als een fun
tie van w.f) Vind de optimale verdeling voor Lisanne en het bijbehorende nut (in vier de
imalen nauwkeurig).We weten nu hoe we twee aandelen moeten 
ombineren om het nut te maximaliseren. Het is e
htermogelijk dat het nut hoger is voor een 
ombinatie van de twee aandelen én de spaarrekening. Daaromanalyseren we nu die optie. In paragraaf 2.4 hebben we gezien dat de ideale gewi
hten van de aandelenvoor deze optie bepaald kunnen worden met behulp van de Sharpe ratio voor portefeuilles. Daarmeekunnen we een nieuw aandeel 
reëren en dat vervolgens 
ombineren met de spaarrekening.Voorbeeld 3.8: Nutsfun
tie met twee aandelen en sparen in MPTSebastian kan, naast beleggen in de twee aandelen, zijn geld ook op een spaarrekening zetten,waarvan de opbrengst 70 is (µS = 70, σS = 0). Hij bepaalt eerst in welke verhouding hij zijn geldmoet verdelen over de twee aandelen. Daarvoor belegt hij w in aandeel A1 en (1 − w) in aandeel
A2. De verwa
hte opbrengst en volatiliteit van dit ge
ombineerde aandeel A zijn

µA = 140 − 40wen
σA =

√

76w2 − 140w + 100.De Sharpe ratio van dit nieuwe aandeel als fun
tie van w (SA(w)) is
SA(w) =

µA − µS

σA

=
140 − 40w − 70√

76w2 − 140w + 100

=
70 − 40w√

76w2 − 140w + 100
.



70 3. De portefeuilletheorie van MarkowitzVervolgens bepaalt Sebastian het maximum van deze fun
tie:
S′

A(w) =
−40

√
76w2 − 140w + 100 − (70−40w)(152w−140)

2
√

76w2−140w+100

(
√

76w2 − 140w + 100)2
= 0

⇔
− 40

√

76w2 − 140w + 100 − (70−40w)(152w−140)

2
√

76w2−140w+100
= 0

⇔
−80(76w2 − 140w + 100)− (70 − 40w)(152w − 140)

2
√

76w2 − 140w + 100
= 0

⇔
− 6080w2 + 11200w − 8000 − (−6080w2 + 16240w − 9800) = 0

⇔
− 5040w + 1800 = 0

⇔

w =
1800

5040
=

5

14
.Het nieuwe aandeel A bestaat dus uit 5

14
aandeel A1 en 1 − 5

14
= 9

14
aandeel A2 en heeft eenverwa
hte opbrengst en volatiliteit van

µA = 140 − 40 · 5
14

= 125 5
7

,

σA =

√

76
(

5
14

)2 − 140 · 5
14

+ 100

=
√

2925
49

= 15
7

√
13.We kunnen nu de mogelijke beleggingen van Sebastian weer gra�s
h weergeven, zoals te zien in�guur 3.7. De dikkere lijn geeft de Pareto set van mogelijke portefeuilles weer. Het eerste deel van
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Figuur 3.7: De mogelijke portefeuilles bestaande uit de twee aandelen en sparen en twee indi�erentiekrommen.deze dikkere lijn bestaat dus uit 
ombinaties van sparen en het ge
reëerde aandeel A. Het tweede



3.2. Het model van Markowitz 71deel van deze lijn (vanaf aandeel A) bestaat uit de 
ombinaties van A1 en A2, waarbij het gewi
htvan aandeel A2 tussen de 9
14

en 1 ligt.Laten we het punt met het maximale nut op de lijn van sparen naar aandeel A het punt Q noemen.Dan moeten we het onderstaande gebonden maximalisatieprobleem oplossen.Maximaliseer US(µ, σ) = µ − 1
2

σ2onder de voorwaarden µ = µQ

σ2 = σ2
QWe lossen dit probleem eerst op via de substitutiemethode. Laat β het deel van Sebastian's geld zijndat hij in aandeel A belegt; hij zet dan (1 − β) op de spaarrekening. Dan worden µQ en σ2

Q gegevendoor respe
tievelijk
µQ = βµA + (1 − β)µS

= β · 12557 + (1 − β) · 70

= 70 + 390
7

β,

σQ = βσA + (1 − β)σS + 2β(1 − β)σA,S

= βσA

= 15
7

√
13β.Het optimaliseringsprobleem voor Sebastian wordt dan onderstaand gegeven.Maximaliseer US(µ, σ) = µ − 1

2
σ2onder de voorwaarden µ = µQ = 70 + 390

7 β

σ2 = σ2
Q = 15

7

√
13βOmdat de voorwaarden gelijkheden zijn, kunnen we die substitueren in de doelfun
tie:

US(β) = µQ − 1
2

σ2
Q

= 70 + 390
7

β − 1
2
· 2925

49
β2

= − 2925
98

β2 + 390
7

β + 70.We vinden het optimale gewi
ht door de afgeleide van deze fun
tie naar β te bepalen en die gelijkte stellen aan 0:
U′

S(β) = − 2925
49

β + 390
7

= 0

⇔
2925

49
β = 390

7

⇔
β = 49

2925 · 390
7 = 14

15
.Sebastian zal dus 1

15
deel op de spaarrekening zetten en de overige 14

15
over de twee aandelen verdelenin de verhouding die hij bij het uitrekenen van de Sharpe-ratio bepaald heeft; hij zal dus 14

15
· 5

14
= 1

3beleggen in aandeel A1 en 14
15

· 9
14

= 3
5
beleggen in aandeel A2.



72 3. De portefeuilletheorie van MarkowitzDit geeft een verwa
hte opbrengst en volatiliteit van respe
tievelijk
µQ = 70 + 390

7 · 14
15

= 122,

σQ = 15
7
·
√

13 · 14
15

= 2
√

13

≈ 7.2111.Het nut U is gelijk aan
US(β) = − 2925

98
· ( 14

15
)2 + 390

7
· 14

15
+ 70

= 96.Voor het vinden van het maximale nut kunnen we in dit geval e
hter ook de eerste orde methodegebruiken. In �guur 3.7 zijn naast de Pareto lijn ook twee indi�erentiekrommen van Sebastian'snutsfun
tie gegeven. De ri
htings
oë�
ënt van de lijn tussen sparen en aandeel A is gelijk aande Sharpe ratio van aandeel A. Hier gaan we dire
t gebruik van maken. We s
hrijven de indif-ferentiekromme als een fun
tie µ van σ en bepalen het optimale nut door het raakpunt van deindi�erentiekromme met de kromme van portefeuilles te bepalen. De lijn van sparen naar aandeel Awordt gegeven door
µ2(σ) = 70 + SA · σ.De indi�erentiekromme van de nutsfun
tie met waarde k wordt bepaald door US(µ, σ) = µ − 1

2
σ2 =

k. We kunnen dit hers
hrijven tot
µ1(σ) = k + 1

2
σ2.Er moet dus gelden dat(i) µ1(σ) = µ2(σ),(ii) µ′

1(σ) = µ′
2(σ).Laten we eerst de afgeleiden aan elkaar gelijk stellen. De afgeleide van de lijn tussen sparen enaandeel A is dus de Sharpe ratio van aandeel A, oftewel SA(

5
14
):

SA

(

5
14

)

=
70 − 40 · 5

14
√

76
(

5
14

)2 − 140 · 5
14

+ 100

=
55 5

7
√

2925
49

=
390
7

15
7

√
13

=
26√
13

= 2
√

13.De afgeleide van de indi�erentiekromme is
µ′

1(σ) =
1
2
· 2 · σ

= σ.



3.2. Het model van Markowitz 73Aangezien de afgeleiden aan elkaar gelijk moeten zijn, geldt er dat
σ = 2

√
13.We kunnen nu de bijbehorende verwa
hte opbrengst berekenen via de fun
tie µ2:

µ2(2
√

13) = 70 + SA · 2
√

13

= 70 + 2
√

13 · 2
√

13

= 70 + 4 · 13

= 122.Het bijbehorende nut is dan
U(122, 2

√
13) = 122 − 1

2
(2
√

13)2 = 96.We kunnen dit ook weer in een gra�ek weergeven; zie �guur 3.8. Sebastian weet nu dan wel het
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U(µ, σ) = 96Q
Figuur 3.8: De optimale portefeuille Q bestaande uit de twee aandelen (A1 en A2) en sparen.optimale punt en de verhouding waarin hij in aandelen A1 en A2 moet beleggen, hij weet nog nietwelk deel hij moet sparen en welk deel hij moet beleggen. Laat β het deel zijn dat hij belegt; datbetekent dat hij (1 − β) op de spaarrekening zet. Het punt (σ, µ) = (0, 70) komt overeen met allessparen en dus met β = 0; het punt (σ, µ) = ( 15

7

√
13, 125 5

7
) komt overeen met alles beleggen en dusmet β = 1. Het optimum bevindt zi
h in het punt (σ, µ) = (2

√
13, 122); dat is op

2
√

13

15
7

√
13

=
2

15
7

=
14

15van de lijn, wat betekent dat β = 14
15
. Sebastian zal dus 1

15
-de deel van zijn geld op de spaarrekeningzetten en het overige verdelen over de twee aandelen: β · w = 14

15
· 5

14
= 1

3
-de deel beleggen in aandeel

A1 en β · (1 − w) 14
15

· 9
14

= 3
5
-de deel beleggen in aandeel A2.Merk op dat Sebastian maximaal een nut van 95 35

38
haalt zonder de spaarrekening. Het maximalenut heeft hij dus door 1

15
-de deel te sparen, 1

3
-de deel te beleggen in aandeel A1 en 3

5
-de deel tebeleggen in aandeel A2. Het nut is dan 96.Opgave 3.11 Nutsfun
tie in MPTKijk nog eens naar bovenstaand voorbeeld. Katya's nutsfun
tie is

UK(µ, σ) = µ − σ2.Ook Katya kan kiezen om haar geld te spreiden over de twee aandelen en de spaarrekening. Wegaan ook voor Katya de optimale verdeling vinden.



74 3. De portefeuilletheorie van Markowitza) We beginnen met het vinden van de 
ombinatie van aandelen A1 en A2 waarvoor de Sharpe ratiomaximaal is. We beleggen w in aandeel A1 en 1 − w in aandeel A2. Leg uit dat ook voor Katyageldt dat 5
14
-de deel in aandeel A1 belegt zal moeten worden en 9

14
-de deel in aandeel A2.b) S
hets in een (σ, µ)-assenstelsel de kromme met de portefeuilles uit de Pareto set (zie ook �guur3.7).
) S
hets in de gra�ek van onderdeel b) ook een aantal indi�erentiekrommen van Katya's nutsfun
-tie.d) Vind de optimale verdeling van Katya's geld over aandelen A1 en A2 en de spaarrekening doorde eerste orde methode.e) Katya belegt β in het ge
ombineerde aandeel en zet 1 − β op de spaarrekening. S
hrijf deverwa
hte opbrengst en volatiliteit van deze portefeuille als fun
tie van β.f) S
hrijf vervolgens de nutsfun
tie van Katya als fun
tie van β en vind de optimale verdeling overaandelen A1 en A2 en de spaarrekening door deze fun
tie te maximaliseren. (substitutiemethode)Wat is het bijbehorende nut?g) Zie opgave 3.9, onderdeel b). Welke 
ombinatie van aandelen A1 en A2 en de spaarrekeninggeeft Katya het hoogste nut?RandmaximaVoorbeeld 3.9: Nutsfun
tie met twee aandelen en sparen in MPTLaten we nog eens kijken naar de twee aandelen en spaarrekening waaruit Sebastian en Katya kunnenkiezen. We weten onderstaande.

µ1 = 100 µ2 = 140 µS = 70

σ1 = 6 σ2 = 10 σ1,2 = 30Nu gaan we e
hter kijken naar de keuze van Ramon. Hij is niet erg risi
o-avers; zijn alfa is αR = 0.25en zijn nutsfun
tie wordt daarmee
UR(µ, σ) = µ − 1

8
σ2.Als hij alleen kan kiezen tussen de twee aandelen, dan zal hij gaan voor aandeel A2, want UR(140, 10) =

127.5 en UR(100, 6) = 95.5, dus het nut van aandeel A2 is hoger dan het nut van aandeel A1. Hijzal zeker geen geld op de spaarrekening zetten; daar zou hij namelijk een nut van UR(70, 0) = 70van hebben.Stel nu dat Ramon een portefeuille met de twee aandelen zou kunnen samenstellen. In de vorigevoorbeelden hebben we gezien dat de verwa
hte opbrengst en volatiliteit van zo'n portefeuille, waarinwe w beleggen in aandeel A1 en (1 − w) in aandeel A2, gelijk zijn aan
µP = 140 − 40w,

σP =
√

76w2 − 140w + 100.Ramon vult in zijn nutsfun
tie µP en σP in op de plaatsen van µ en σ en krijgt zo een nutsfun
tiedie afhangt van w:
UR(w) = 140 − 40w − 1

8
(76w2 − 140w + 100)

= −9.5w2 − 22.5w + 127.5.We vinden nu het optimum door de afgeleide van UR(w) gelijk te stellen aan nul:
U′

R(w) = −19w − 22.5 = 0

−19w = 22.5

w = − 22.5
19

= − 45
38 .



3.2. Het model van Markowitz 75Het bijbehorende nut is
UR

(

− 45
38

)

= 140 125
152

.We krijgen nu een negatief gewi
ht voor aandeel A1. We gaan er in dit di
taat vanuit dat negatievegewi
hten niet toegestaan zijn. Maar wat gebeurt er nu? Zie �guur 3.9, waarin we de gra�ekuitvergroten rond het punt (σ, µ) = (10, 140), dus rond aandeel A2 en het berekende optimum. In
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Figuur 3.9: De optimale keuze van Ramon bij een portefeuille met de twee aandelen.�guur 3.9 zie je dat je de kromme die je door de punten (σ, µ) = (6, 100) en (σ, µ) = (10, 140) hebtgetekend nog verder door kan tekenen. Dit komt e
hter overeen met negatieve gewi
hten, die weniet toestaan. De nutsfun
tie van Ramon raakt de kromme met mogelijke portefeuilles in een puntdat overeenkomt met een negatief gewi
ht voor aandeel A1. We kunnen nu de indi�erentiekrommenaar beneden s
huiven totdat we een toegestaan punt raken; dit is het punt (σ, µ) = (10, 140). Datbetekent dus dat Ramon het beste alles in aandeel A2 kan beleggen.Je kunt het ook op een andere manier analyseren. Ramon's nutsfun
tie heeft in prin
ipe geen max-imum voor 0 ≤ w ≤ 1. Dit betekent dat het hoogste nut op dat interval zi
h bevindt aan de rand;dus voor w = 0 of voor w = 1. UR(0) = 127.5 en UR(1) = 95.5. Dus het hoogste nut is te vindenbij w = 0 en daarom bij een volledige belegging in aandeel A2. Het nut is 127.5.Tenslotte kan ook Ramon de spaarrekening toevoegen. Om de optimale verdeling van zijn geldte bepalen, moet hij eerst de optimale Sharpe ratio berekenen. Aangezien Ramon kan kiezen uitdezelfde aandelen en spaarrekening als Sebastian, geldt ook voor hem dat het optimale ge
ombi-neerde aandeel A bestaat uit 5
14

aandeel A1 en 9
14

aandeel A2; dit ge
ombineerde aandeel heeft eenverwa
hte opbrengst en volatiliteit van
µA = 140 − 40 · 5

14

= 125 5
7

,

σA =

√

76
(

5
14

)2 − 140 · 5
14

+ 100

=
√

2925
49

= 15
7

√
13,



76 3. De portefeuilletheorie van Markowitzen de optimale Sharpe ratio is dan
SA

(

5
14

)

= 2
√

13.De lijn met portefeuilles uit de Pareto set, die bestaat uit 
ombinaties van sparen en aandeel A isde dikke lijn in �guur 3.10. We gebruiken de eerste orde methode om het maximale nut van Ramonop deze lijn te vinden. De indi�erentiekromme van Ramon wordt gegeven door
µ1(σ) = k + 1

8
σ2We stellen eerst de afgeleide van deze indi�erentiekromme gelijk aan de Sharpe ratio. Ramon vindtdan

1
4

σ = 2
√

13,

σ = 4 · 2
√

13

= 8
√

13.De bijbehorende waarde van µ is
µ = 70 + 2

√
13 · σ

= 70 + 2
√

13 · (8
√

13)

= 278,en het bijbehorende nut is
UR(278, 8

√
13) = 278 − 1

8 · 832

= 174.Dit punt is ook weergegeven in �guur 3.10. Zoals te zien is, valt dit punt niet op de kromme met
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Figuur 3.10: De optimale keuze van Ramon bij een portefeuille met de twee aandelen en de spaarrekening.portefeuilles uit de Pareto set (de dikke kromme). Ook hier zit het hoogste nut dus aan één vande randen; dus of alles sparen of alles in aandeel A. UR(70, 0) = 70 en U(125 5
7

, 15
7

√
13) = 118 99

392
.Aandeel A is dus optimaal, met nut 118 99

392
.



3.2. Het model van Markowitz 77Deze optie is natuurlijk minder goed dan de portefeuille P, de 
ombinatie van alleen A1 en A2waar het nut maximaal is. De optimale beleggingsstrategie van Ramon verandert dus niet als we demogelijkheid van spreiden toevoegen, omdat de extra mogelijkheden zorgen voor negatieve gewi
htenen dat staan we niet toe. Alles beleggen in aandeel A2 is een randmaximum.Opgave 3.12 Nutsfun
tie in MPTKijk nog eens naar opgave 3.8 en 3.10. Neem aan dat Kim en Lisanne hun geld ook op eenspaarrekening kunnen zetten, waarbij geldt dat de opbrengst 90 euro is (µS = 90).We gaan eerst de verdeling van de aandelen A en B bepalen waarvoor de Sharpe ratio maximaalis.a) Er wordt w in aandeel A en 1 − w in aandeel B belegt. S
hrijf de verwa
htingswaarde en devolatiliteit van dit ge
ombineerde aandeel C als fun
tie van w.b) S
hrijf de Sharpe ratio van aandeel C als fun
tie van w (noteer deze met SC(w)).
) Vind w zodat SC(w) maximaal is.d) S
hets in een (σ, µ)-assenstelsel de kromme met portefeuilles in de Pareto set.Laten we eerst voor Kim de optimale verhouding bepalen via de eerste orde methode.e) De vergelijking van een indi�erentiekromme met waarde k voor Kim is µ − 4σ2 = k. Hers
hrijfdeze vergelijking naar µ(σ) = . . . en bepaal de afgeleide hiervan.f) Bepaal de ri
htings
oë�
iënt van de lijn tussen alles sparen en alles beleggen in het ge
ombi-neerde aandeel C.g) Vind de optimale verdeling over de spaarrekening, aandeel A en aandeel B door de afgeleide inonderdeel e) gelijk te stellen aan de ri
htings
oë�
iënt in onderdeel f).h) Bereken het nut van Kim in onderdeel g) en vergelijk met het nut in opgave 3.10, onderdeel d).Waar kiest Kim voor?Vervolgens bepalen we de optimale verhouding voor Lisanne met behulp van de substitutiemethode.Lisanne's nutsfun
tie is U(µ, σ) = µ − 2σ2.i) Lisanne belegt β in het ge
ombineerde aandeel en zet 1 − β op de spaarrekening. S
hrijf deverwa
hte opbrengst (µP) en volatiliteit (σP) van deze portefeuille als fun
tie van β.j) S
hrijf vervolgens de nutsfun
tie van Lisanne als fun
tie van β en gebruik deze om de optimaleverdeling van haar geld over de spaarrekening, aandeel A en aandeel B te vinden.k) Bereken het nut van Lisanne behorende bij onderdeel j) en vergelijk met het nut in opgave 3.10,onderdeel f). Waar kiest Lisanne voor?Opgave 3.13 Nutsfun
tie in MPTWe kunnen beleggen in een tweetal aandelen (A en B) of ons geld op een spaarrekening zetten. Weweten hierover het onderstaande.
µA = 10 µB = 15 µS = 8

σ2
A = 3 σ2

B = 8 σA,B = −2Verder is gegeven dat α = 2.a) S
hrijf de MPT-nutsfun
tie U(µ, σ) op. Als je kunt kiezen uit alles beleggen in aandeel A, allesbeleggen in aandeel B of alles op de spaarrekening zetten, wat kies je dan?We laten de spaarrekening nu even buiten bes
houwing en nemen aan dat we aandeel A en B kunnen
ombineren.b) Je belegt w in aandeel A en 1 − w in aandeel B. S
hrijf de verwa
hte opbrengst en volatiliteitvan deze portefeuille als fun
tie van w.
) S
hrijf vervolgens de nutsfun
tie als fun
tie van w en vind de optimale verdeling over aandelen
A en B. Wat is het nut?Tenslotte gaan we ook de spaarrekening weer meenemen.d) Eerst vinden we de optimale 
ombinatie van aandelen A en B met behulp van de Sharpe ratio.Laat C het ge
ombineerde aandeel zijn, waarbij w het gewi
ht van aandeel A en 1 − w hetgewi
ht van aandeel B is. S
hrijf de Sharpe ratio van het ge
ombineerde aandeel C als fun
tievan w (SC(w)).



78 3. De portefeuilletheorie van Markowitze) Vind de verdeling van aandelen A en B in dit ge
ombineerde aandeel.f) S
hets de kromme met de portefeuilles in de Pareto set in een (σ, µ)-assenstelsel (zie ook �guur3.7).g) Beleg nu β in het ge
ombineerde aandeel en zet (1− β) op de spaarrekening. Gebruik je favorietemethode om de optimale verdeling van je geldt over aandeel A, aandeel B en de spaarrekeningte vinden. (De mogelijke methodes: raakpunt indi�erentiekromme en kromme met mogelijkeportefeuilles of optimaliseren van de nutsfun
tie als fun
tie van β.)h) Welke belegging geeft het hoogste nut? Wat zijn de bijbehorende verwa
htingswaarde envolatiliteit?3.3 Van twee naar meer aandelenWe kunnen het optimaliseringsprobleem natuurlijk uitbreiden naar meer dan twee aandelen. E
hter,zonder kennis van matri
es en ve
toren is het lastig om dit wiskundig aan te pakken en we zullen ditdan ook niet doen. We kunnen er wel gra�s
h naar kijken en dan blijkt dat het idee dat we in devorige paragraaf gebruikt hebben, nog steeds toepasbaar is.Voorbeeld 3.10: Nutsfun
tie met drie aandelen en sparen in MPTWe kijken nogmaals naar Sebastian en Katya en bekijken nu die situatie van Katya. Haar nutsfun
tieis
UK(µ, σ) = µ − σ2.Katya heeft, naast de twee aandelen die we tot nu toe bes
houwen, nog een aandeel om uit tekiezen. De gegevens over alle aandelen en de spaarrekening zijn hieronder gegeven:� Aandeel A1: µA1

= 100 en σA1
= 7;� Aandeel A2: µA2

= 140 en σA2
= 10;� Aandeel A3: µA3

= 160 en σA3
= 12;� Spaarrekening: µS = 70;� Covarianties: σA1,A2

= 30, σA1,A3
= −10 en σA2,A3

= −5.Door aandelen A1, A2 en A3 te 
ombineren krijgen we de portefeuilles in het grijze gebied in �guur3.11. Natuurlijk zijn niet al deze portefeuilles interessant, zoals we gezien hebben in hoofdstuk 2.Alleen de portefeuilles met een zo hoog mogelijke verwa
hte opbrengst, waarbij het risi
o zo laagmogelijk gehouden wordt, zijn interessant. Deze vormen samen de Pareto set. Deze set ligt op dedikke lijn in �guur 3.11. Als we nu deze drie aandelen willen 
ombineren met de spaarrekening, dantrekken we vanuit (σ, µ) = (0, 70) een lijn die raakt aan de kromme van de Pareto set van de drieaandelen; zie �guur 3.12. De optimale portefeuille kunnen we nu vinden door indi�erentiekrommenvan de nutsfun
tie van Katya te tekenen en deze net zolang te s
huiven totdat deze de dikke lijnin �guur 3.12 raakt. Dit pro
es is weergegeven in �guur 3.13. Het optimale nut voor Katya blijkt98.79 te zijn; hierbij belegt ze ongeveer 18.39% in aandeel A1, 31.16% in aandeel A2, 33.61% inaandeel A3 en zet ze de overige 16.84% op de spaarrekening. Dit kun je uiteraard niet a�ezen uiteen plaatje, maar het is mogelijk om dit via lineaire algebra te bepalen. Deze methode valt e
hterbuiten de stof van deze keuzemodule.
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3.4. Samenvatting 813.4 SamenvattingBegrippenindi�erentiekromme : kromme die punten met een gelijke fun
tiewaarde verbindt;MPT : moderne portefeuille theorie: theorie, ontwikkeld door Markowitz, die gebruikt kanworden om een portefeuille met aandelen samen te stellen;nutsfun
tie : fun
tie die de voorkeuren van een persoon weergeeft.Notatie
U(·) : nutsfun
tie (U van het Engelse `utility');
U(µ, σ) : nutsfun
tie gebruikt binnen de MPT;
α : parameter voor risi
o-aversie (hoe groter α, hoe meer risi
o-avers).Formules

U(µ, σ) = µ − 1
2

ασ2, α ≥ 0





AHet sommatieteken
A.1 Het sommatietekenVoorbeeld A.1: Een driehoek bouwenStel dat we een driehoek willen bouwen, begin-nend met tien blokken op de onderste rij, ne-gen op de tweede rij, a
ht op de derde en zoverder tot twee blokken op de negende rij enéén op de tiende. Hoeveel blokken zijn er dannodig? In totaal zijn er dan 1 + 2 + 3 + 4 +

5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 55 blokken nodig.Als de onderste rij uit n blokken bestaat met n een geheel getal, dan zijn er in totaal 1 + 2 + . . . +

(n − 1) + n blokken nodig. Het totale aantal blokken dat we nodig hebben, is afhankelijk van dewaarde van n.In de wiskunde komt het vaak voor dat je een heleboel getallen bij elkaar op wilt tellen. In hetbovenstaande voorbeeld waren we bijvoorbeeld geïnteresseerd in de som 1 + 2 + . . . + (n − 1) + n.Er is in de wiskunde behoefte aan een notatie om een som kort en overzi
htelijk weer te geven. Dezese
tie houdt zi
h bezig met hoe we dat in de wiskunde doen.Om een som kort en overzi
htelijk weer te geven is in de wiskunde het sommatieteken Σ ingevoerd.De letter Σ is de hoofdletter sigma uit het Griekse alfabet en staat dus voor het nemen van een som.Als je de notatie
23

∑
k=1

uktegenkomt, dan betekent dat het volgende: vul in uk a
htereenvolgens k = 1, k = 2, . . . , k = 23 inen tel de 23 getallen die je op deze manier krijgt (u1, u2, . . . , u23) bij elkaar op.Voorbeeld A.2: Uitwerken sommatieteken
5

∑
k=1

(k2 + k) = (12 + 1) + (22 + 2) + (32 + 3) + (42 + 4) + (52 + 5)

= 2 + 6 + 12 + 30 + 30 = 70.83



84 A. Het sommatietekenMerk op dat we in de uitdrukking (k2 + k) dus a
htereenvolgens k = 1, k = 2 tot en met k = 5invullen en deze uitkomsten vervolgens bij elkaar optellen om de uitkomst van de som te krijgen.In bovenstaand voorbeeld zien we dat 5

∑
k=1

(k2 + k) gewoon een getal is en dat dit getal niet van deletter k afhangt. Immers voor k vullen we a
htereenvolgens de getallen één tot en met vijf in. Devariabele k komt dus niet in het eindantwoord voor. We hadden voor k ook een willekeurige andereletter kunnen kiezen, zonder dat de waarde van de som verandert: als je 5

∑
j=1

(j2 + j) uitwerkt, dankrijg je opnieuw 70.Voorbeeld A.3: Een driehoek bouwenBij het bouwen van de driehoek met een onderste laag van 10 blokken zijn er in totaal 1+ 2+ · · ·+ 10blokken nodig. Met behulp van het sommatieteken kunnen we dit aantal ook s
hrijven als 10

∑
k=1

k. Vooreen driehoek met een onderste laag die n blokken groot is, zijn er n
∑

k=1

k blokken nodig.Opgave A.1Stel we willen een piramide bouwen met behulp van blokken, waarbij de bovenste laag uit één blokbestaat, de tweede laag uit vier blokken, de derde laag uit negen blokken en zo verder.a) Hoeveel blokken heb je nodig als je een piramide bouwt van 5 lagen? Hoe kun je dit aantal meteen sommatieteken weergeven?b) Geef met behulp van een sommatieteken weer hoeveel blokken er nodig zijn als je een piramidewilt bouwen met n lagen, waarbij n een geheel getal is.A.2 Eigens
happen van het sommatietekenSoms kunnen je een sommatie op vers
hillende manieren uitrekenen, door de termen op een anderemanier te rangs
hikken. Het volgende voorbeeld maakt dit duidelijk.Voorbeeld A.4: Eigens
happen sommatietekenWe kunnen 5

∑
k=1

(k2 + k) hers
hrijven tot
5

∑
k=1

(k2 + k) = (12 + 1) + (22 + 2) + (32 + 3) + (42 + 4) + (52 + 5)

= (12 + 22 + 32 + 42 + 52) + (1 + 2 + 3 + 4 + 5)

=
5

∑
k=1

k2 +
5

∑
k=1

k.De som 5

∑
k=1

(k2 + k) kan dus ook berekend worden door de sommaties 5

∑
k=1

k2(= 55) en 5

∑
k=1

k(= 15)uit te rekenen en bij elkaar op te tellen.



A.2. Eigens
happen van het sommatieteken 85Voorbeeld A.5: Eigens
happen sommatietekenWe berekenen op twee manieren 5

∑
k=1

2k. Allereerst door alle termen te berekenen en op te tellen:
5

∑
k=1

2k = 2 · 1 + 2 · 2 + 2 · 3 + 2 · 4 + 2 · 5

= 2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 30.Maar we hadden ook kunnen s
hrijven
5

∑
k=1

2k = 2 · 1 + 2 · 2 + 2 · 3 + 2 · 4 + 2 · 5

= 2(1 + 2 + 3 + 4 + 5)

= 2
5

∑
k=1

k = 2 · 15 = 30.Beide berekeningen leveren hetzelfde antwoord op.De eigens
happen die we in bovenstaande voorbeelden gezien hebben, kunnen veel algemener gefor-muleerd worden.Eigens
happen sommatieteken1. n

∑
k=1

(uk + vk) =
n

∑
k=1

uk +
n

∑
k=1

vk2. n

∑
k=1

c · uk = c
n

∑
k=1

ukVoorbeeld A.6: Eigens
happen sommatietekenMerk op dat we in het eerste voorbeeld eigens
hap 1 van het sommatieteken toepassen met uk = k2,
vk = k en n = 5. In het tweede voorbeeld wordt de tweede eigens
hap toegepast met c = 2, uk = ken n = 5.Opgave A.2a) Bereken 5

∑
k=0

(2k + 1) door alle zes de termen te berekenen en bij elkaar op te tellen.b) Bereken nogmaals 5

∑
k=0

(2k + 1) maar nu door gebruik te maken van de eigens
happen van hetsommatieteken.



86 A. Het sommatietekenA.3 Gemengde opgavenOpgave A.3S
hrijf met behulp van het sommatietekena) 2 + 4 + 6 + 8 + 10 + 12.b) 2 + 4 + 6 + · · ·+ 2(n − 1) + 2n, met n een geheel getal.
) 1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n + 1), met n een geheel getal.Opgave A.4a) Bereken 5

∑
k=1

2 en 8

∑
k=1

2.b) Laat n een geheel getal zijn, druk n
∑

k=1

2 uit in n.



BAntwoorden
B.1 Antwoorden hoofdstuk 1Opgave 1a) S
hieten met kruisboog op s
hiets
hijf.b) Bijvoorbeeld: `het aantal punten' of `wel of niet raak'.
) xi 10 8 6 4 2 0

P(X = xi) 0.2 0.3 0.3 0.1 0.05 0.05d) E (X) = 6.7, VAR (X) = 6.91, SD(X) ≈ 2.6287.e) E (Y) = 3.75, VAR (Y) = 8.4375, SD(Y) ≈ 2.9047.f) Roy heeft hogere verwa
htingswaarde, dus betere s
hutter.g) Roy heeft bovenop een hogere verwa
htingswaarde ook minder spreiding, wat hem ook pre
iezer en daardoorbeter maakt.Opgave 2a) Het gooien met een munt. X = `aantal keer kop bij 1 worp'.b) xi 0 1
P(X = xi) 0.5 0.5
) E (X) = 0.5, VAR (X) = 0.25, SD(X) = 0.5.Opgave 3a) E (X) = 7.1, E (Y) = 7.1.b) VAR (X) = 1.09, SD(X) ≈ 1.0440, VAR (Y) = 1.59, SD(Y) ≈ 1.2610.
) Ze hebben hetzelfde gemiddelde 
ijfer, maar in de klas van Van Dam is de spreiding groter: dus meer heel goedeen meer heel sle
hte.Opgave 4a) xi 0
P(X = xi) 1b) E (X) = 0, VAR (X) = 0, SD(X) = 0.Opgave 5a) xi c
P(X = xi) 1b) E (X) = c, VAR (X) = 0, SD(X) = 0.Opgave 6a) P(X = 3 en Y = 2) = 0.20.b) P(X = 3 en Y = 0) + P(X = 3 en Y = 1) + P(X = 3 en Y = 2) = 0.30.
) P(X = 3) = 0.30.Opgave 7a) xi 0 50 100
P(X = xi) 0.2 0.5 0.3
yi 0 1 2 3
P(Y = yi) 0.1 0.4 0.4 0.1b) E (X) = 55, VAR (X) = 1225, E (Y) = 1.5, VAR (Y) = 0.65.87



88 Antwoorden
) P(X = 50 en Y = 2) = 0.25.d) P(Y = 2) = 0.4.e) P(X = 50) = 0.5.Opgave 8a) P(X = 1 en Y = 1) = 0.14.b) P(Y = 1) = 0.50.
) P(X = 1 gegeven dat Y = 1) = P(X=1 en Y=1)
P(Y=1)

= 0.14
0.50

= 0.28 (zie theorie na de opgave).Opgave 9a) P(X = 50|Y = 2) = 0.25
0.4

= 0.625 en P(Y = 2|X = 50) = 0.25
0.5

= 0.5.b) P(X = 0|Y = 3) = 0 en P(Y = 3|X = 0) = 0.
) P(Y = 1|X = 100) = 7
30

en P(X = 100|Y = 1) = 0.175.Opgave 10a) COV(X, Y) = 12.5.b) Positief verband, wel logis
h (als je meer geld hebt, kun je meer geld uitgeven).Opgave 11a) xi 2 3 4 5 7 8 9 12
P(X = xi) 0.1 0.2 0.1 0.1 0.2 0.1 0.1 0.1
yj 6 8 9 10 13 15 18 24
P(Y = yj) 0.1 0.1 0.1 0.1 0.2 0.1 0.1 0.2b) E (X) = 6 en VAR (X) = 9.
) E (Y) = 14 en VAR (X) = 36.d) COV(X, Y) = −16.4.Opgave 12COR(X, Y) ≈ 0.4430.Opgave 13COR(X, Y) = − 41

45
.Opgave 14

COV(X, Y) = 0. Uit X volgt Y en dus zijn ze niet onafhankelijk.Opgave 15
E (Z) = 203 en VAR (Z) = 12.96.Opgave 16a) E (Z) = 89 en VAR (Z) = 571.b) E (Z) = 88 en VAR (Z) = 1712.
) E (Z) = 296 7

10
en VAR (Z) = 8 9

100
.d) E (Z) = −345.37 en VAR (Z) = 33.6205.Opgave 17a) COV(X, Y) = 0 (X en Y onafhankelijk).b) a = b = 1 en c = 0.
) VAR (Z) = VAR (1 · X + 1 · Y + 0) = 12 ·VAR (X) + 12 ·VAR (Y) + 2 · 1 · 1 ·COV(X, Y) = VAR (X) +VAR (Y) + 2 ·

0 = VAR (X) +VAR (Y).Opgave 18
E (W) = 14.Opgave 19VAR (W) = 81 1

3
.Opgave 20VAR (W) = 77 1

3
.Opgave 21a) µV = 10, σ2

V = 162 en σV ≈ 12.7279.b) µV = 12 1
2
, σ2

V = 12649 1
4
en σV ≈ 112.4689.
) µV = 112 1

2
, σ2

V = 12649 1
4
en σV ≈ 112.4689.



Antwoorden 89d) a) µV = 10, σ2
V = 174 en σV ≈ 13.1909.b) µV = 12, σ2
V = 13450 1

4
en σV ≈ 115.9752.
) µV = 112, σ2

V = 13450 1
4
en σV ≈ 115.9752.Opgave 22a) xi 3 6 9

P(X = xi)
1
4

1
2

1
4b) E (X) = 6, VAR (X) = 4 1

2
en SD(X) = 3

2

√
2.
) yi 1 2 3 4

P(Y = yi) 0.40 0.20 0.20 0.20d) E (Y) = 2 1
5
, VAR (Y) = 1 9

25
en SD(Y) = 1

5

√
34.Opgave 23a) E (X) = 4.3 en E (Y) = 3.5.b) Nee, beide niet. Bij de rode wel, bij de groene niet (verwa
htingswaarde van het aantal gegooide ogen bij eeneerlijke dobbelsteen is 3.5).Opgave 24a) Omdat P(X = xi en Y = yj) ≥ 0 geldt ook ∑

m
j=1 P(X = xi en Y = yj) = P(X = xi) ≥ 0. Verdergeldt ∑

n
i=1 ∑

m
j=1 P(X = xi en Y = yj) = ∑

n
i=1 P(X = xi) = 1 en omdat P(X = xi) ≥ 0, moet ook gelden

P(X = xi) ≤ 1 (anders zou de som van de termen groter dan één worden).b) ∑
n
i=1 P(X = xi) = ∑

n
i=1 ∑

m
j=1 P(X = xi en Y = yj) = 1.Opgave 25a) E (X) = 1.6 en VAR (X) = 0.94.b) zi 0 1500 3000 4500

P(Z = zi) 0.15 0.30 0.35 0.20
) E (Z) = 2400 en VAR (Z) = 2115000.d) E (Z) = 2400 en VAR (Z) = 2115000.e) W = 1500X − 500.f) E (W) = 1900 en VAR (W) = 2115000.g) COV(W, Z) = 2115000.Opgave 26a) xi 0 1 2 3
P(X = xi) 0.20 0.40 0.30 0.10 en yi 0 1 2

P(Y = yi) 0.40 0.40 0.20b) P(X = 1 en Y = 2) = 0.10, P(X = 1) = 0.40, P(Y = 2) = 0.20 en P(X = 1|Y = 2) = 0.50.
) E (X) = 1.3 en VAR (X) = 0.81.d) E (Y) = 0.8 en VAR (Y) = 0.56.e) COV(X, Y) = 0.04 en COR(X, Y) ≈ 0.0594.f) vi 0 1 2 3 4
P(V = vi) 0.10 0.20 0.40 0.20 0.10 en
wi 0 1 2 3 4
P(W = wi) 0.10 0.20 0.30 0.30 0.10g) E (V) = 2 en VAR (V) = 1.2.h) E (W) = 2.1 en VAR (W) = 1.29.i) COV(V, W) = −0.52 en COR(V, W) ≈ −0.4179.j) Ja, bij 
ho
omelk hoort slagroom, dus positief verband. Mensen die ko�e drinken, drinken vaak minder thee envi
e versa, dus ko�e en thee hebben een negatief verband.k) Z = 1.5X + 0.75Y + 2.5V + 2.2W.l) E (Z) = 12.17.m) Nee, je weet de 
ovarianties tussen X en V, tussen X en W, tussen Y en V en tussen Y en W niet.Opgave 27VAR (X) = COV(X, X)Opgave 28a) E (Z) = a1E (X1)+ a2E (X2)+ a3E (X3) en VAR (Z) = a2

1VAR (X1)+ a2
2VAR (X2)+ a2

3VAR (X3)+ 2a1a2COV(X1, X2)+
2a1a3COV(X1, X3) + 2a2a3COV(X2, X3).b) E (Z) = a1E (X1) + a2E (X2) + . . . + an E (Xn) = ∑

n
i=1 aiE (Xi).
) VAR (Z) = ∑

n
i=1 a2

i VAR (Xi) + ∑
n−1
i=1 ∑

n
j=i+1 2aiajCOV(Xi, Xj).



90 AntwoordenB.2 Antwoorden hoofdstuk 2Opgave 1
µA = 1

3
· 1080 + 1

3
· 1620 + 1

3
· 900 = 1200.

σ2
A = 1

3
· (1080 − 1200)2 + 1

3
· (1620 − 1200)2 + 1

3
· (900 − 1200)2 = 93600.

σA =
√

93600.
µR = 1

3
· 1000 + 1

3
· 1090 + 1

3
· 1210 = 1100.

σ2
R = 1

3
· (1000 − 1100)2 + 1

3
· (1090 − 1100)2 + 1

3
· (1210 − 1100)2 = 7400.

σR =
√

7400.Opgave 2a) Spaarrekening: e 1100, attra
tiepark: e 900, reisbureau: e 1000, ijsjesfabrikant: e 1050.b) Bijvoorbeeld variantie.
) Spaarrekening: 0, attra
tiepark: 93600, reisbureau: 7400, ijsjesfabrikant: 7400.Opgave 3Eigen antwoord.Opgave 4a) Spaarrekening Ajax Feyenoord PSV
µ 97.2 101 105 100
σ2 0 936 728 200b) Spaarrekening Ajax Feyenoord PSV
µ 97.2 100.7 108.5 97.5
σ2 0 1013.31 798.75 168.75Opgave 5a) Laat J de opbrengst van een aandeel in Jolande zijn en H de opbrengst van een aandeel in Heidi.
j 19 16 6 13
P(J = j) 0.10 0.10 0.30 0.50 en h 14 20 12 8

P(H = h) 0.10 0.10 0.30 0.50b) Spaarrekening Jolande Heidi
µ 10.5 11.8 11
σ 0 4.2143 3.7148
) j 19 16 6 13
P(J = j) 2/12 2/12 3/12 5/12 en h 14 20 12 8

P(H = h) 2/12 2/12 3/12 5/12Spaarrekening Jolande Heidi
µ 10.5 12.75 12
σ 0 4.4371 4.2426Opgave 6PSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ) SpaarrekeningAjaxFeyenoordPSV

0 10 20 30 4095100105110



Antwoorden 91Opgave 7PSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ) SpaarrekeningJolandeHeidi

0 1 2 3 4 51010.51111.51212.513

Opgave 8a)PSfrag repla
ements SpaarrekeningAjaxFeyenoordPSV
Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre

ngst(µ)
0 10 20 30 4095100105110

b) Ja, namelijk Ajax. Feyenoord heeft hogere verwa
hte opbrengst en een lager risi
o.Opgave 9a)PSfrag repla
ements SpaarrekeningJolandeHeidi
Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre

ngst(µ)
0 1 2 3 4 51010.51111.51212.513

b) Nee, geen aandeel in het grijze gebied.Opgave 10a) weer goed matig sle
ht µ σ

e 500 sparen 550 550 550 550 0
e 500 attra
tiepark 540 810 450 600 √

23400

e 500 sparen en 1090 1360 1000 1150 √
23400

e 500 attra
tiepark



92 Antwoordenb) weer goed matig sle
ht µ σ

e 750 sparen 825 825 825 825 0
e 250 attra
tiepark 270 405 225 300 √

5850

e 750 en sparen 1090 1230 1050 1125 √
5850

e 250 attra
tiepark
)PSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ) SpaarrekeningIJsjesfabrikantAttra
tieparkReisbureau 10a)10b)

0 50 100 150 200 250 300 3501000105011001150120012501300

Opgave 11a) weer goed matig sle
ht µ σ

e 300 sparen 330 330 330 330 0
e 700 reisbureau 700 763 847 770 √

3626

e 300 sparen en 1030 1093 1177 1100 √
3626

e 700 reisbureau
e 900 sparen 990 990 990 990 0
e 100 reisbureau 100 109 121 110 √

74

e 900 sparen en 1090 1099 1111 1100 √
74

e 100 reisbureaub)PSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ) SpaarrekeningIJsjesfabrikantAttra
tieparkReisbureau 10a)10b)11a1)11a2)

0 50 100 150 200 250 300 3501000105011001150120012501300

1
111a1) verwijst naar e 300 sparen en e 700 reisbureau; 11a2) verwijst e 900 sparen en e 100 reisbureau.



Antwoorden 93Opgave 12a)
PSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ) SpaarrekeningIJsjesfabrikantAttra
tieparkReisbureau 10a)10b)11a1)11a2)vb.

0 50 100 150 200 250 300 3501000105011001150120012501300

b) De punten van de 
ombinaties van de spaarrekening en het aandeel liggen op de re
hte lijn die je krijgt als je hetaandeel en de spaarrekening verbindt.Opgave 13a) σS = 0 (spaarrekening heeft geen risi
o).b) σS,V = 0 (
ovariantie met gedegenereerde toevalsvariabele).
) σ2
P = (1− w)2σ2

S + w2σ2
V + 2w(1 − w)σS,V = w2σ2

V.d) σP =
√

σ2
P =

√

w2σ2
V = wσV.Opgave 14a) µP = 1100 + 100w en σP = w

√
93600.b) µP = 1100 en σP = w

√
7400.Opgave 15a) µP = 97.2 + 3.8w en σP = w

√
936.b) µP = 97.2 + 7.8w en σP = w

√
728.
) µP = 97.2 + 2.8w en σP = w

√
200.Opgave 16a) µP = 10.5 + 0.5w en σP ≈ 3.7148w.b) µP = 10.5 + 1.3w en σP ≈ 4.2143w.Opgave 17a) 1200.b) Alles beleggen in het attra
tiepark.Opgave 18a) SA ≈ 0.3269.b) SR = 0.Opgave 19a) SA ≈ 0.1242.b) SF ≈ 0.2891.
) SE ≈ 0.1980.Opgave 20a) SJ ≈ 0.3085.b) SH ≈ 0.1346.Opgave 21a) wI = 0.75.b) µP = 1162.5.
) σP = 15

2

√
206.d) wI = 0.94, µP = 1153 en σP = 85.7284.e)



94 AntwoordenPSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ)

SpaarrekeningIJsjesfabrikantAttra
tieparkReisbureau10a)10b)11a1)11a2)vb.
wA = 0

wA = 0.06

wA = 0.25

wA = 0.50

wA = 1

0 50 100 150 200 250 300 3501100115012001250

f) Nee, vanwege 
ovariantie.Opgave 22a) ijsjesfabrikant1260 1140 1050reis- bureau 1000 1/3 0 01090 0 1/3 01210 0 0 1/3b) σI,R = −7300.
) µP = 1115 en σP =
√

1226.d) µP = 1135 en σP =
√

1226.e) Middelmatig weer: e 1115. Sle
ht weer: e 1130. Alle uitbetalingen hoger dan spaarrekening.f) µP = 1125 en σP =
√

50.g)
PSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ)

SpaarrekeningIJsjesfabrikantAttra
tieparkReisbureau10a)10b)11a1)11a2)vb.
wR = 0

wR = 0.30

wR = 0.50

wR = 0.70

wR = 1

0 50 100 150 200 250 300 3501050110011501200

Opgave 23a) Feyenoord83 143 89PSV 90 1/3 0 090 0 1/3 0120 0 0 1/3b) σF,E = −160 (E is opbrengst van een aandeel PSV Eindhoven).
) wE = 2
3
. µP = 101 2

3
en σP =

√

98 2
3
= 1

3

√
888.d) wE = 1 − w.e) µP = 101.25 en σP =

√
98.



Antwoorden 95Opgave 24a) Jolande19 16 6 13Heidi 14 0.10 0 0 020 0 0.10 0 012 0 0 0.30 08 0 0 0 0.50b) σJ,H = 2.4.
) w J =
2
3
. µP ≈ 11.5333 en σP ≈ 3.2394.d) µP = 11.2 en σP ≈ 3.1261.Opgave 25Links: wI = 0.75 en wA = 0.25. Midden: wI = wA = 0.50. Re
hts: wI = 0.25 en wA = 0.75.Opgave 26a) Portefeuille bestaande uit reisbureau en attra
tiepark. Je kunt een hogere verwa
hte opbrengst met hetzelfderisi
o behalen.b) Nee, de portefeuille bestaande uit het reisbureau en de ijsjesfabrikant is oninteressant als het gewi
ht van hetreisbureau groot is (groter dan 0.5, maar dat kun je niet dire
t uit de tekening halen).Opgave 27a) Ajax en PSV, hogere verwa
hte opbrengst tegen hetzelfde risi
o mogelijk.b) Nee, de meeste van Feyenoord en PSV niet (alleen rond wE ≈ 0.7115 en wF ≈ 0.2885 zijn interessant). Bij deportefeuille bestaande uit Ajax en Feyenoord zijn de portefeuilles met veel gewi
ht in Ajax niet interessant (wAgroter dan ongeveer 0.4643).Opgave 28Nee, de portefeuilles waarin het aandeel `Heidi' veel gewi
ht heeft, zijn niet interessant (wH > 0.5740).Opgave 29a) e 400 in attra
tiepark en e 400 in ijsjesfabrikant. wA = wI = 0.40.b) e 200 in attra
tiepark en e 200 in ijsjesfabrikant. wA = wI = 0.20.
) 1

2
w·e 1000 in attra
tiepark en 1

2
w·e 1000 in ijsjesfabrikant. wA = wI =

1
2

w.d) Snieuw aandeel ≈ 0.4535. SI ≈ 0.5812. De Sharpe ratio van de ijsjesfabrikant is groter, dus je kunt beter beleggen inde ijsjesfabrikant dan in het nieuwe aandeel.Opgave 30a) e 200 in attra
tiepark en e 600 in ijsjesfabrikant. wA = 0.20 en wI = 0.60.b) e 100 in attra
tiepark en e 300 in ijsjesfabrikant. wA = 0.10 en wI = 0.30.
) 1
4

w·e 1000 in attra
tiepark en 3
4

w·e 1000 in ijsjesfabrikant. wA = 1
4

w en wI =
3
4

w.d) Snieuw aandeel ≈ 0.5806. SI ≈ 0.5812. De Sharpe ratio van de ijsjesfabrikant is groter, dus je kunt beter beleggen inde ijsjesfabrikant dan in het nieuwe aandeel.Opgave 31a) e 27 in Feyenoord en e 54 in PSV. wF = 0.30 en wE = 0.60.b) µP = 101.22 en σP =
√

79.92 ≈ 8.9398.
) SP ≈ 0.4497. SF ≈ 0.2891 en SE ≈ 0.1980. Het is beter om in het nieuwe aandeel te beleggen.Opgave 32a) e 6 in Heidi en e 2 in Jolande. wH = 0.6 en w J = 0.2.b) µP = 11.06 en σP =
√

6.2544 ≈ 2.5009.
) SP ≈ 0.2239. SH ≈ 0.1346 en SJ ≈ 0.3085. Het is beter om alles in Jolande te beleggen.Opgave 33a) µP = 1155 en σP =
√

7686.b) SP ≈ 0.6274.
) De beste tot nu toe, maar niet noodzakelijkerwijs de beste overall.Opgave 34a) µP = 1200w + 1150(1 − w) = 1150 + 50w,
σ2

P = 93600w2 + 7400(1 − w)2 + 2w(1− w)4200 = 92600w2 − 6400w + 7400,
σP =

√
92600w2 − 6400w + 7400 en µS = 1100.

Sp(w) =
µP − µS

σP
.
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p(w) =

50 ·
√

92600w2 − 6400w + 7400 − (50+50w)· 1
2
·(2·92600w−6400)√

92600w2−6400w+7400

92600w2 − 6400w + 7400
= 0

⇒ maximum in w = 53
479

.
Sp(

53
479

) ≈ 0.6278.
) Maximum in w = 53
479

.d) wA ≈ 0.1106 en wI =
426
479

.Opgave 35a) µP = 1100w + 1150(1 − w) = 1150 − 50w,
σ2

P = 7400w2 + 7400(1 − w)2 − 2w(1 − w)7300 = 29400w2 − 29400w + 7400,
σP =

√
29400w2 − 29400w + 7400 en µS = 1100.

Sp(w) =
µP − µS

σP
.b) S′

p(w) =
−50 ·

√
29400w2 − 29400w + 7400 − (50−50w)· 1

2
·(2·29400w−29400)√

29400w2−29400w+7400

29400w2 − 29400w + 7400
= 0

⇒ maximum in w = 73
147

.GR: Maximum in w ≈ 0.4966.
Sp(

73
147

) ≈ 3.5475.
) wR = 73
147

en wI =
74

147
.Opgave 36a) µP = 1155.53 en σP ≈ 88.4621.b) µP = 1125.17 en σP ≈ 7.0951.
)-e)

PSfrag repla
ements

Volatiliteit (σ)Verwa
hteopbre
ngst(µ)

SpaarrekeningIJsjesfabrikantAttra
tieparkReisbureau10a)10b)11a1)11a2)vb.

34)35)
0 50 100 150 200 250 300 3501000105011001150120012501300

.Opgave 37a) µP = 100 + 5w, σ2
P = 1248w2 − 720w + 200 en µS = 97.2.

Sp(w) =
2.8 + 5w√

1248w2 − 720w + 200
.b) S′

p(w) =
5 ·

√
1248w2 − 720w + 200 − (2.8+5w)· 1

2
·(2·1284w−720)√

1248w2−720w+200

1248w2 − 720w + 200
= 0

⇒ maximum in w = 1255
3309

.GR: Maximum in w ≈ 0.3793.
) wF = 1255
3309

en wE = 2054
3309

.Opgave 38a) µP = 11.8 − 0.8w, σ2
P = 26.76w2 − 30.72w + 17.76 en µS = 10.5.

Sp(w) =
1.3 − 0.8w√

26.76w2 − 30.72w + 17.76
.



Antwoorden 97b) S′
p(w) =

5 ·
√

26.76w2 − 30.72w + 17.76 − (1.3−0.8w)· 1
2
·(2·26.76w−17.76)√

26.76w2−30.72w+17.76

26.76w2 − 30.72w + 17.76
= 0

⇒ maximum in w = 32
125

= 0.256.GR: Maximum in w ≈ 0.2560.
) wH = 0.256 en w J = 0.744.Opgave 39a) µP = 1
3
· 1110 + 1

3
· 1237.5 + 1

3
· 1065 = 1137.5.

σ2
P = 1

3
· (1110 − 1137.5)2 + 1

3
· (1237.5 − 1137.5)2 + 1

3
· (1065 − 1137.5)2 = 5337.5.

σP =
√

10675/2.b) wS = wA = wR = wI = 0.25. µP = 0.25 · 1100 + 0.25 · 1200 + 0.25 · 1100 + 0.25 · 1150 = 1137.5.
σ2

P = 0.252 · 93600 + 0.252 · 7400 + 0.252 · 7400 − 2 · 0.25 · 0.25 · 8400 + 2 · 0.25 · 0.25 · 4200 − 2 · 0.25 · 0.25 · 7300 =
5337.5.
σP =

√
10675/2.
) Goed weer: 1146. Matig weer: 1323. Sle
ht weer: 1011.

µP = 1160 en σP =
√

16322.d) SPa)
≈ 0.5133 en SPc)

≈ 0.4696.Opgave 40a) µP = wS · µS + wA · µA + wR · µR + wI · µI .b) σ2
P = w2

A · σ2
A + w2

R · σ2
R + w2

I · σ2
I + 2 · wA · wR · σA,R + 2 · wA · wI · σA,I + 2 · wR · wI · σR,I .



98 AntwoordenB.3 Antwoorden hoofdstuk 3Opgave 1a) U(1, 0) = 2 en U(0, 1) = 5. Eén banaan.b) U(2, 0) = 4 en U(0, 1) = 5. Eén banaan.
) U(3, 0) = 6 en U(0, 1) = 5. Drie appels.d) U(5, 0) = 10 en U(0, 2) = 10. Het maakt haar niets uit.e) U(3, 5) = 31 en U(1, 6) = 32. Eén appel en zes bananen.Opgave 2a) b = 2 − 2
5

a, b = 3 − 2
5

a, b = 4 − 2
5

a, respe
tievelijk.b)
0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

−0.5 5 10 15
a

b

U = 10

U = 15

U = 20


) 1Opgave 3a) U(3, 20) = 82.5 en U(10, 10) = 70. Drie appels en twintig bananen.b)
10

20

30

−10

−20

4 8 12 16 20
a

b

U(a, b) = 0

U(a, b) = 22 1
2

U(a, b) = 40 1
2

U(a, b) = 60

Opgave 4a) US(100, 6) = 82 < 90 = US(140, 10) = 70. Sebas kiest dus baantje 2.b) L(W) = 90 + 1
2

W2.
) Bijvoorbeeld (L, W) = (90, 0), (L, W) = (140, 10), (L, W) = (290, 20).d)
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30
60
90

120
150
180
210
240
270

0 5 10 15 20
a

b

U(L, W) = 90

e) L(W) = k + 1
2

W2.Opgave 5a)
10

20

30

40

50

2 4 6 8 10 12
b

a

U(a, b) = 50

b) a = 16 en b = 4. U(16, 4) = 56.
) a = 28.64 en b = 4.2. U(28.64, 4.2) = 81.64.Opgave 6a) a + 0.75b ≤ 15. Omdat meer bananen altijd een hoger nut geeft zal ze alles besteden.b)
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10

20

30

−10

−20

4 8 12 16 20
a

b

U(a, b) = 0

U(a, b) = 22 1
2

U(a, b) = 40 1
2

U(a, b) = 60

U(a, b) = 72.5

a = 5 en b = 13 1
3
; U(5, 13 1

3
) = 72.5.
) a = 6 3

4
en b = 9 15

16
; U(6 3

4
, 9 15

16
) = 67 25

32
.Opgave 7a) Ja. UK(70, 0) = 70 > UK(100, 6).b) Nee. US(70, 0) = 70 < US(140, 10).Opgave 8a) U2. U2(120,

√
20) > U2(105,

√
15).b) U1. U1(120,

√
20) < U1(105,

√
15).
) Kim.Opgave 9a) UK(w) = −76w2 + 100w + 40.b) w = 25

38
. UK(

25
38
) = 72.8947.Opgave 10a) µp = 105 + 15w.b) σp =

√
55w2 − 50w + 15.
) U1(w) = −220w2 + 215w + 45.d) 43

88
in aandeel A en 45

88
in aandeel B. U1 = 97.5284.e) U2(w) = −110w2 + 115w + 75.f) 23

44
in aandeel A en 21

44
in aandeel B. U2 = 105.0568.Opgave 11a) Aangezien de α van Katya in deze berekening geen rol speelt, zal hier hetzelfde uit moeten komen als bij Sebastianin het voorbeeld.b,
)

80

100

120

140

2 4 6 8 10
σ

µ aandeel A2aandeel A1sparen
aandeel A

U(µ, σ) = 60

U(µ, σ) = 100



Antwoorden 101d) Optimum in (µ, σ) = (96,
√

13). 1
6
in aandeel A1, 3

10
in aandeel A2 en 8

15
op de spaarrekening.e) µP = 70 + 390

7
wA en σP = 15

7

√
13wA.f) wA = 7

15
. 1

6
in aandeel A1, 3

10
in aandeel A2 en 8

15
op de spaarrekening. UK = 83.g) 1

6
in aandeel A1, 3

10
in aandeel A2 en 8

15
op de spaarrekening.Opgave 12a) µC = 105 + 15w en σC =

√
55w2 − 50w + 15.b) SC(w) = 15+15w√

55w2−50w+15
.
) w = 1

2
.d)

90

100

110

120

130

1 2 3 4 5
σ

µ

aandeel B

aandeel A

sparen
aandeel C

e) µ(σ) = 4σ2 + k, µ′(σ) = 8σ.f) Ri
htings
oë�
iënt: 112
1
2
−90

1
2

√
15−0

= 3
√

15.g) β = 3
4
. 3

8
in aandeel A, 3

8
in aandeel B, 1

4
op de spaarrekening.h) U = 98 7

16
. Kim kiest voor 3

8
in aandeel A, 3

8
in aandeel B, 1

4
op de spaarrekening.i) µP = 90 + 22 1

2
β en σP = 1

2

√
15β.j) U(β) = −7 1

2
β2 + 22 1

2
β + 90. β = 3

2
, maar mag niet groter zijn dan 1. Er is dus een randmaximum. Dat is

U(1) = 105. Dus 1
2
in aandeel A, 1

2
in aandeel B en niets sparen.k) Het nut bij 1

2
in aandeel A en 1

2
in aandeel B is U = 105. Lisanne kiest voor 23

44
in aandeel A en 21

44
in aandeel Ben niets sparen met nut U = 105.0568.Opgave 13a) U(µ, σ) = µ − σ2. U(10,

√
3) = 7, U(15,

√
8) = 7, U(8, 0) = 8. Je zult dus alles op de spaarrekening zetten.b) µP = 15 − 5wA en σP =

√

15w2
A − 20wA + 8.
) U(wA) = −15w2

A + 15wA + 7. wA = 1
2
. 1

2
in aandeel A en 1

2
in aandeel B. U = 10.75d) µC = 15 − 5wA en σC =

√

15w2
A − 20wA + 8.

SC(wA) =
7−5wA

√

15w2
A−20wA+8

.e) wA = 6
11
. 6

11
in aandeel A en 5

11
in aandeel B.f)
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7

8

9

10

11

12

13

14

15

1 2 3
σ

µ aandeel B

aandeel Asparen
aandeel C

g) Optimalisatie vertelt ons dat we 11
8
in het ge
ombineerde aandeel moeten beleggen. Dat gewi
ht mag niet groterzijn dan 1, dus betekent dit dat we een randoplossing zoeken. Het hoogste nut is er voor het ge
ombineerdeaandeel ( 6

11
in aandeel A en 5

11
in aandeel B) en dat nut is U = 10.72.h) Het hoogste nut is voor 1

2
in aandeel A en 1

2
in aandeel B. U = 10.75 µ = 12.5 en σ = 1.3229.



Antwoorden 103B.4 Antwoorden hoofdstuk AOpgave 1a) In totaal zijn er dan 1 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55 blokken nodig, we kunnen dit ook s
hrijven als 5

∑
k=1

k2.b) Voor een piramide met n lagen zijn er n

∑
k=1

k2 blokken nodig.Opgave 2a) 5

∑
k=0

(2k + 1) = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 = 36.b) 5

∑
k=0

(2k + 1) = 2
5

∑
k=0

k +
5

∑
k=0

1 = 2 · 15 + 6 = 36.Opgave 3a) 6

∑
k=1

2k.b) n

∑
k=1

2k.
) 6

∑
k=1

(2k − 1) of ∑
5
k=0(2k + 1).Opgave 4a) 5

∑
k=1

2 = 10 en 8

∑
k=1

2 = 16b) n

∑
k=1

2 = 2n


