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Inleiding

In deze inleiding bespreken we uit welke onderwerpen dit dictaat bestaat en hoe leerlingen dit dictaat
dienen te gebruiken.

Voor de leerling

In dit dictaat gaan we onderzoeken hoe we het beste in aandelen en een spaarrekening kunnen beleggen.
Het is van tevoren niet zeker wat een aandeel opbrengt, maar meestal hebben we wel een idee van
wat de opbrengst ongeveer zal zijn (de verwachte opbrengst) en ook hoe zeker we hiervan zijn (het
risico). Door het juiste aandeel te kiezen kunnen we een zo hoog mogelijke verwachte opbrengst
krijgen met een zo laag mogelijk risico. Je kunt naast beleggen in één aandeel (of sparen) ook een
combinatie van aandelen kiezen en/of beleggen combineren met sparen. Een dergelijke combinatie
noemen we een portefeuille. Nu kunnen we de verhouding waarin het geld in de aandelen belegd wordt
en op de spaarrekening gezet wordt op een slimme manier kiezen om een zo hoog mogelijke verwachte
opbrengst te halen met een zo klein mogelijk risico, dus om de set van beste portefeuilles te vinden.

In dit dictaat gebruiken we verschillende onderdelen van wiskunde en kansrekening, die grotendeels in
wiskunde B en D al aan de orde zijn geweest. Kansrekening gebruiken we omdat we met onzekerheid
te maken hebben, we weten immers niet wat een aandeel precies opbrengt. We denken dan aan de
begrippen verwachtingswaarde, variantie en covariantie. Daarnaast willen we een zo hoog mogelijke
opbrengst met een zo laag mogelijk risico. Dit houdt in dat we gaan optimaliseren; een bekende
techniek uit de wiskunde.

Het is, uiteraard, toegestaan je grafische rekenmachine te gebruiken. Maar let op, als er niet expliciet
gezegd wordt dat je je antwoord mag afronden, dan zul je exacte antwoorden moeten geven. Een
voorbeeld:

. Opgave 0.1

Beschouw de functie f(x) = /x.
a) Bereken de waarde van f(2).
b) Bereken de waarde van f(2) (op 4 decimalen).

Het antwoord op onderdeel a) moet /2 zijn (je laat de wortel dus staan), terwijl het antwoord op
onderdeel b) afgerond moet worden (dat is dus 1.4142).






Introductie kansrekening

In dit hoofdstuk herhalen we een aantal begrippen uit de kansrekening. Je hebt deze begrippen nodig
voor de berekeningen in het volgende hoofdstuk. Het kan zijn dat deze bekende begrippen, zoals
toevalsvariabele, verwachtingswaarde, variantie en covariantie, iets anders worden gedefinieerd dan
je eerder hebt gezien. Daarnaast kijken we naar rekenregels waarmee we de verwachtingswaarde en
variantie van een som van toevalsvariabelen kunnen bepalen.

1.1 De toevalsvariabele

Eén van de eerste voorbeelden die bij kansrekening aan de orde komt, is het gooien met een dobbel-
steen. Aan de hand van de dobbelsteen zullen een aantal begrippen uit de kansrekening uitgelegd
worden, maar eerst een overzicht van deze begrippen.

Kansexperiment
Toevalsvariabele
Observatie
Kansverdeling

Verwachtingswaarde :

Variantie

Standaarddeviatie

: experiment waarvan de uitkomst niet van tevoren vast-

staat;

: functie die aan elke mogelijke uitkomst van een kansexpe-

riment een waarde toekent;

: de waargenomen uitkomst van een uitgevoerd kansexperi-

ment;

: een overzicht van de kansen behorende bij de mogelijke

waarden van de toevalsvariabele van een kansexperiment;
kansgewogen gemiddelde van uitkomsten (de gemiddelde
waarde van de toevalsvariabele die je kunt verwachten na
het herhaald uitvoeren van een kansexperiment);

: een getal dat aangeeft in hoeverre de mogelijke uitkomsten

uit elkaar liggen (een maat voor de spreiding);

: een tweede maat voor de spreiding van mogelijke uitkom-

sten (wordt ook wel standaardafwijking genoemd).



4 1. Introductie kansrekening

Verder gebruiken we de onderstaande notatie.

XY . een toevalsvariabele (let op: hoofdletter);

X,y . een observatie van de toevalsvariabele X, Y (let op: kleine letter);
X1,X2, ... : de mogelijke uitkomsten van een toevalsvariabele;

P(X = x;) : de kans dat de toevalsvariabele X de waarde x; aanneemt;

E(X) of ux : de verwachtingswaarde van X (p is de Griekse letter ‘mu’);
VAR (X) of 0% : de variantie van X (¢ is de Griekse letter ‘sigma’);
SD(X) of ox  : de standaarddeviatie van X.

Voor kansen geldt dat:

1. Kansen liggen tussen 0 en 1: 0 < P(X =1x;) < 1,

n
2. Als je de kansen op alle mogelijke uitkomsten optelt, heeft deze som de waarde 1: Z P(X=ux;)=1.
i=1

Laat x1,...,x, de mogelijke uitkomsten van X zijn. De verwachtingswaarde (E (X)) is dus het
gemiddelde van de uitkomsten van het kansexperiment, waarbij rekening gehouden wordt met de
kansen op die uitkomsten. De formule is daarom

E(X)=x1-P(X=x1)+x2-P(X=x2) +...+ 2 P(X = xp)

— Y i P(X = x). (L1)
i=1

De variantie (VAR (X)) is een maat voor de spreiding en geeft dus aan in hoeverre de uitkomsten
van het kansexperiment dichtbij of veraf liggen van de verwachtingswaarde. De afstand van een
uitkomst x; tot de verwachtingswaarde E(X) is x; — E(X). Het gemiddelde van deze afstanden is
uiteraard gelijk aan nul (zie definitie E(X)). Daarom kwadrateren we deze afstand om zo voor iedere
individuele uitkomst op een positieve waarde te komen. Dit betekent dat de variantie gelijk is aan de
verwachtingswaarde van (X — E(X))?%:

VAR (X) = E((X — E(X))?)
= (v = E(X))*- P(X = x1) + (32 — E(X))*- P(X = x2)
...+ (xn — E(X))?-P(X = xp)

- i<xi ~E(X)P- P(X = x). (12)

De variantie is dus nooit negatief. Vaak wordt er in plaats van de variantie gebruik gemaakt van de
standaarddeviatie (SD(X)) om de spreiding aan te geven:

SD(X) = 1/VAR (X). (1.3)

De standaarddeviatie (en dus ook de variantie) dienen altijd in verhouding met de verwachtingswaarde
gezien te worden. Ongeacht de kansverdeling van de toevalsvariabele X geldt de Chebyshev ongelijk-
heid:

P(|X—E(X)| > k-SD(X)) < .
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1.1. De toevalsvariabele 5

De kans dat een toevalsvariabele een waarde aanneemt met een bepaalde afstand tot de verwach-
tingswaarde kan dus worden afgeschat door middel van de standaarddeviatie. Neem bijvoorbeeld
k = 2. Dan weet je dat de kans dat de waarneming meer dan tweemaal de standaarddeviatie van
de verwachtingswaarde afligt maximaal 25% is. Dus de kans dat de waarneming zich bevindt binnen
tweemaal de standaarddeviatie van de verwachtingswaarde is minimaal 75%. Zo is op dezelfde manier
af te leiden dat de kans minstens 89% is dat de waarneming zich binnen een afstand van driemaal de
standdaarddeviatie van de verwachtingswaarde bevindt.

Bovenstaande begrippen worden geillustreerd in het onderstaande voorbeeld: het gooien met een
dobbelsteen.

Voorbeeld 1.1: Dobbelsteen: een aantal begrippen

Als je gooit met een dobbelsteen, weet je niet van tevoren wat de uitkomst zal zijn. Het gooien met
een dobbelsteen is een kansexperiment. Bij een kansexperiment hoort een toevalsvariabele. Bij een
dobbelsteen kan dat bijvoorbeeld het aantal ogen zijn dat bovenkomt, maar ook of het aantal ogen
even of oneven is of dat het kleiner of groter dan 3 is. Als je het kansexperiment uitvoert, dan krijg
je natuurlijk wel een uitkomst. Dit wordt ook wel een observatie of waarneming genoemd. Als je bij
het gooien met een dobbelsteen kijkt naar het aantal ogen, dan zijn de mogelijke uitkomsten 1, 2,
3, 4, 5 en 6; als je kijkt naar even/oneven, dan zijn de mogelijke uitkomsten ‘even’ en ‘oneven’.

Twee mogelijke toevalsvariabelen bij het gooien met een dobbelsteen zijn:

X = ‘het aantal gegooide ogen’
en
Y = ‘het aantal keer een even aantal ogen’.

Als je één keer met een dobbelsteen gooit en je krijgt 5 ogen boven, dan zijn de observaties x
en y gelijkaanx =5eny =0. Gooi je 2, danzijnx =2eny = 1.

Bij het gooien met een eerlijke dobbelsteen, is de kans dat je 1 gooit gelijk aan de kans dat je 2
gooit, of 3 of 4 of 5 of 6. De kans op 3 ogen kun je noteren met P(X = 3). Omdat elk aantal ogen
even waarschijnlijk is, weet je dat P(X =1) =P(X =2)=P(X=3)=P(X=4) =P(X =5) =
P(X =6). Omdat je ook weet dat kansen samen precies 1 moeten zijn en kansen altijd tussen 0 en
1 liggen, kun je nu de kansverdeling van X opstellen.

X; | 1| 2]3|4]5]6¢6
P(X=x) | V6 | /6 | s | V6 | /5 | 1o

Nu we de kansverdeling hebben, kunnen we de verwachtingswaarde uitrekenen. De variabele X heeft
zes mogelijke uitkomsten (1 tot en met 6) en volgens (1.1) geldt dan:

E(X)=P(X=1)-1+P(X=2)-24...+P(X=6)-6

_1 1 1 1 1 1
=la+loo4laplaqlsylog
—2

6

=35.

Natuurlijk kun je geen 3.5 ogen gooien, maar als je heel vaak gooit zul je gemiddeld 3.5 ogen gooien.

De verwachtingswaarde is een centrummaat; zij geeft aan rond welke waarde de mogelijke uitkomsten
zich bevinden. Naast de verwachtingswaarde kun je ook de variantie van een toevalsvariabele X
bepalen. De variantie is een spreidingsmaat en geeft aan hoever de mogelijke uitkomsten uit elkaar
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1. Introductie kansrekening

liggen. De variantie van X (met mogelijke uitkomsten 1 tot en met 6) kun je berekenen door

VAR (X)=(1-E(X))*>-P(X=1)+(2—E(X))?-P(X =2)

...+ (6—E(X))*-P(X=6)

=(1-352-1+(2-35%L+...+(6-35)? 1

=3
- 12

Een tabel kan ervoor zorgen dat je beter overzicht houdt als je de variantie berekent; in deze tabel

geldt p; = P(X = x;).

% | % —EX) | (—EX)? | pi | (i —E(X))*pi
1 2.5 6.25 : 5
2 -1.5 2.25 % =
3 -0.5 0.25 : o
5 15 2.25 : =
6 25 6.25 % %
i 2

De variantie is VAR (X) = 73 = 35 en de standaarddeviatie is dan SD(X) =

\/ 5 ~ 1.7078. Merk op

dat we via de Chebyshev ongelijkheid kunnen afleiden dat de kans minstens 75% is dat een waarne-
ming zich bevindt tussen tussen 0.0844 en 6.9156. Uiteraard bevinden alle (100%) waarnemingen
zich in dit voorbeeld tussen deze twee waarden.

Opgave 1.1 Schietschijf

Roy schiet met een kruisboog op een schietschijf. De schijf heeft zes scores:
10 als hij in de roos schiet en daaromheen nog 8, 6, 4 en 2. Als hij mist, scoort

hij 0.
a) Beschrijf het kansexperiment.

b) Geef een mogelijke toevalsvariabele aan de hand van dit kansex-

periment.

Roy is een goede schutter en de kans om volledig te missen (0 punten) is dan
ook klein en bovendien even groot als de kans dat hij de buitenste ring raakt
(2 punten). Verder is de kans op 8 en op 6 punten even groot. Definieer X

als het aantal punten dat Roy krijgt.

De gedeeltelijke kansverdeling van X is gegeven in de onderstaande tabel.

X; |10 8 |6 | 4] 2|

P(X=x) | ... ]03] ...

c) Maak de kansverdeling compleet.

d) Bereken de verwachtingswaarde, variantie en standaarddeviatie van X.
Ook een collega van Roy, Ruud, wil wel eens schieten met een kruisboog. Hij heeft dit nog niet zo
vaak gedaan en mist dus ook vaker dan Roy. Laat Y het aantal punten dat Ruud krijgt zijn. De

kansverdeling van Y is gegegeven in de onderstaande tabel.

i | 10 | 8

| 2

| ©

P(Y=y;) | 0.05 | 0.125 | 0.125 | 0.25 | 0.25 | 0.20
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1.1. De toevalsvariabele 7

e) Bereken de verwachtingswaarde, variantie en standaarddeviatie van Y.
f) Kun je aan de hand van de verwachtingswaarde iets zeggen over wie de betere schutter is?
g) Voegt de variantie of de standaardafwijking daar nog iets aan toe?

. Opgave 1.2 Muntstuk

Ben gooit één keer met een eerlijk muntstuk. Als kop bovenkomt, telt dat als 1 en als munt
bovenkomt als 0.

a) Wat is hier het kansexperiment? En wat de toevalsvariabele?

b) Wat is de bijbehorende kansverdeling?

c) Wat is de verwachtingswaarde, de variantie en de standaarddeviatie?

. Opgave 1.3 Proefwerkcijfers

Meneer Norde en meneer Van Dam hebben allebei een 5VWO klas wiskunde B. Ze geven een proe-
fwerk over de e-machten en vergelijken na afloop de cijfers. Het cijfer van een willekeurige leerling
uit de klas van meneer Norde volgt de onderstaande kansverdeling.

Het cijfer van een willekeurige leerling uit de klas van meneer Van Dam volgt de onderstaande kans-
verdeling.

y |1|2|3|‘1*|?|?|
PY=y)jofofo] 5| x|

a) Bereken het gemiddelde cijfer voor elke klas.
b) Bereken de variantie en standaarddeviatie van de cijfers voor elke klas.
c) Vergelijk de beide klassen.

NI= ~
ui— 00

Een speciaal geval van een toevalsvariabele is de gedegenereerde toevalsvariabele. Deze toevalsvari-
abele heeft maar één mogelijke uitkomst en eigenlijk is er dus geen sprake van toeval. Je weet van
tevoren precies wat eruit komt. Maar af en toe is het handig om een constante op te vatten als een
gedegenereerde toevalsvariabele. Je zult het nog tegenkomen in het volgende hoofdstuk.

Gedegenereerde toevalsvariabele

Een gedegenereerde toevalsvariabele X is een toevalsvariabele die maar één uitkomst heeft.

Voorbeeld 1.2: Dobbelsteen: gedegenereerde toevalsvariabele

Definieer de toevalsvariabele Z als ‘het aantal keer dat je zes ogen of minder gooit bij één worp'. Je
hebt nu maar één mogelijke uitkomst, namelijk 1 (je gooit sowieso 6 ogen of minder). De kansver-
deling is dan als onderstaand.
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8 1. Introductie kansrekening

De verwachtingswaarde, variantie en standaarddeviatie zijn gegeven door

1-1=1, o02=(1-1-1=0, o0;,=/0=

Hz

De verwachtingswaarde (de centrummaat) geeft dus precies de enig mogelijke uitkomst en de vari-
antie en standaarddeviatie (de spreidingsmaten) zijn 0; er is dus geen spreiding. Dat is logisch, want
er is maar één uitkomst.

. Opgave 1.4 Muntstuk met identieke zijden
Ben gooit met een speciaal muntstuk: aan beide zijden staat munt. We kijken naar de toevalsvaria-
bele X = “aantal keer kop bij één worp’.
a) Wat is de kansverdeling die hoort bij het gooien van dit speciale muntstuk.
b) Wat zijn de verwachtingswaarde, de variantie en de standaarddeviatie?

. Opgave 1.5 Centrum- en spreidingsmaten van een gedegenereerde toevalsvariabele
De toevalsvariabele X is een gedegenereerde toevalsvariabele; de enig mogelijke uitkomst is de con-
stante c.
a) Wat is de kansverdeling die hoort bij X7
b) Wat zijn de verwachtingswaarde, de variantie en de standaarddeviatie van X7

1.2 Samenhang tussen toevalsvariabelen

In de vorige paragraaf hebben we naar één toevalsvariabele gekeken. Je kunt ook naar meerdere
toevalsvariabelen tegelijk kijken. Deze hoeven niets met elkaar te maken hebben: denk bijvoorbeeld
aan het gooien met een rode en een groene dobbelsteen. Het aantal geworpen ogen van de rode
dobbelsteen zal geen invloed hebben op het aantal geworpen ogen van de groene dobbelsteen. Maar
het kan heel goed dat twee toevalsvariabelen wel invloed op elkaar hebben. Denk bijvoorbeeld aan
de hoeveelheid regen die valt in Tilburg en in Breda: als het in Tilburg veel regent, zal in Breda
waarschijnlijk ook een grote hoeveelheid regen vallen. Een tweede voorbeeld is het aantal gewonnen
wedstrijden en het aantal gemaakte doelpunten van een voetbalclub: als een voetbalclub veel doelpun-
ten maakt, zal deze waarschijnlijk ook veel wedstrijden winnen. Maar het is niet zo dat als Ajax meer
doelpunten maakt dan Feyenoord, dat dit automatisch betekent dat Ajax meer wedstrijden wint dan
Feyenoord. Het kan zijn dat Ajax ook meer tegendoelpunten krijgt of dat Ajax toevallig één of twee
wedstrijden heeft gespeeld waarbij het een grote uitslag heeft gehaald. Ook de regen in Breda en
Tilburg kent geen één-op-één relatie: het kan op een dag best regenen in Tilburg en die dag droog
blijven in Breda.

Om wiskundig met samenhang tussen twee toevalsvariabelen om te kunnen gaan, hebben we de
gezamenlijke kansverdeling nodig. Zo'n kansverdeling kun je goed weergeven in een kruistabel.
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1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen

Gezamenlijke kansverdeling

De gezamenlijke kansverdeling van de toevalsvariabelen X en Y geeft de kans dat één bepaalde
uitkomst x; én één bepaalde uitkomst y; voorkomen. Zo'n kansverdeling kun je in een tabel
weergeven.

Y
vi | v || Ym
X1 P11 | P12 | --- | Pim
X x| P21 | P22 | - | P2m
Xn Pn1 | Pn2 | --- Pn,m

Hierin is p;; = P(X = x; en Y = y;) de kans dat X de uitkomst x; toewijst en Y de
uitkomst y;. De twee regels van een kansverdeling gelden ook hier:

1. Kansen liggen tussen 0 en 1: 0 < P(X=x; en Y =y;) <1;
2. Als je de kansen op de mogelijke uitkomsten optelt, heeft deze som de waarde

n m
1Y Y P(X=x; en Y=yj)=1
il

Als je de kans wiskundig opschrijft, maakt het niet uit of je eerst X = x; of eerst Y = Y;
noteert: P(X=x; en Y=y;))=P(Y=y; en X=ux).

Voorbeeld 1.3: Pacman: gezamenlijke kansverdeling

Gijs werkt in de winkel Pacman, waar spelcomputers en bijbehorende spellen worden verkocht. Het
valt hem op dat veel klanten bij de aankoop van de spelcomputer SpelJongen ook het spelletje Pizza-
Man kopen; de verkoopcijfers lijken samen te hangen. Gijs kan de verkopen zien als toevalsvariabelen
X en Y, waarbij X en Y gedefinieerd zijn als

X = ‘het aantal verkochte spelletjes PizzaMan op één dag’
en

Y = ‘het aantal verkochte SpelJongens op één dag’.

Gijs kan de onderstaande gezamenlijke kansverdeling met betrekking tot het aantal verkochte spel-
letjes PizzaMan (X) en het aantal verkochte SpelJongens (Y) opstellen.

Y
0 1 2
0010 O 0
X 1006 014 O
21004 026 0.10
310 0.10 0.20

Geeft deze tabel echt een kansverdeling weer? Dan moet gelden dat alle kansen tussen 0 en 1
liggen en je kunt in één oogopslag zien dat dit het geval is. Verder moeten de kansen, als je ze
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10 1. Introductie kansrekening

optelt, samen precies 1 zijn. Ook dat klopt (ga zelf na). Wat betekent deze tabel? Er staat
dat de kans dat je op één dag O spelletjes PizzaMan en 0 SpelJongens verkoopt, 0.10 is, ofwel
P(X =0 en Y =0) = 0.10. Een ander voorbeeld: de kans dat je op één dag 2 spelletjes
PizzaMan en 1 SpelJongen verkoopt, is 0.26, ofwel P(X =2 en Y =1)=0.26.

. Opgave 1.6 Speldongens en PizzaMannen

Kijk nog eens naar de gezamenlijke kansverdeling in het voorbeeld Pacman.

a) Wat is de kans dat op één dag 2 SpelJongens en 3 spelletjes PizzaMan verkocht worden? Gebruik
de wiskundige notatie in je antwoord.

b) Wat is de kans dat op één dag 0 SpelJongens en 3 spelletjes PizzaMan of 1 SpelJongen en 3
spelletjes PizzaMan of 2 SpelJongens en 3 spelletjes PizzaMan verkocht worden?

c) Kun je de kans bepalen dat er 3 spelletjes PizzaMan verkocht worden? Zo ja, wat is die kans?

Als je een gezamenlijke kansverdeling behorende bij X en Y hebt, kun je dan iets over de twee
toevalsvariabelen apart zeggen? Kun je de kansverdeling van X en van Y bepalen? Dat kan, en die
kansverdeling noemen we dan de marginale kansverdeling.

Marginale kansverdeling

De marginale kansverdeling van toevalsvariabele X kun je, als je de gezamenlijke kansverdeling
van de toevalsvariabelen X en Y hebt, bepalen op de onderstaande manier.

P(X=x) = PX=x; en Y=y))+P(X=x en Y=y +...
+P(X=x; en Y =ypm)

m
= )Y P(X=x en Y =y;).
j=1
De marginale kansverdeling van Y kun je op eenzelfde manier vinden:

n
P(Y=y)=) P(Y=y; en X=ux).
i=1

Als je kijkt naar de tabel met de gezamenlijke kansverdeling, dan kun je de marginale kansverdeling
van X vinden door de kansen in de rijen op te tellen en de marginale kansverdeling van Y door de
kansen in de kolommen op te tellen.

Y
vio |y | ym
X1 P11 P12 e P1m P(X =x1)
x X2 P21 P22 e P2,m P(X = x3)
Xn Pn Pn2 N Prm P(X = xu)
[ PY=y1) | PO =y2) | .- | P(Y =ym) |

I.’_‘I
TILBURG o‘g;%%_ & UNIVERSITY
l\"”l



1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 11

Voorbeeld 1.4: Pacman: marginale kansverdelingen

Gijs kan, met behulp van de gezamenlijke kansverdeling, de marginale kansverdelingen van het aantal
verkochte spelletjes PizzaMan (X) en van het aantal verkochte SpelJongens (Y) bepalen. Kijk even
naar de kans P(X = 2). Als we de formule toepassen, krijgen we:

P(X=2)=P(X=2Y=0)+P(X=2Y=1)+P(X=2Y=2)
= 0.04 +0.26 +0.10
= 0.40.

Je krijgt deze kans ook door de kansen in de rij horende bij X = 2 op te tellen. Je kunt dit doen
voor alle mogelijke uitkomsten van X en van Y.

Y
0 1 2
0010 O 0 0.10
X 11006 014 0 0.20
2| 0.04 026 0.10 | 0.40
310 0.10 0.20 | 0.30
0.20 0.50 0.30

Als je de kansverdelingen van X en Y in tabelvorm opschrijft, krijg je de twee onderstaande tabellen.

. Opgave 1.7 Gezamenlijke en marginale kansverdeling

Chris doet onderzoek naar werk en uitgaan bij eerstejaars studenten. Hij kijkt naar X = ‘loon in euro’s (per week)’
en Y = ‘aantal keer uitgaan (per week)'. Hij heeft de onderstaande gezamenlijke kansverdeling.

Y
0 1 2 3
0 0.05 0.13 0.02 O
X 50 | 0.03 0.20 0.25 0.02
100 | 0.02 0.07v 0.13 0.08

a) Wat zijn de marginale kansverdelingen van X en van Y?

b) Bereken de verwachtingswaarden en varianties van X en van Y.

c) Wat is de kans dat een student €50 verdient en 2 keer per week uitgaat?
d) Wat is de kans dat een student 2 keer per week uitgaat?

e) Wat is de kans dat een student €50 verdient?
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12 1. Introductie kansrekening

. Opgave 1.8 Pacman
Kijk nog eens naar het voorbeeld Pacman.
a) Wat is de kans dat Gijs 1 SpelJongen en 1 PizzaMan verkoopt?
b) Wat is de kans dat Gijs 1 SpelJongen verkoopt?
c) Kun je de kans bepalen dat Gijs 1 PizzaMan verkoopt, gegeven dat hij ook 1 SpelJongen
verkoopt?

Stel dat je een gezamenlijke kansverdeling hebt en de uitkomst van één van de twee toevalsvariabelen
al weet. Dan kun je die informatie gebruiken om iets te zeggen over de uitkomst van de andere toevals-
variabele. Laat X en Y twee toevalsvariabelen zijn. Dan is de voorwaardelijke kans P(X = x;|Y = y;)
de kans dat toevalsvariabele X de waarde x; aanneemt, gegeven dat de toevalsvariabele Y de waarde
y; aanneemt.

Voorbeeld 1.5: Pacman: voorwaardelijke kans

Als Gijs weet dat hij op één dag 2 SpelJongens verkoopt, wat is dan de kans dat hij 3 spelletjes
PizzaMan verkoopt? Kijk nog eens naar de gezamenlijke en marginale kansverdelingen.

0 1 2
0.10 0 0 0.10
0.06 0.14 0 0.20

0.04 0.26 0.10 | 0.40
0 0.10 0.20 | 0.30
0.20 0.50 0.30

WN = O

Gijs weet dat hij in de vetgedrukte kolom zit, omdat hij weet dat hij 2 SpelJongens verkoopt. De
kans dat hij in die kolom zit, is dus 1. Nu kan hij op die dag nog 0, 1, 2 of 3 spelletjes PizzaMan
verkopen, en die kansen moeten opgeteld samen precies 1 zijn. Als je de vetgedrukte kansen optelt,
krijg je 0.30, maar dat zijn ook geen voorwaardelijke kansen. Als je dan deelt door 0.30, zullen de
opgetelde kansen wel samen 1 zijn. Dus

020 2

Voorwaardelijke kans

Als je de gezamenlijke en marginale kansverdelingen van X en Y hebt, dan wordt de voor-
waardelijke kans gegeven door

P(X=x; en Y=y
P(Y =yj)

P(X=x|Y=y;) =
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1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 13

. Opgave 1.9 Voorwaardelijke kansen
Kijk nog eens naar de gezamenlijke en marginale kansverdelingen in opgave 1.7.
a) Bereken P(X =50]Y =2) en P(Y =2|X = 50).
b) Bereken P(X =0]Y =3) en P(Y =3|X =0).
c) Bereken P(Y =1|X =100) en P(X =100]Y =1).

We begonnen deze paragraaf met de samenhang tussen twee toevalsvariabelen. Als twee variabelen
invlioed op elkaar hebben (als de uitkomsten samenhangen), wordt gezegd dat deze twee variabelen
afhankelijk zijn.

X en Y (on)afhankelijk

Twee toevalsvariabelen X en Y zijn afhankelijk als de uitkomst van de ene toevalsvariabele
invioed heeft op de uitkomst van de andere toevalsvariabele. Ze zijn onafhankelijk als dit niet
het geval is. Per definitie geldt dat als X en Y onafhankelijk zijn, dat dan

P(X =x|Y =y;) = P(X =x;) voor allei en alle j.

Voorbeeld 1.6: Pacman: onafhankelijkheid

Gijs weet dat P(X = 3|Y = 2) = } en dat P(X = 3) = 3, dus dat P(X = 3|Y =2) # P(X =3).
X en Y zijn dus afhankelijk.

Nu weet je wel of twee variabelen afthankelijk zijn. Maar je weet nog niet hoe en in welke mate. De
covariantie is een maat voor de afhankelijkheid. Beter gezegd geldt dat de covariantie een maat is
voor lineaire afhankelijkheid. We gaan hier verder niet op in en gebruiken in dit dictaat de covariantie
als een maat voor afhankelijkheid. Zie echter Opgave 1.14 voor een kennismaking met niet-lineaire
afhankelijkheid.
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14 1. Introductie kansrekening

De formule van de covariantie ziet er misschien erg ingewikkeld uit, maar is niet zo moeilijk om toe
te passen.

. Voorbeeld 1.7: Verkoop spel(computer): Covariantie

In de onderstaande tabel staan de gezamenlijke kansverdeling en marginale kansverdelingen van de
verkoop van de spelletjes PizzaMan (X) en de SpelJongens (Y).

Y
0 1 2
0010 O 0 0.10
X 11006 014 0 0.20
21004 026 0.10 | 0.40
3|10 0.10 0.20 | 0.30
0.20 050 0.30

Om de covariantie te bepalen, heb je ook de verwachtingswaarde van X en Y nodig:

ux=01-0+02-1+04-2+03-3=19,
uy =02-0+05-1+03-2=1.1
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1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 15

De covariantie van X en Y kun je nu berekenen, waarbij p;; = P(X =x; en Y =y;).

xi |y | xi—pux | yi—wy | piy | (=)W= By)pij
0] 0] -19 11 | 0.10 0.2090
0o 1] -19 01 |0 0
0ol 2| -19 09 |0 0
B O T O T R S O O A o T 0.0594 ~
111 -09 01 | o014 0.0126
12| -09 09 |0 0
27070 o1 11 Jooa | T -0.0044 T
2 |1 0.1 01 | 026 -0.0026
2 |2 0.1 0.9 | 0.10 0.0090
3ol 11T Mo T o~~~
301 1.1 01 | 0.10 -0.0110
3|02 1.1 0.9 | 020 0.1980
1 0.47

Wat zegt die covariantie nu eigenlijk? Als je de mogelijke waarden van X en Y uit het voorbeeld Pac-
man tekent in een assenstelsel (zie figuur 1.1(a)), dan lijkt het alsof hoe groter X is, des te groter Y
is. In figuur 1.1(b) zijn ook nog lijnen toegevoegd die de verwachtingswaarden van X en Y weergeven.

HX
2 [ J [ J 2 [ [ ]
>~ 1 [ ] [ ] [ ] >~ 1 ® ® @ Hy
0 [ ] [ ] [ ] 0 [ ] [ ] L g
0 1 2 3 0 1 2 3
X X
(a) De uitkomsten. (b) De uitkomsten en de verwachtingswaarden.

Figuur 1.1: De mogelijke uitkomsten van X en Y uit het voorbeeld Pacman.

In figuur 1.2(a) staat grafisch weergegeven hoe je één term van de covariantie ((x; — px)(y1 —
uy)P(X =xp, en Y =yp)) uitrekent. De waarde van de aangegeven term zal positief zijn, omdat
zowel (x3 — px) als (y1 — py) negatief zijn. Dat geldt ook voor alle andere punten onder uy en links
van pix. Voor de punten boven iy en rechts van ux geldt dat zowel (x; — px) als (y; — py) positief
zijn en dat de term van de covariantie dat dus ook is.

In figuur 1.2(b) zijn de grijze gebieden de gebieden waarin de afzonderlijke termen van de covariantie
positief zijn en de witte gebieden de gebieden waarin die termen negatief zijn (ga zelf na waarom).

Je ziet dat in het voorbeeld Pacman de meeste termen positief zijn en ook de totale covariantie
positief is. Een positieve covariantie geeft dus een positief verband weer.

Het is natuurlijk ook mogelijk dat er vooral punten staan in de witte gebieden; zie figuur 1.3. Er
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Hx "X
2 ®) 2 e
> 1 D Hy  » 1 [ J ® Hy
Y1 — MWy
0 @] O 0 [ J [ ) e
Xy — ]l
0 1 2 0 1 2

(a) Eén term.

X

(b) Positieve en negatieve gebieden.

Figuur 1.2: Positieve en negatieve termen in de covariantie.

Hx
25 T
o
20t
>~ 15
Y
[ [ ] K
10 [ ]
[ ]
[ ]
[ ]
5 ‘ ‘ ‘
2 6 8 10 12
X

Figuur 1.3: Negatief verband tussen X en Y.

lijkt dan een negatief verband te zijn tussen de twee toevalsvariabelen X en Y. In dat geval zal de
covariantie negatief zijn. Dus als de covariantie negatief is, duidt dit op een negatief verband.

De covariantie kan ook nul zijn. Dat is bijvoorbeeld het geval als twee variabelen onafhankelijk zijn.
Maar let op: als de covariantie nul is, wil dat niet automatisch zeggen dat twee variabelen onafthankelijk
zijn.

Voorbeeld 1.8: Covariantie en (on)afhankelijkheid

Er zijn twee toevalsvariabelen, X en Y, met de onderstaande gezamenlijke kansverdeling.

Y
-1 0 1
0 13 0 |13
/3 0 13 |2/3
1/3 1/3 1/3

Ook de marginale kansverdelingen van X en Y zijn gegeven. De verwachtingswaarden van X en Y
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1.2. Samenhang tussen toevalsvariabelen 17

zijn ux =4 en uy = 0. De covariantie is dan

oxy=0-(2—4)-(-1-0)+1/3-(2—4)-(0—0)+0-(2—4)-(1-0)
+1/3-(5-4)-(—1-0)+0-(5—4)- (0—0)+1/3- (5—4) - (1-0)
=1/3-1--14+1/3-1-1=—-1/3+1/3
=0.

De covariantie is dus gelijk aan nul, maar geldt dan ook dat de variabelen onafhankelijk zijn? Als
X en Y onafhankelijk zijn, dan moet gelden dat P(Y = —1|X = 2) = P(Y = —1). Maar, P(Y =
—1|X=2)=0/y3=0en P(Y = —1) =1/3, dus X en Y zijn niet onafhankelijk.

Ten slotte is er nog een bijzonder geval: de covariantie van een toevalsvariabele en een gedegenereerde
toevalsvariabele is altijd nul.

Teken van covariantie

De covariantie kan positief en negatief zijn; een positieve covariantie wijst op een positief
verband, een negatieve op een negatief verband.

Verder geldt dat de covariantie van X en Y in twee gevallen nul is:

1. als X en Y onafhankelijk zijn;

2. als X en/of Y een gedegenereerde toevalsvariabele is.

. Opgave 1.10 Covariantie

Kijk nog eens naar opgave 1.7. We bekijken X = ‘loon in euro’s (per week)' en Y = ‘aantal keer uitgaan (per week)’,
met de onderstaande gezamenlijke kansverdeling.

Y
0 1 2 3
0 0.05 0.13 0.02 O
X 50 | 0.03 020 025 0.02
100 | 0.02 0.07 0.13 0.08

Verder heb je in opgave 1.7 uitgerekend dat E (X) =55 en E (Y) = 1.5.
a) Bereken de covariantie.
b) Is het verband positief of negatief? Is dat logisch volgens jou?
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18 1. Introductie kansrekening

. Opgave 1.11 Covariantie

Kijk nog eens naar figuur 1.3. De gezamenlijke kansverdeling van X en Y is gegeven in onderstaande
tabel.

Y

6 8 9 10 13 15 18 24
2 10 0 0 0 0 0 0 0.10
310 0 0 0 0 0 0.10 0.10

4 10 0 0 0 0 0.10 0 0

x 510 0 0 0 0.10 O 0 0

710 0 0 0.10 0.10 O 0 0

8 |0 0 0.10 O 0 0 0 0

9 |10 0.10 O 0 0 0 0 0

12 1 0.10 O 0 0 0 0 0 0

a) Bepaal de marginale kansverdelingen van X en van Y.
b) Bepaal de verwachtingswaarde en variantie van X.

c) Bepaal de verwachtingswaarde en variantie van Y.

d) Bepaal de covariantie van X en Y.

We kunnen nu de covariantie berekenen en dat zegt iets over het verband, namelijk of het een
positief of een negatief verband is. Maar we weten niet of het verband sterk of zwak is. Is de
COV(X,Y) = 0.47 uit het voorbeeld Pacman groot of klein? Omdat de covariantie ergens tussen
—oo en +oo ligt, kun je dat niet zomaar zeggen. Daarvoor kun je de correlatiecoéfficiént gebruiken.
Hier komt altijd een getal tussen -1 en 1 uit. Hoe dichter bij de 1 of -1, des te sterker is het verband
tussen de toevalsvariabelen.

Correlatiecoéfficiént

De correlatiecoéfficiént, genoteerd door COR(X, Y) of px y, geeft aan hoe sterk het verband
tussen X en Y is (p is de Griekse letter ‘rho"). De correlatiecoéfficiént is definieerd door:

COV(X,Y)
COR(X,Y) = BRSO

De correlatiecoéfficiént ligt altijd tussen -1 en 1:
—1 < COR(X,Y) <1.

Als px y = —1, dan is er een perfect negatief verband en als px y = 1, dan is er een perfect
positief verband. Hoe dichter px y bij 1 of -1 ligt, des te sterker is het verband.

Voorbeeld 1.9: Pacman: correlatiecoéfficiént
Om de correlatiecoéfficiént van het verkochte aantal spelletjes PizzaMan (X) en SpelJongens (Y)
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1.3. Rekenregels 19

te berekenen, moet Gijs eerst de standaarddeviatie van X en Y bepalen:

0% =0%-01+12.024+2%-04+32-03 1.9 = 0.89

ox = v0.89
0% =0%-02+1%-05+2%-0.3 — 1.12 = 0.49
oy =049 =0.7.

De covariantie is 0.47, dus de correlatiecoéfficiént is:

0.47
-2 L7117,
XY =" /58907

Een correlatiecoéfficiént van ongeveer 0.7117 geeft aan dat het verband positief is en bovendien
redelijk sterk is.

. Opgave 1.12 Correlatiecoéfficiént

Kijk nog eens naar opgaven 1.7 en 1.10. Wat is de correlatiecoéfficient van X en Y (op vier decimalen
nauwkeurig)?

[ Opgave 1.13 Correlatiecoéfficient

Kijk nog eens naar opgave 1.11. Wat is de correlatiecoéfficiént van X en Y7

. Opgave 1.14 Covariantie en lineaire (on)afhankelijkheid

Laat X een toevalsvariabele zijn met E(X) = 0 en E(X3) = 0. Laat Y de toevalsvariabele zijn die
gedefinieerd wordt door Y = X2. Bepaal de covariantie van X en Y. Zijn X en Y onafhankelijk?

1.3 Rekenregels

In sommige situaties kan het zijn dat je niet iets wilt weten over de toevalsvariabele zelf, maar eigenlijk
iets over een functie van de toevalsvariabele. Denk bijvoorbeeld aan een winkel: je bent geinteresseerd
in de omzet van de winkel en niet zozeer in het aantal producten dat verkocht is. Natuurlijk hebben
deze wel met elkaar te maken: door producten te verkopen, krijg je omzet. De omzet van een
winkel is niets meer dan het geld dat de verkochte producten opbrengen. Omdat het aantal verkochte
producten een toevalsvariabele is, is de omzet dat ook. De omzet is immers een functie van het aantal
verkochte producten.

Er zijn regels om de verwachtingswaarde en variantie van een functie van een toevalsvariabele te
berekenen.
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20 1. Introductie kansrekening

Rekenregels voor verwachtingswaarde en variantie

X en Y zijn toevalsvariabelen met verwachtingswaarden E (X) en E (Y), varianties VAR (X)
en VAR (Y) en covariantie COV(X, Y). De toevalsvariabele Z is gedefinieerd als Z = a - X +
b-Y +c, met a, b en ¢ constanten. De verwachtingswaarde van Z is dan

E(Z)y=a-E(X)+b-E(Y)+¢, (1.4)
en de variantie is

VAR (Z) = a® - VAR (X) + b? - VAR (Y) +2-a-b- COV(X,Y). (1.5)

Bewijs :
Het bewijs voor de verwachtingswaarde is kort:
E(Z)y=E(@a-X+b-Y+c)
= E(aX) + E(bY) + E(c)
=a-E(X)+b-E(Y)+c
Het bewijs voor de variantie is iets langer:
VAR (Z) = E((Z — E(2))?)
=E((@a-X+b-Y+c—(a-E(X)+b-E(Y)+¢c))?)
a(X — E(X)) +b(Y — E(Y)))?)
a(X — E(X)))?) + E((b(Y — E(Y)))?) + E((2ab(X — E(X))(Y — E(Y)))
a?(X — E(X))?) + E(((Y — E(Y))?) + E((2ab(X — E(X))(Y — E(Y)))
=a? E(X—E(X))?)+b*- E((Y —E(Y))?)+2-a-b-E((X — E(X))(Y — E(Y))
=a? VAR (X) 4+ b*-VAR(Y) +2-a-b-COV(X,Y).

X
X

Voorbeeld 1.10: Pacman: omzet en winst

Gijs weet dat een spelletje PizzaMan € 30 kost; een SpelJongen € 150. De omzet Z van de winkel
PacMan (wat betreft de Speldongens en de spelletjes PizzaMan) kan dus geschreven worden als
Z = 30X +150Y. Omdat Gijs de verwachtingswaarden, varianties en covariantie van X en Y al
weet (E(X) =19, E(Y) = 1.1, VAR (X) = 0.89, VAR (Y) = 0.49 en COV(X,Y) = 0.47), kan hij
met behulp van de rekenregels snel de verwachtingswaarde en variantie van de omzet berekenen. De
verwachtingswaarde is
E(Z)=30-E(X)+150-E(Y)
=30-19+150-1.1
=222,
en de variantie is
VAR (Z) = 30? - VAR (X) 4 150% - VAR (Y) 42 -30 - 150 - COV(X, Y)
=900 - 0.89 + 22500 - 0.49 + 9000 - 0.47
= 16056.
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1.3. Rekenregels 21

Nu wil Gijs ook wel eens weten hoe het met de winst zit; winst is omzet minus kosten. De kosten
die samenhangen met de verkoop van de Spellongen en de PizzaMannen zijn € 100; deze zijn
elke dag hetzelfde. De winst W kan nu beschreven worden door W = 30- X 4+ 150 - Y — 100. De
verwachtingswaarde van W is dan

E(W)=30-E(X)+150-E(Y) — 100
=30-1.9+ 150 - 1.1 — 100
=122,

en de variantie van W is

VAR (W) = 30% - VAR (X) + 150? - VAR (Y) +2-30 - 150 - COV(X, Y)
=900 - 0.89 + 22500 - 0.49 + 9000 - 0.47
= 16056.

Je ziet in het voorbeeld Pacman: omzet en winst dat E (W) = E (Z) — 100 en VAR (W) = VAR (Z),
ofwel dat de varianties gelijk zijn. Als je er even over nadenkt, is dat logisch. Het enige dat immers
verandert, is het centrum van de mogelijke uitkomsten: de winst per dag is € 100 minder dan de
omzet. De spreiding verandert niet: de punten liggen nog steeds even ver van het gemiddelde af; zie
ook figuur 1.4,

E(2)
o eeis 4 eo@e ¢ e @
0 100 200 300
E(W)
W oot | I o@e | eo@ |
0 100 200 300

Figuur 1.4: Mogelijke uitkomsten van de omzet (Z) en de winst (W).

. Opgave 1.15 Rekenregels voor verwachtingswaarde en variantie

Laat X de temperatuur van de koffie uit de automaat in graden Celsius zijn, waarbij E (X) =95 en
VAR (X) = 4. Z is de temperatuur van de koffie in graden Fahrenheit, dus Z = % - X +32. Wat zijjn
de verwachtingswaarde en variantie van Z7
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22 1. Introductie kansrekening

. Opgave 1.16 Rekenregels voor verwachtingswaarde en variantie
X en Y zijn twee toevalsvariabelen met verwachtingswaarden E (X) = 8 en E (Y) = 13, varianties
VAR (X) = 4 en VAR (Y) = 25 en met covariantie COV(X,Y) = —3. Z is een functie van deze
twee variabelen. Bepaal E (Z) en VAR (Z) voor:
a) Z=3X+5Y.
b) Z=—-2X+8Y.
©) Z=2X-}Y+300.
d) Z=-0.3X—-1.19Y —3275.

. Opgave 1.17 Rekenregel voor variantie

Misschien heb je al eens geleerd dat VAR (X +Y) = VAR (X) + VAR (Y), als X en Y onafhankelijk
zijn. Dit is een speciaal geval van de formule in (1.5), zoals je in deze opgave zult laten zien. We
kijken dus naar Z = X 4 Y, waarbij X en Y onafhankelijk zijn.

a) Wat is COV(X,Y)?

b) Welke waarden hebben a, b en ¢?

c) Gebruik formule (1.5) om VAR (Z) te bepalen.

. Opgave 1.18 Rekenregel voor verwachtingswaarde

X, Y en Z zijn drie toevalsvariabelen met verwachtingswaarden E (X) =1, E(Y) =2 en E(Z) = 3.
De toevalsvariabele W is gedefinieerd als W = 3X + 6Y — 1/3Z. Bepaal de verwachtingswaarde van
W.

. Opgave 1.19 Rekenregel voor variantie
X, Y en Z zijn drie toevalsvariabelen met varianties VAR (X) = 1, VAR(Y) = 2 en VAR (Z) = 3.
De toevalsvariabele W is gedefinieerd als W = 3X 4+ 6Y — 1/3Z. Bepaal de variantie van W, als
gegeven is dat X, Y en Z onderling onafhankelijk van elkaar zijn? [Hint: Wat is de covariantie van
twee onafhankelijke variabelen?]

Naast rekenregels voor de verwachtingswaarde en variantie, is er ook nog een handige rekenregel voor
de covariantie.

Rekenregel voor covariantie

X, Y en Z zijn toevalsvariabelen met onderlinge covarianties COV(X,Z) en COV(Y, Z).
De toevalsvariabele W is gedefinieerd als W = a- X +b-Y, met a en b constanten. De
toevalsvariabele V is gedefinieerd als V = c - Z, met c een constante. De covariantie van W
en V is dan:

COV(W,V) = a-c-COV(X,Z)+b-c-COV(Y,Z).
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1.3. Rekenregels 23

Bewijs :

COV(W,V) =

W —E(W))(V —E(V)))
aX +bY — E(aX +bY))(cZ — E(cZ)))
(Y))(cZ - E( Z)))

(

(

(aX+bY (aE(X) + bE

(a(X = E(X)) +b(Y = E(Y))(c(Z - E(2))))

= E((ac(X — E(X))(Z - E(Z)) + be(Y — E(Y))(Z — E(2)))
:ﬂC'E((X—E(X))(Z—E(Y)))+bc E((Y - E(Y))(Z - E(2)))
=ac-COV(X,Y)+bc-COV(Y,Z)

E(
E(
= E(
E(

]
Met behulp van deze rekenregel kunnen we van allerlei sommen van toevalsvariabelen de verwach-

tingswaarde en variantie berekenen.

Voorbeeld 1.11: Som van toevalsvariabelen

We hebben drie toevalsvariabelen: X, Y en Z, met verwachtingswaarden, varianties en covarianties
zoals gegeven in de onderstaande tabel.

covariantie met

verwachtingswaarde variantie X Y Z
X 3 4 4 -5 -7
Y 13 9 -5 9 8
Z 5 25 -7 8 25

Laten we kijken naar W =aX +bY +cZ+d, meta=1,b=2, ¢c=3end=4. Dan kunnen we de
verwachtingswaarde van W als volgt berekenen:

E(W)=E@aX +bY+cZ+d)=E (aX+bY)+E(cZ+d)
=aE(X)+bE(Y)+cE(Z)+d=1-3+2-13+3-5+4
=48,

De variantie van W is dan

VAR (W) = VAR (aX + bY 4 cZ +d) = VAR (aX + bY + cZ)
= VAR (aX + bY) + VAR (cZ) +2COV(aX + bY,cZ)
= VAR (aX + bY)

+ VAR (¢Z) + 2(acCOV(X, Z) 4+ bcCOV(Y, Z))
= a?VAR (X) 4+ b*VAR (Y) 4 2abCOV(X, Y)

+ VAR (Z) +2acCOV (X, Z) + 2bcCOV(Y, Z)
=12.4422.942-1.2--5

+32.2542-1-3--7+2-2-3-8
=299

De standaarddeviatie van W is vervolgens

= \/VAR (W) = v/299 ~ 17.2916.
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24 1. Introductie kansrekening

. Opgave 1.20 Rekenregels voor variantie en covariantie

X, Y en Z zijn drie toevalsvariabelen met varianties VAR (X) = 1, VAR(Y) = 2 en VAR (Z) = 3.
De covarianties zijn COV(X,Y) = —0.5, COV(X,Z) =1 en COV(Y,Z) = —4. De toevalsvariabele
W is gedefinieerd als W = 3X + 6Y — 1/3Z. Bereken de variantie van W.

. Opgave 1.21 Verwachtingswaarde en variantie van som van toevalsvariabelen

Laat W, X, Y en Z vier toevalsvariabelen zijn, met verwachtingswaarden, varianties en covarianties
zoals hieronder gegeven.

covariantie met
verwachtingswaarde variantie W X Y Z

144 1 25 25 -10 3 15
X 2 36 -10 36 -7 -13
Y 3 49 3 -7 49 6
Z 4 64 15 -13 6 64

a) V=W+X+Y+Z. Bereken py, 0 en oy.

b) V=—-2W+3X+13.5Y — 8Z. Bereken uy, 0‘2/ en oy.

c) V=-2W+3X+135Y —8Z+100. Bereken py, (7‘2, en oy.

d) Herhaal onderdeel a)—c), maar ga er nu van uit dat de variabelen onderling onafhankelijk zijn.

1.4 Samenvatting

Begrippen
kansexperiment . experiment waarvan de uitkomst niet van tevoren vaststaat;
toevalsvariabele : functie die aan elke mogelijke uitkomst van een kansexperiment een waarde
toekent;
observatie . de waargenomen uitkomst van een uitgevoerd kansexperiment;
kansverdeling . een overzicht van de kansen behorende bij de mogelijke waarden van de toe-

valsvariabele van een kansexperiment;

verwachtingswaarde : kansgewogen gemiddelde van de uitkomsten (de gemiddelde waarde van de
toevalsvariabele die je kunt verwachten na het herhaald uitvoeren van een
kansexperiment);

variantie . een getal dat aangeeft in hoeverre de mogelijke uitkomsten uit elkaar liggen
(een maat voor de spreiding);

standaarddeviatie  : een tweede maat voor de spreiding van mogelijke uitkomsten;

covariantie : een maat voor de samenhang van twee toevalsvariabelen;

correlatiecoéfficiént : een maat voor de samenhang van twee toevalsvariabelen, met een waarde
tussen -1 en 1;
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Notaties
XY : toevalsvariabele (let op: hoofdletter);
X,y : observatie van de toevalsvariabele X, Y (let op: kleine letter);
X1,%X0,. .. : mogelijke uitkomsten van een toevalsvariabele;
P(X =x;) : kans dat toevalsvariabele X waarde x; aanneemt;
E(X),pux : verwachtingswaarde van X;
VAR (X) of 0% : variantie van X;
SD(X) of ox : standaarddeviatie van X;

COV(X,Y) of ox y : covariantie van X en Y;
COR(X,Y) of px y : correlatiecoéfficiént van X en Y;

Formules

De (gezamenlijke) kansverdeling voor toevalsvariabelen X en Y is hieronder gegeven, waarbij pij =
P(X = xl-,Y = y])

Y
v |y | ym
x1 P11 P12 e P1,m P(X =x1)
x X P21 P22 e P2,m P(X = x)
Xn Pna Pn2 Ce Pn,m P(X = xn)
[PY=y)) [P(Y=y2) [ ... [P(Y =yum) |

Voor de kansen geldt dat:

L 0<p;;<T

2. B Lihp=1

3. PX=x)= Z}":l pij (de marginale kansverdeling van X);
4. P(Y =yj) = ¥i_ pi;j (de marginale kansverdeling van Y).

Voor de toevalsvariabelen X en Y zij de formules voor de verwachtingswaarde, variantie, standaard-
deviatie, covariantie en correlatiecoéfficiént als je de kansverdeling kent gegeven door:

i=1
VAR (X) = i (P(X =x)(x;— E (X))Z) , (1.6)

i=1
SD(X) = /VAR (X), (1.7)
COV X, Y Z;Z(pz] ))(yj_E(Y)))f (1-8)

i=1j

COV(X,Y)
COR(X,Y) = spxysB T
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Rekenregels:
E (aX+bY) =aE (X)+bE (Y),
VAR (aX + bY) = a*VAR (X) + V*VAR (Y) +2abCOV(X,Y),
COV(aX +bY,cZ) = abCOV(X, Z) 4+ bcCOV(Y, Z).

1.5 Gemengde opgaven

. Opgave 1.22 Dobbelsteen

a) We gooien met een eerlijke viervlaksdobbelsteen, met 3, 6, 6 en 9 ogen. De toevalsvariabele X
is het aantal gegooide ogen. Wat is de bijbehorende kansverdeling?

b) Bereken de verwachtingswaarde, variantie en standaarddeviatie van X.

c) We gooien met een viervlaksdobbelsteen met 1, 2, 3 en 4 ogen, maar deze is niet eerlijk. Het
vlak met 1 is verzwaard. We weten dat de kans op 2, op 3 en op 4 ogen gelijk is. We zijn gein-
teresseerd in Y = ‘het aantal ogen’. De (gedeeltelijke) kansverdeling is gegeven in onderstaande
tabel.

i | 1] 2 | 3] 4
PY=y) | ... |020] ... ] .

Vul de rest van de tabel in.
d) Bereken de verwachtingswaarde, variantie en standaarddeviatie van Y.

[l Opgave 1.23 Oneerlijke dobbelsteen

Salima heeft een rode en een groene dobbelsteen waarvan ze de kansverdeling weet. De kansverde-
ling van de rode dobbelsteen is gegeven in de onderstaande tabel.

P(X=x) | Y20 | Y20 [ /5 | 1/5 | 1/a | 1/a
De kansverdeling van de groene dobbelsteen is gegeven in de onderstaande tabel.

y | 1| 2] 3|4 |5]6
P(Y=y) | V4|15 | Y20 | 20| /5| 1/a

a) Bereken van beide dobbelstenen de verwachtingswaarde van het aantal gegooide ogen.
b) Zijn de dobbelstenen eerlijk? Kun je dat zien aan de verwachtingswaarde?

. Opgave 1.24 Marginale kansverdeling is kansverdeling

Je weet dat de gezamenlijke kansverdeling echt een kansverdeling is, omdat de twee regels voor
kansen gelden:

1. Kansen liggen tussen O en 1: 0 < P(X=x; en Y =y;) <1;
2. Als je de kansen op de mogelijke uitkomsten optelt, heeft deze som de waarde 1:

nom
Y Y P(X=x; en Y=y;)=1
i=1j=1
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1.5. Gemengde opgaven 27

Ga na dat ook de marginale kansverdeling van X echt een kansverdeling is; met andere woorden ga
na dat:

a) 0<P(X=ux) <1, waarbij P(X =x;) = ;’1:1 P(X=x; en Y=y

b) Y1 P(X=1x;) =1, waarbij P(X =x;) = ]’-”ZlP(X =x; en Y=y

. Opgave 1.25 Fietsenwinkel

Thijs verkoopt racefietsen. X is het aantal fietsen van het model ‘Tourmalet’ dat hij per week
verkoopt. De kansverdeling is gegeven in de onderstaande tabel.

a) Bereken de verwachtingswaarde en variantie van X.

De fiets kost € 1500 en Thijs" omzet, genoteerd door Z, is dan Z = 1500X.

b) Bepaal de kansverdeling van Z.

c) Bereken met behulp van je antwoord bij b) de verwachtingswaarde en variantie van Z.

d) Bereken met behulp van de rekenregels de verwachtingswaarde en variantie van Z.

Thijs wil ook weten wat de verwachtingswaarde van de winst is. De winst is de omzet minus de
kosten. Thijs betaalt €500 huur per week voor zijn winkel, dus die moet hij van de omzet aftrekken.
De winst, genoteerd door W, is een functie van X.

e) Schrijf W als een functie van X.

f) Wat zijn de verwachtingswaarde en variantie van W?

g) Wat is de covariantie van W en Z7

. Opgave 1.26 Koffie- en theewinkel

Marloes is eigenaar van de winkel Bonen en Blaadjes, waar ze allerlei soorten koffie, thee en choco-
lademelk verkopen. Het valt haar op dat de verkoop van slagroom en chocolademelk met elkaar
te maken hebben. Laat X het aantal verkochte pakjes chocolademelkpoeder per klant en Y het
aantal verkochte bekers slagroom per klant zijn. De gezamenlijke kansverdeling is gegeven in de
onderstaande tabel.

Y
0 1 2
0.10 0.07 0.03
0.14 0.16 0.10
0.12 0.15 0.03
0.04 0.02 0.04

W N = O

a) Bepaal de marginale kansverdeling van X en van Y.

b) Bepaal P(X=1 en Y=2),P(X=1), P(Y=2)enP(X=1]Y=2).

c) Wat is de verwachtingswaarde en variantie van X7

d) Wat is de verwachtingswaarde en variantie van Y7

e) Bereken de covariantie en correlatiecoéfficient (op vier decimalen nauwkeurig) van de verkoop
van chocolademelk (X) en slagroom (Y).

Marloes bekijkt ook de verkoop van koffie en thee aan klanten. Laat V het aantal verkochte pakjes
koffie per klant en W het aantal verkochte pakjes thee per klant zijn. De gezamenlijke kansverdeling
is gegeven in de onderstaande tabel.
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f) Bepaal de marginale kansverdeling van V en van W.

g) Wat is de verwachtingswaarde en variantie van V?
h) Wat is de verwachtingswaarde en variantie van W?
i) Bereken de covariantie en correlatiecoéfficiént (op vier decimalen nauwkeurig) van de verkoop

van koffie (V) en thee (W).

144
0 1 2 3 4
0001 001 0.01 0.02 0.05
11001 003 0.06 008 0.02
vV 21002 005 015 0.16 0.02
3| 0.02 008 0.06 0.03 001
41004 003 002 0.01 0.00

1. Introductie kansrekening

J) Vergelijk je antwoorden van onderdeel €) en i) met elkaar. Vind je de gevonden correlatiecoéffi-

ciénten logisch? Waarom (niet)?

k) Z is de omzet per klant; schrijf Z als een functie van X, Y, V en W, als je weet dat een pakje
chocolademelkpoeder € 1.50, een beker slagroom €0.75, een pakje koffie €2.50 en een pakje

thee €2.20 kost.

I) Wat is de verwachtingswaarde van Z7

m) Kun je de variantie van Z bepalen? Zo ja, doe dat. Zo nee, waarom niet?

Opgave 1.27 Covariantie en variantie

De namen variantie en covariantie lijken erg op elkaar. Dat is ook geen toeval. Bekijk de formules
nog eens. Kun je een overeenkomst vinden? s het mogelijk om de met behulp van de formule van de
covariantie de variantie te bepalen? Zo ja, hoe? Zo nee, is het omgekeerde dan misschien mogelijk?

Opgave 1.28 Verwachtingswaarde en variantie van som

Laat X1, X3, ..., X, n toevalsvariabelen zijn met verwachtingswaarde E (X;), variantie VAR (X;) en
onderlinge covarianties COV(X,-,Xj) voorallei=1,...,nenj=1,...,n. Verder zijn ay,ay,...,a,

n constanten. Definieer Z als

n
Z :u1X1 +...4ay X, = Zu,-X,-.
i=1

Als n = 2, dan weten we dat

E(Z) = mE (X1) + aE (X2),

VAR (Z) = a?VAR (X1) 4 a3VAR (X3) 4 2a12,COV (X1, X2, .)

a) Neem n = 3. Bepaal E(Z) en VAR (2Z).

b) Laat n vrij. Bepaal E (Z) als functie van de E (X;)-tjes en de a;-tjes.

c) Bepaal ook VAR (Z) als functie van de VAR (X;)-tjes, de COV(X;, Xj)-tjes en de a;-tjes.
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Beleggen met onzekere opbrengsten

In dit hoofdstuk gaan we kijken naar een manier om geld op een verstandige wijze te beleggen in
projecten waarvan de opbrengsten nog niet zeker zijn. Denk hierbij aan beleggen in aandelen.

Een aandeel is niets meer dan het bewijs dat je mede-eigenaar bent van een bedrijf. Zo'n aandeel is
geld waard: immers, als het bedrijf winst maakt, is een gedeelte van die winst voor jou. Bovendien is
het bedrijf op zich ook geld waard. Het bezit bijvoorbeeld fabrieken en voorraden en als die verkocht
worden, levert dat geld op. De prijs van een aandeel kan variéren en wordt bepaald door de wet van
vraag en aanbod. Gepubliceerde jaarcijfers, toekomstverwachtingen en berichtgeving over het bedrijf
(zowel positief als negatief) kunnen de waarde van het aandeel (sterk) beinvioeden. Het is zelfs
mogelijk dat de prijs van het aandeel door een algeheel negatief sentiment worden beinvioed, ook als
het bedrijf goed presteert. Doordat de prijs varieert, zijn de opbrengsten van een aandeel onzeker. Je
zou je geld zelfs helemaal kunnen verliezen. Aan de andere kant kun je ook flinke winst maken (als je
maar op het juiste moment de aandelen koopt en weer verkoopt).

In dit hoofdstuk kijken we eerst naar het beleggen in één aandeel of sparen (Paragraaf 2.1). Je
hoeft natuurlijk niet al je geld in één optie te steken; je kunt je geld verdelen over verschillende
aandelen en de spaarrekening. In Paragraaf 2.2 zetten we de eerste stap in die richting en bekijken
we de mogelijkheden wanneer we één aandeel combineren met de spaarrekening. In Paragraaf 2.3
bespreken we de andere uitbreiding: beleggen in twee aandelen. In Paragraaf 2.4 gaan we portefeuilles
bestuderen waarin je alle aandelen kunt combineren met sparen. Het meest uitgebreide model valt
wiskundig gezien echter gedeeltelijk buiten de stof van dit dictaat. Daarom analyseren we wiskundig
de opties van twee aandelen met de spaarrekening en grafisch de meer uitgebreide opties.

2.1 Beleggen in één aandeel of sparen

Stel je voor: je hebt geld gekregen en je besluit om dat niet direct uit te geven. Dan kun je dat op een
(gewone) bankrekening zetten, maar dat levert niets op. Je zou het ook op een spaarrekening kunnen
zetten of je zou het kunnen beleggen. Wat moet je nu kiezen? Om een eerste keuze te kunnen
maken, gebruiken we de verwachtingswaarde (u) en de standaarddeviatie (o) van de opbrengst van
een aandeel en van de opbrengst van een spaarrekening.

Voorbeeld 2.1: Teun’s diplomageld: x en o

Teun krijgt € 1000 van zijn ouders voor het behalen van zijn VWO diploma. Hij zou het uit kunnen
geven aan een nieuwe laptop of aan een vakantie, maar hij heeft nu nog geld genoeg en denkt na over
zijn toekomst als student. Teun besluit daarom om het geld een jaar ergens in te beleggen, zodat
hij over een jaar, als hij aan het studeren is en last krijgt van een chronisch geldtekort, een extraatje
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30 2. Beleggen met onzekere opbrengsten

heeft. Hij vraagt zijn oom Hans, die hoogleraar financiéle wiskunde is, om advies en die geeft hem
de volgende mogelijkheden: je zet het geld op een spaarrekening tegen 10% rente of je koopt er
een aandeel ter waarde van € 1000 voor bij één van de volgende bedrijven: een attractiepark, een
reisbureau of een ijsjesfabrikant. We gaan uit van drie mogelijke scenario’s voor het komende jaar;
slecht, matig of goed weer. Het scenario heeft invioed op de waarde van de aandelen van de drie
bedrijven.

Een attractiepark; bij slecht weer zullen er weinig mensen naar toe willen, of omdat ze op vakantie zijn
om elders de zon op te zoeken of omdat het weer gewoon te slecht is. In dat geval is de opbrengst van
één aandeel in het attractiepark €900. Bij goed weer zullen mensen sneller voor het strand kiezen, dus
ook dan zal het niet stormlopen. In dat geval krijgt Teun € 1080 aan het einde van het jaar. Matig
weer is dus eigenlijk het beste scenario voor het attractiepark en in dat geval krijgt Teun € 1620.

Een reisbureau; bij slecht weer willen veel mensen weg uit Nederland en dat is goed voor het reisbureau.
Als het komend jaar slecht weer is, is de opbrengst van dit aandeel € 1210. Bij goed weer blijven veel
meer mensen in Nederland en dat is dan ook het slechtste scenario voor het reisbureau. In dat geval
krijgt Teun € 1000 op aan het einde van het jaar en bij matig weer € 1090.

Een ijsjesfabrikant; als het goed weer is, worden er veel ijsjes verkocht en is de opbrengst van één
aandeel in de ijsjesfabrikant aan het einde van het jaar € 1260. Bij matig weer worden er minder ijsjes
verkocht, maar levert het aandeel nog altijd € 1140 op en bij slecht weer, wanneer er nog minder ijsjes
verkocht worden, krijgt Teun aan het einde van het jaar € 1050.

We krijgen dan het onderstaande overzicht.

| goed weer matig weer slecht weer

Sparen 1100 1100 1100
Attractiepark 1080 1620 900
Reisbureau 1000 1090 1210
[Jsjes 1260 1140 1050

Tabel 2.1: Opbrengsten uit de vier verschillende projecten bij de verschillende weersoorten.

Wat moet Teun nu kiezen? Als hij weet dat het slecht weer gaat worden, dan moet hij natuurlijk
zijn geld in het reisbureau gaan steken. Aan de andere kant, bij goed weer zijn de ijsjes beter en bij
matig weer het attractiepark. Sparen is nooit de beste optie, maar ook nooit de slechtste en Teun
weet dan van tevoren wat hij krijgt.

Om enigszins een idee te krijgen, gaat Teun berekenen wat de beleggingen en de spaarrekening
gemiddeld opleveren. Hij gaat dus kijken naar de verwachtingswaarde van de opbrengst van ieder
van de beleggingen en van de spaarrekening; dit noemen we in dit hoofdstuk de verwachte opbrengst!

Verwachte opbrengst

De verwachte opbrengst is de verwachtingswaarde van de opbrengst.

Omdat Teun zeker weet wat hij krijgt als hij zijn geld op de spaarrekening zet, is de verwachte
opbrengst van de spaarrekening precies wat hij krijgt, namelijk € 1100. Als Teun een aandeel van de

IHet is gebruikelijker om in plaats van met opbrengsten te rekenen met returns. De return van een aandeel is de
opbrengst gedeelt door de aankoopkosten. We gaan er in dit dictaat echter vanuit dat je voor een vast bedrag belegt.
Daarom kunnen we ook met opbrengsten rekenen.
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De standaarddeviaties van de aandelen in het reisbureau en in het attractiepark zijn og = /7400
en 04 = v93600. We gaan er in dit dictaat, zoals gebruikelijk in theorie over risico’s, vanuit dat
ieder persoon (ceteris paribus) een lager risico verkiest boven een hoger risico. Dus als Teun nu zou
beslissen op basis van de standaarddeviatie, dan zou hij zijn € 1000 op de spaarrekening zetten.
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ijsjesfabrikant koopt, weet hij niet zeker wat de opbrengst is. Laten we I definiéren als de opbrengst
van de ijsjesfabrikant. We gaan er vanuit dat de kans op iedere van de drie weersoorten komend jaar
even groot is. Dus Teun kent de kansverdeling van 1.

i | 1260 | 1140 | 1050
P(I=i)| 3 | i3 | 1/3
Je kunt nu de verwachte opbrengst van het aandeel in de ijsjesfabrikant bepalen:
ur = P(I =1260) - 1260 + P(I = 1140) - 1140 + P(I = 1050) - 1050
= 11260+ 11140 + } - 1050
= 1150.
Voor het reisbureau en het attractiepark kunnen we de verwachte opbrengsten op dezelfde manier
berekenen. Laat R de toevalsvariabele zijn die de opbrengst van het reisbureau weergeeft en A de
toevalsvariabele die de opbrengst van het attractiepark weergeeft. De bijbehorende kansverdelingen
zijn hieronder gegeven.
r | 1000 | 1090 | 1210
PR=r)| Y3 | Y3 | Y3
a | 1080 | 1620 | 900
P(A=a)| Y3 | Y3 | 13
De verwachte opbrengsten van het reisbureau en het attractiepark zijn pr = 1100 en 4 = 1200.
Als we tenslotte met S de opbrengst van de spaarrekening noteren, dan geldt ug = 1100.
Als Teun nu op basis van de verwachte opbrengsten zou beslissen, dan kiest hij natuurlijk voor het
attractiepark. Maar dan is er ook de mogelijkheid dat hij geld verliest. Dus Teun wil ook op één of
andere manier het risico van zijn belegging in kaart brengen en hij besluit dat de standaarddeviatie
daarvoor een goede maat is. Immers, hoe groter de standaarddeviatie, des te groter de spreiding en
dus ook meer kans op uitschieters (naar boven of naar beneden) in de opbrengsten. De standaard-
deviatie van de opbrengst van de spaarrekening is 0 (05 = 0); Teun weet namelijk precies wat hij
krijgt. De standaarddeviatie van de opbrengst van het aandeel in de ijsjesfabrikant bereken je als
volgt (zie (1.6) en (1.7)):
02 = P(I = 1260) - (1260 — 1) 4 P(I = 1140) - (1140 — p1)* + P(I = 1050) - (1050 — )2
= 1. (1260 — 1150)? + } - (1140 — 1150) + 1 - (1050 — 1150)*
= 7400,
oy = \/LTIZ
= v 7400.
(2.1)



2. Beleggen met onzekere opbrengsten

Samengevat heeft Teun nu de onderstaande kenmerken van de vier projecten.

verwachte opbrengst risico
U o
Sparen 1100 0
Attractiepark 1200 v93600
Reisbureau 1100 7400
IJsjes 1150 17400

Tabel 2.2: Verwachte opbrengst en risico van de vier projecten.

Wat moet Teun nu kiezen? Als hij een hoge verwachte opbrengst wil, dan kiest hij voor beleggen in
het attractiepark, maar dan heeft hij ook het meeste risico. Aan de andere kant, als hij weinig risico
wil, dan kiest hij voor de spaarrekening, maar dan heeft hij ook een lagere verwachte opbrengst.

Opgave 2.1 Verwachte opbrengst en standaarddeviatie

Controleer de berekende verwachte opbrengsten en standaarddeviaties van de aandelen in het at-
tractiepark en in het reisbureau.

Opgave 2.2 Risico-maatstaf

Teun gebruikt de standaarddeviatie om zijn risico te bepalen. Hij zou ook kunnen kijken naar wat je

in het slechtste geval krijgt.

a) Wat is het risico van de spaarrekening, het attractiepark, het reisbureau en de ijsjesfabrikant als
je deze nieuwe risico-maatstaf gebruikt?

b) Kun je zelf een andere manier bedenken om het risico te bepalen?

c) Wat is het risico van elk van de beleggingen en de spaarrekening als je kijkt naar jouw nieuwe
manier om het risico te bepalen?

Opgave 2.3 Keuze één van de aandelen of spaarrekening

Als je niet alleen naar het risico kijkt, maar ook naar de verwachte opbrengst, waar zou jij je € 1000
in beleggen (spaarrekening, attractiepark, reisbureau, ijsjesfabrikant)? Waarom?

Opgave 2.4 Voetbalclubs

Je kunt aandelen ter waarde van €90 kopen in drie voetbalclubs: Ajax, Feyenoord en PSV.2 Aan
het einde van de competitie heeft ieder van die aandelen weer een waarde, afhankelijk van wie er
kampioen is geworden. Deze uitbetalingen staan in de onderstaande tabel.

| Ajax kampioen  Feyenoord kampioen  PSV kampioen

Ajax 143 71 89
Feyenoord 83 143 89
PSV 90 90 120

Je kunt dus zien dat als je een aandeel Ajax koopt en PSV wordt kampioen, dan zul je €89 krijgen.
We gaan ervan uit dat de kans om kampioen te worden voor ieder van de drie clubs even groot is

?In werkelijkheid heeft alleen Ajax aandelen.
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2.1. Beleggen in één aandeel of sparen 33

(dus 1/3). Naast het beleggen in één van de drie clubs, kun je je geld op een spaarrekening zetten

tegen een rente van 8%.

a) Bereken de verwachtingswaarden en varianties van de opbrengst van ieder van de drie aandelen
en van de spaarrekening.

b) Het is misschien niet helemaal eerlijk om te verondertstellen dat elke club evenveel kans heeft
om kampioen te worden. Stel je voor dat Ajax 35% kans maakt om kampioen te worden, daarna
Feyenoord 40% kans maakt, en PSV 25%. Herhaal onderdeel a).

. Opgave 2.5 Zangwedstrijd

Jolande en Heidi doen mee aan een zangwedstrijd, waaraan in totaal 5 meisjes en 5 jongens meedoen.
Ze besluiten geld in te zamelen door aandelen van zichzelf te verkopen, zodat ze zendtijd kunnen
kopen en reclame voor zichzelf kunnen maken. Ze hopen dat ze daardoor meer kans maken om te
winnen. Een aandeel ‘Jolande’ kost € 10 per stuk en een aandeel 'Heidi’ heeft dezelfde prijs. Als
Jolande of Heidi wint, dan krijg je, als je het juiste aandeel gekocht hebt, het meeste uitbetaald. Heb
je het andere aandeel gekocht (dus als Jolande wint en je hebt het aandeel ‘Heidi" of andersom),
dan krijg je toch een behoorlijke winst, omdat de twee meisjes samen een goed duo vormen. Als een
ander meisje wint, dan is Heidi in het voordeel, omdat haar stem in het algemeen meer geschikt is
voor een duet met een meisje. Als één van de jongens wint, is Jolande weer in het voordeel. De
precieze uitbetalingen staan hieronder.

| Jolande wint  Heidi wint  Een ander meisje wint  Een jongen wint
Jolande 19 16 6 13
Heidi 14 20 12 8

Naast het beleggen in één van de meisjes, kun je je geld (€ 10) ook op een spaarrekening zetten tegen

een rente van 5%. Ga ervan uit dat iedere deelnemer evenveel kans heeft om te winnen.

a) Wat is de kansverdeling die hoort bij het aandeel ‘Jolande’ en welke kansverdeling hoort bij het
aandeel ‘Heidi'?

b) Bereken de verwachte opbrengst en standaarddeviatie van een aandeel ‘Jolande’, van een aandeel
‘Heidi’ en van de spaarrekening. Rond je eindantwoord af op vier decimalen, indien nodig.

c) Stel dat Jolande en Heidi al wat geld verzameld hebben en dat ze al zendtijd hebben kunnen
kopen. Hun kans om te winnen is nu twee keer groter dan de kans dat &én van de andere
deelnemers wint. Herhaal onderdelen a) en b).

In de praktijk zul je zien dat de ene persoon kiest voor meer verwachte opbrengst (attractiepark) en
de andere voor minder risico (spaarrekening). Dit hangt af van hoeveel risico je bereid bent te nemen.
Voor de meeste mensen geldt echter dat ze een zo hoog mogelijke opbrengst met zo weinig mogelijk
risico willen hebben. De meeste mensen houden dus niet zo van risico; ze zijn risico-avers ofwel
risicomijdend. We nemen in dit dictaat dus aan dat iedereen risico-avers is. Maar de ene persoon zal
misschien wat meer risico willen nemen dan de andere, als daar maar een hogere verwachte opbrengst
tegenover staat. Vandaar ook dat als je kijkt naar welke belegging mensen kiezen, ze daar andere
keuzes in kunnen maken. Dat betekent niet noodzakelijkerwijs dat ze de verkeerde keuze maken, ze
wensen gewoon niet zoveel risico te lopen of zijn juist bereid wat meer risico te lopen.

In de literatuur over investeringsanalyse wordt het risico van een belegging vaak gemeten aan de hand
van de volatiliteit. Dit is niets anders dan de standaarddeviatie van de opbrengst van deze belegging.
Een hogere volatiliteit betekent dat de kans op uitschieters naar beneden én naar boven groter is.
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34 2. Beleggen met onzekere opbrengsten

Volatiliteit

Volatiliteit is een maatstaf voor het risico van een belegging. Het is de standaarddeviatie van
de opbrengst van een belegging. Hoe groter de volatiliteit, hoe groter de kans op uitschieters
naar boven en naar beneden.

Zijn alle projecten even interessant om in te beleggen? We hebben gezien dat mensen graag zo veel
mogelijk opbrengst met een zo klein mogelijk risico willen hebben. We kunnen dit gebruiken om een
eerste selectie te maken.

Voorbeeld 2.2: Teun’s diplomageld: grafische weergave

Naast de spaarrekening (minste risico) en het attractiepark (meeste opbrengst), zou Teun ook voor
de ijsjesfabrikant kunnen kiezen: die levert (naar verwachting) meer op dan de spaarrekening en het
risico is kleiner dan bij het attractiepark. In figuur 2.1 zijn alle combinaties van verwachte opbrengst

1300

m Spaarrekening
1250 | @ IJsjesfabrikant |
A Attractiepark

1200} | 4 Reisbureau A |

1150 { 1

1100m ¢ |

Verwachte opbrengst ()

1050 4

1000 L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Figuur 2.1: Verwachte opbrengst versus volatiliteit.

en volatiliteit te zien.

. Opgave 2.6 Voetbalclubs

Kijk nog eens terug naar de opgave over de voetbalclubs (Opgave 2.4). Ga ervan uit dat alle clubs
evenveel kans hebben om kampioen te worden. Teken de verwachte opbrengst en volatiliteit van de
aandelen in Ajax, in Feyenoord en in PSV en van de spaarrekening in een figuur.

. Opgave 2.7 Zangwedstrijd

Kijk nog eens terug naar de opgave over de zangwedstrijd (opgave 2.5). Ga ervan uit dat alle
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2.1. Beleggen in één aandeel of sparen

deelnemers evenveel kans hebben om te winnen. Teken de verwachte opbrengst en volatiliteit van
de aandelen ‘Jolande’ en ‘Heidi’ en van de spaarrekening in een figuur.

Voorbeeld 2.3: Teun’s diplomageld: aandelen voorlopig uitsluiten

Teun bekijkt even alleen de ijsjesfabrikant. Als hij een aandeel zou kunnen kopen met een lagere
verwachte opbrengst, maar met een gelijke of zelfs hogere volatiliteit, zal hij dit dan doen? Aangezien
Teun, net zoals de meeste mensen, risico-avers is en het liefst zo weinig mogelijk risico loopt, zal
hij dit niet doen. De ijsjesfabrikant heeft een betere (hogere) verwachte opbrengst én een beter
(lager) risico. Ook als hij een aandeel kan kopen met een hoger risico, maar met een gelijke of lagere
verwachte opbrengst, zal hij dit niet doen. Teun kan dit weer in de grafiek weergeven; zie figuur 2.2.
Als Teun de mogelijkheid heeft om de ijsjesfabrikant te kiezen en er komt een nieuw aandeel in het

1300
m Spaarrekening

1250 | @ IJsjesfabrikant |
— A Attractiepark
S .
— 1200} | ¢ Reisbureau A |
5
c
(@]
2
21150 [
(@]
=
[}
@
2 1100m 2
(]
>

1050 |

1000 :

0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Figuur 2.2: Aandelen die slechter zijn dan het aandeel van de ijsjesfabrikant.

grijze gebied bij, dan zal hij dat aandeel niet kiezen.

Op dezelfde manier kan Teun voor de overige aandelen en de spaarrekening zo'n grijs gebied bepalen.
Deze zijn te zien in figuur 2.3. Wat valt je op aan deze figuur? Het aandeel van het reisbureau ligt
in het grijze gebied van zowel de spaarrekening als van de ijsjesfabrikant en is dus niet interessant.

Teun denkt dat hij nu genoeg weet: beleggen in het reisbureau zou niet zo handig zijn, dus blijven
de spaarrekening, het attractiepark en de ijsjesfabrikant over.

Opgave 2.8 Voetbalclubs

We kijken nogmaals naar Ajax, Feyenoord en PSV (zie ook 2.4 en 2.6), waarbij alle drie de clubs

een even grote kans hebben om kampioen te worden.

a) Geef in de figuur die je in opgave 2.6 getekend hebt aan in welk gebied je geen aandeel wilt
kiezen (net zoals de grijze gebieden in figuur 2.3).

b) Is er een aandeel dat je zeker niet moet kiezen? Waarom (niet)?
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Figuur 2.3: Aandelen die slechter zijn dan de drie aandelen en de spaarrekening.

. Opgave 2.9 Zangwedstrijd
Kijk nog eens naar Jolande en Heidi (zie ook 2.5 en 2.7) en ga er weer vanuit dat alle deelnemers
evenveel kans hebben om te winnen.

a) Geef in de figuur die je in opgave 2.7 getekend hebt aan in welk gebied je geen aandeel wilt
kiezen.

b) Is er een aandeel dat je zeker niet moet kiezen? Waarom (niet)?

2.2 Beleggen in één aandeel en sparen

In de vorige paragraaf zijn we er vanuit gegaan dat we of één aandeel kopen of alles op de spaarrekening
zetten. In het algemeen is het echter mogelijk om het geld te verdelen over verschillende aandelen en
ook nog een gedeelte op de spaarrekening te zetten. In deze paragraaf zullen we hier een begin mee
maken en staan we toe dat het beschikbare geld verdeeld wordt over één aandeel en de spaarrekening.

Voorbeeld 2.4: Teun’s diplomageld: één aandeel en sparen

Oom Hans mailt Teun om te vragen hoe het gaat en Teun antwoordt dat hij twijfelt tussen de
spaarrekening, de ijsjesfabrikant en het attractiepark. Oom Hans mailt daarop dat Teun er ook voor
zou kunnen kiezen om een gedeelte op de spaarrekening te zetten en een gedeelte beleggen. Teun
hoeft dus niet per se de complete € 1000 in één aandeel te beleggen of het bedrag in zijn geheel op
een spaarrekening te zetten, maar kan er bijvoorbeeld voor kiezen om €500 in de ijsjesfabrikant te
beleggen en de rest op de spaarrekening te zetten. Natuurlijk krijgt hij dan ook maar de helft van de
uitbetaling van de ijsjesfabrikant en van de bank: in geval van goed weer krijgt hij % - 1260 = €630
van de ijsjesfabrikant en % - 1100 = €550 van de spaarrekening. In totaal krijgt hij bij goed weer
630 4+ 550 = €1180; bij matig weer krijgt hij 570 + 550 = € 1120 en bij slecht weer 525 + 550 =
€1075.
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2.2. Beleggen in één aandeel en sparen 37

Dit is samengevat in onderstaande tabel.

weer goed matig slecht U o
€500 sparen 550 550 550 550 0

€500 ijsies | € 630 570 525 | 575 /1850
€500 sparenen | 1180 1120 1075 | 1125 /1850
€500 ijsjes

Tabel 2.3: Verwachte opbrengst en risico van sparen en beleggen in de ijsjesfabrikant.

Je ziet in de tabel dat zijn verwachte opbrengst van de helft beleggen in de ijsjesfabrikant en de helft
sparen € 1125 is en de bijbehorende volatiliteit 1/1850. Laten we de opbrengst van deze mengvorm
noteren met P. P is opnieuw een toevalsvariabele. pp en op kun je op twee manieren berekenen:
door gebruik te maken van de opbrengsten bij goed, matig en slecht weer of door gebruik te maken
van de rekenregels. Laten we eerst kijken naar de waarden in tabel 2.3. De verwachte opbrengst van
de helft beleggen en de helft sparen is

pp =1180- % +1120 - § + 1075 - § = 1125,
de variantie is

op =1180% - § + 11207 - 1 +1075% - 1 —1125% = 1850,
en de volatiliteit is tenslotte

op = v/1850.

Je kunt ook gebruik maken van de rekenregels die je in Hoofdstuk 1 geleerd hebt (zie Paragraaf 1.3).
De opbrengst van de mengvorm kun je schrijven als P = % -S+ % - I. Hierbij kun je de opbrengst
van de spaarrekening ook zien als een gedegenereerde toevalsvariabele (met verwachtingswaarde
us = 1100 en variantie (75 = 0). De verwachte opbrengst van de helft sparen en de helft beleggen is
dan

pp =73 Hs+ 31
1100 + 1150
2

= 1125,

de variantie is
2 2
1 1 2 1.1
012):(2) 'U§+<z) Op+2505°051
_1 1 1
=30+7-7400+5-0
= 1850,

waarbij og; de covariantie tussen de spaarrekening en de ijsjesfabrikant is. Omdat S een gede-
genereerde toevalsvariabele is (zie blz. 7), geldt dat og; = 0. De volatiliteit is tenslotte

Vv1850.

Teun heeft dus weliswaar minder verwachte opbrengst in vergelijking met het beleggen van al zijn
geld in de ijsjesfabrikant, maar wel tegen een kleiner risico.

Deze mogelijkheid, het kopen van een deel van een aandeel, blijkt ook te bestaan voor het reisbureau
en het attractiepark. Wat nu? Welk van de aandelen moet hij kiezen om eventueel te combineren
met de spaarrekening?
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38 2. Beleggen met onzekere opbrengsten

. Opgave 2.10 Risicovol en risicovrij

a) Vul de onderstaande tabel aan.

weer goed matig slecht u o

€500 sparen
" €500 attractiepark |~~~ T T T T 7

€500 sparen en

€500 attractiepark

Bereken hierbij de verwachtingswaarde en standaarddeviatie zowel met de rekenregels als met de
waarden die je vindt in de laatste rij van de tabel.
b) Vul de onderstaande tabel aan.
weer goed matig slecht u o
€750 sparen
| €250 attractiepark | |
€750 en sparen

€ 250 attractiepark

Bereken hierbij de verwachtingswaarde en standaarddeviatie zowel met de rekenregels als met de
waarden die je vindt in de laatste rij van de tabel.
c) Teken de uitkomsten van onderdeel a) en b) in onderstaande figuur.
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2.2. Beleggen in één aandeel en sparen

. Opgave 2.11 Risicovol en risicovrij

a) Vul de onderstaande tabel aan.

weer

goed matig slecht

€ 300 sparen

€700 reisbureau

€ 300 sparen en
€700 reisbureau

€900 sparen

€ 100 reisbureau

€900 sparen en
€ 100 reisbureau

Bereken hierbij de verwachtingswaarde en standaarddeviatie zowel met de rekenregels als met de

waarden die je vindt in de laatste rij van de tabel.

b) Teken de verwachte opbrengst en de volatiliteit van €300 sparen en €700 beleggen in het
reisbureau en van €900 sparen en €100 beleggen in het reisbureau in de figuur van opgave

2.10.

. Opgave 2.12 Risicovol en risicovrij

a) Teken ook de verwachte opbrengst en volatiliteit van €500 sparen en €500 beleggen in de

ijsjesfabrikant (zie tabel 2.3) in de figuur van opgave 2.10.
b) Bekijk nu de figuur met de 5 extra punten. Valt je iets op?

39

Misschien is het je, bij het maken van opgaven 2.10 tot en met 2.12, opgevallen dat de punten van
het gedeeltelijk sparen en gedeeltelijk beleggen in één van de aandelen precies op de lijn liggen tussen
de spaarrekening en het aandeel. Het blijkt dat dit in het algemeen geldt; zie Figuur 2.4 voor de lijn
met alle mogelijke combinaties van de spaarrekening en de ijsjesfabrikant. We kunnen wiskundig laten
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Figuur 2.4: Alle mogelijke combinaties van de ijsjesfabrikant en de spaarrekening.
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40 2. Beleggen met onzekere opbrengsten

zien dat alle punten van gedeeltelijk beleggen in één aandeel en de rest sparen inderdaad op deze lijn
liggen, maar daarvoor moeten we eerst twee nieuwe begrippen introduceren.

Als we niet in één aandeel beleggen of alles op de spaarrekening zetten, hebben we dus een combinatie
van één of meer aandelen met eventueel ook de spaarrekening. Deze combinatie noemen we een
portefeuille. Teun’s portefeuille bestaat dus uit twee onderdelen, indien hij ervoor kiest om een
gedeelte in de ijsjesfabrikant te beleggen en de rest op een spaarrekening te zetten. Je kunt de
verwachtingswaarde en de standaarddeviatie van de opbrengst van een portefeuille van één risicovolle
belegging en een spaarrekening bepalen, als je maar weet hoeveel je belegt in het aandeel en hoeveel
je op de spaarrekening zet. De verhouding waarin het geld over de onderdelen van de portefeuille
verdeeld wordt, noemen we de gewichten. Als je bijvoorbeeld de helft op de spaarrekening zet en de
andere helft belegt, dan is het gewicht van de spaarrekening 0.50 (of 50%) en het gewicht van de
belegging ook 0.50. Als je ervoor kiest om 2/3 te sparen en 1/3 te beleggen, dan zijn dat de gewichten
voor respectievelijk de spaarrekening en de belegging. Merk op dat de gewichten van de belegging
en de spaarrekening samen precies 1 zijn (ofwel 100%). Dat betekent dat al het geld verdeeld wordt
over de spaarrekening en de risicovolle belegging; we houden niets achter. Verder nemen we in dit
dictaat aan dat alle gewichten niet-negatief zijn. Als we het gewicht van de belegging w noemen, dan
is het gewicht van de spaarrekening 1 —w, met 0 < w < 1. 3

Portefeuille en gewichten

Een portefeuille is een verzameling van aandelen met eventueel ook de spaarrekening waarin
je geld kunt beleggen. De verhouding waarin je het beschikbare geld over de aandelen en de
spaarrekening verdeeld, noemen we de gewichten van de aandelen en de spaarrekening.

[l Opgave 2.13 Verwachte opbrengst en volatiliteit van een portefeuille

De verwachte opbrengst van een portefeuille (genoteerd door up) kun je berekenen door gebruik te
maken van de rekenregel voor de verwachtingswaarde; zie paragraaf 1.3. We hebben dan

pp=(1—w)- pus+w-py,

waarbij g de opbrengst van de spaarrekening S is en uy de verwachte opbrengst van de belegging
V. Door gebruik te maken van de rekenregels voor de variantie (Paragraaf 1.3) kunnen we ook de
variantie ((71%) en volatiliteit (op) van een portefeuille bepalen. Noteer de volatiliteit van de belegging
met oy en die van de spaarrekening met og, gy is de covariantie tussen S en V.

a) Wat is de waarde van og?

b) Wat is de waarde van ogy?

c) Laat zien dat 03 = w? - 0.

d) Laat ziendat op =w-oy.

Voorbeeld 2.5: Teun’s diplomageld: lijn tussen sparen en beleggen

Als Teun nu een gedeelte van zijn geld (w -€1000) wil beleggen in de ijsjesfabrikant en de rest
op een spaarrekening wil zetten, dan zijn de verwachte opbrengst (up) en volatiliteit (op) van zijn
portefeuille gegeven door:

pp = (1—w) 1100 4+ w - 1150 = 1100 + 50w (2.2)
op = w - /7400 = v/7400w. (2.3)

3Een negatief gewicht is op aandelenbeurzen wel toegestaan en heet short gaan. Als je bijvoorbeeld short gaat op
de spaarrekening betekent dit dat je geld leent. Short gaan in een aandeel betekent dat je een aandeel verkoopt wat je
op dat moment niet bezit.
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2.2. Beleggen in één aandeel en sparen 41

Als Teun kiest voor w = 0, dan zet hij al zijn geld op de spaarrekening en geldt vervolgens up =
us = 1100 en op = 05 = 0. Als hij kiest voor w = 1, dan belegt hij alles in de ijsjesfabrikant en geldt
Hp = U1 = 1150 en Op =0] = \v/7400.

Je kunt van de verwachte opbrengst een functie maken van de volatiliteit met behulp van (2.2) en
(2.3). Merk eerst op dat je (2.3) kunt herschrijven:

op = V7400w = w= \/;ZW'
Vervolgens kun je de w in (2.2) vervangen door \/;4’1’70.
pp = 1100 + 50w
1%
= 1100 + 50 Wﬁ%
50
= 1100 + oV
= 1100 + \/%ap (2.4)

Volgens (2.4) is up een lineaire functie van op. Dus door gebruik te maken van de functies (2.2) en
(2.3) hebben we laten zien dat het inderdaad zo is dat de combinaties van verwachte opbrengst en
volatiliteit van een portefeuille die bestaat uit de spaarrekening en de ijsjesfabrikant op de lijn liggen
tussen alles sparen en alles beleggen in de ijsjesfabrikant.

. Opgave 2.14 Risicovol en risicovrij

a) Vind de algemene formules voor de verwachte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in het
attractiepark en de rest op de spaarrekening zet.

b) Vind de algemene formules voor de verwachte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in het
reisbureau en de rest op de spaarrekening zet.

. Opgave 2.15 Voetbalclubs

Kijk nog eens terug naar de opgaves over de voetbalclubs (met name 2.4) en ga ervan uit dat alle

clubs evenveel kans hebben om te winnen.

a) Vind de algemene formules voor de verwachte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Ajax en
de rest op de spaarrekening zet.

b) Vind de algemene formules voor de verwachte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Feyenoord
en de rest op de spaarrekening zet.

c) Vind de algemene formules voor de verwachte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in PSV en
de rest op de spaarrekening zet.

. Opgave 2.16 Zangwedstrijd

Kijk nog eens terug naar de opgaves over de zangwedstrijd (met name 2.5) en ga ervan uit dat alle

deelnemers evenveel kans hebben om te winnen. Je mag de afgeronde uitkomsten voor het risico

gebruiken.

a) Vind de algemene formules voor de verwachte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Heidi
en de rest op de spaarrekening zet.

b) Vind de algemene formules voor de verwachte opbrengst en volatiliteit als je w belegt in Jolande
en de rest op de spaarrekening zet.

Nu we een gedeelte risicovol kunnen beleggen en een gedeelte op de spaarrekening kunnen zetten,
zijn er veel meer combinaties van verwachte opbrengst en volatiliteit mogelijk.
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2. Beleggen met onzekere opbrengsten

Voorbeeld 2.6: Teun’s diplomageld: voorlopige keuze aandeel

In de vorige paragraaf hadden we maar vier mogelijkheden, namelijk sparen of beleggen in de ijsjesfa-
brikant, het reisbureau of het attractiepark. Nu kun je een portefeuille maken met de spaarrekening
en één van de drie beleggingen. Doordat je de gewichten in zo'n portefeuille vrij kunt kiezen, heb je
nu oneindig veel mogelijkheden. We kunnen deze mogelijkheden grafisch weergeven met behulp van
lijnen tussen de spaarrekening en elk van de drie aandelen, zie figuur 2.5.

1300

m Spaarrekening

1250 | @ |Jsjesfabrikant |
A Attractiepark

1200} | ¢ Reisbureau |

1150

1100 1

Verwachte opbrengst ()

1050 1

1000 ‘ :
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Figuur 2.5: Alle mogelijke combinaties van de spaarrekening en ieder van de drie beleggingen.

Kan Teun deze figuur gebruiken om een aandeel te kiezen dat hij combineert met de spaarrekening?
Stel dat hij kiest voor het attractiepark en besluit om de helft van zijn geld daarin te beleggen. De
rest gaat naar de spaarrekening. Voor deze portefeuille geldt dat yup = 1150 en op = v/23400. Kijk
nu eens naar de portefeuille die enkel bestaat uit de ijsjesfabrikant: in dat geval hebben we ook een
verwachte opbrengst van 1150, maar met een volatiliteit van 1/7400. Dat is dus duidelijk een betere
keuze.

Als we deze redenering doorvoeren, dan is de portefeuille bestaande uit de spaarrekening en de ijsjes-
fabrikant de beste keuze, zolang Teun genoegen neemt met een verwachte opbrengst van maximaal
1150. Immers, Teun krijgt daar de hoogste verwachte opbrengst tegen het laagste risico. De hoogst
mogelijke verwachte opbrengst bij een portefeuille die bestaat uit de spaarrekening en de ijsjesfabri-
kant is € 1150 en dat krijgt Teun door al zijn geld in de ijsjesfabrikant te beleggen. Wil hij een hogere
verwachte opbrengst, dan kan hij dat alleen maar krijgen door te beleggen in een portefeuille met de
spaarrekening en het attractiepark. Dit kan echter pas een verstandige keuze zijn als hij meer dan
50% in het aandeel attractiepark belegt en zo een verwachte opbrengst van meer dan 1150 verkrijgt.
Beleggen in het reisbureau blijft ook wanneer je beleggen in één aandeel kunt combineren met een
spaarrekening te allen tijde een slecht idee.

Opgave 2.17 Hoogst mogelijke verwachte opbrengst

Kijk nog eens naar de mogelijkheden van Teun en naar figuur 2.5.
a) Wat is de hoogst mogelijke verwachte opbrengst?
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2.2. Beleggen in één aandeel en sparen 43

b) Welke portefeuille heb je dan?

In het algemeen kunnen we stellen dat de belegging, waarvan de lijn de grootste richtingscoéfficiént
heeft, de beste keuze is. De richtingscoéfficiént (Sy, waarbij V = I, A of R) van iedere lijn in figuur
2.5 kun je als volgt bepalen:

sy =MtV _Hs (2.5)
oy
Sy staat bekend als de Sharpe ratio van aandeel V. Het geeft de verhouding van de verwachte
opbrengst tot het risico weer. Aangezien de Sharpe ratio niets anders dan de richtingscoéfficiént is,
kunnen we nu het aandeel selecteren dat we willen combineren met de spaarrekening. We moeten
namelijk het aandeel kiezen met de grootste Sharpe ratio. (Tenzij je uiteraard wilt gaan voor een
portefeuille met een hogere verwachte opbrengst dan dat aandeel heeft.)

Sharpe ratio van een aandeel

De Sharpe ratio Sy van een belegging met verwachte opbrengst yy en volatiliteit oy wordt
berekend door

— KV Hs
SV_ O_V 7

waarbij ps de opbrengst van de spaarrekening is. De belegging met de grootste Sharpe ratio is
(in principe) de beste keuze, als je een portefeuille kiest met één aandeel en de spaarrekening.

Voorbeeld 2.7: Teun’s diplomageld: Sharpe ratio
De Sharpe ratio van de ijsjesfabrikant is
SI — ]’ll B VS
o1
1150 — 1100

V7400
50

10v74
~ 0.5812.

. Opgave 2.18 Sharpe ratio

Kijk nog eens naar het voorbeeld van Teun's diplomageld.
a) Bepaal de Sharpe ratio van het attractiepark (op 4 decimalen).
b) Bepaal de Sharpe ratio van het reisbureau.

. Opgave 2.19 Voetbalclubs

We kijken opnieuw naar de voetbalclubs (zie 2.4) en gaan er nog steeds vanuit dat iedere club
evenveel kans maakt om te winnen.
a) Bepaal de Sharpe ratio van Ajax (op 4 decimalen).
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2. Beleggen met onzekere opbrengsten

b) Bepaal de Sharpe ratio van Feyenoord (op 4 decimalen).
c) Bepaal de Sharpe ratio van PSV (op 4 decimalen).

Opgave 2.20 Zangwedstrijd

We kijken opnieuw naar de zangwedstrijd (zie 2.5) en gaan er nog steeds vanuit dat iedere deelnemer
evenveel kans maakt om te winnen.

a) Bepaal de Sharpe ratio van Jolande (op 4 decimalen).

b) Bepaal de Sharpe ratio van Heidi (op 4 decimalen).

2.3 Beleggen in twee aandelen

In de vorige paragraaf zijn we uitgegaan van een portefeuille bestaande uit de spaarrekening en een

aandeel.

Een andere uitbreiding ten opzichte van de situatie waarin je maar in één aandeel kunt

beleggen of kunt sparen is de situatie waarin je ook ook in twee aandelen tegelijk kunt beleggen.

Heeft dit eigenlijk wel zin? Daar gaan we in deze paragraaf naar kijken.

Voorbeeld 2.8: Teun’s diplomageld: twee aandelen

Op de verjaardag van zijn vader spreekt Teun zijn oom Hans. Hij bedankt hem voor zijn advies en
vertelt dat hij van plan is om een gedeelte van zijn € 1000 te beleggen in de ijsjesfabrikant en de
rest op een spaarrekening te zetten. Zijn oom vraagt hem waarom hij de andere mogelijkheden niet
gebruikt. Teun legt uit hoe hij tot zijn keuze gekomen is en schetst daarbij figuur 2.5. Zijn oom
geeft hem het advies om toch maar eens naar combinaties van aandelen te gaan kijken.

Teun besluit dit advies op te volgen en begint met portefeuilles die bestaan uit twee aandelen.
Daarvoor moet hij dus weten hoe hij de verwachte opbrengst en volatiliteit van zo'n portefeuille uit
kan rekenen. Uit zijn eerdere berekeningen bleek dat de ijsjesfabrikant de beste keus was, gevolgd
door het attractiepark, dus Teun’s portefeuille bevat, om te beginnen, die twee aandelen. Daarnaast
besluit hij allereerst eens te kijken wat er gebeurt als hij zijn geld gelijk over deze twee aandelen
verdeelt, dus wy = wy = % Als we net zo’'n tabel maken als tabel 2.3, dan krijgen we onderstaande
tabel.

weer goed matig slecht U o
€500 attractiepark 540 810 450 | 600 /23400
€500 ijsies | 630 570 525 | 575 /1850
€500 attractiepark en | 1170 1380 975 1175 +/27350

€500 ijsjes

Tabel 2.4: Verwachte opbrengst en risico van beleggen in het attractiepark en de ijsjesfabrikant.

Zoals je ziet, is de verwachte opbrengst van €500 in ijsjes beleggen en €500 in het attractiepark
de som van de twee losse beleggingen. Dit geldt echter niet voor de volatiliteit. De volatiliteit
van de twee beleggingen samen (3 €500 ieder) is kleiner dan de som van de volatiliteiten van deze
twee beleggingen apart. Dat wordt veroorzaakt door de samenhang van de opbrengsten van het
attractiepark en de ijsjesfabrikant; zie paragraaf 1.2. In die paragraaf heb je geleerd dat bij de
variantie van de som van twee toevalsvariabelen de covariantie een rol speelt.

Aangezien Teun hier inderdaad met twee (niet gedegenereerde) toevalsvariabelen te maken heeft (de
opbrengsten van beide beleggingen zijn onzeker), kun je de rekenregels voor het berekenen van de
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2.3. Beleggen in twee aandelen

verwachtingswaarde en de variantie gebruiken. Laten we eerst kijken naar de verwachtingswaarde:

Up = WA - HA+ W] Y]
=w, - 1200 + w; - 1150.

Als Teun er dus voor kiest om de helft te beleggen in de ijsjesfabrikant en de andere helft in het
attractiepark, dan is zijn verwachte opbrengst % - 1200 + % - 1150 = 1175, en dat komt overeen met
de waarde in tabel 2.4. Voor de variantie moet Teun eerst de covariantie (zie paragraaf 1.2) van de
opbrengsten van het attractiepark en de ijsjesfabrikant bepalen en daarvoor heeft hij de gezamenlijke
kansverdeling van het attractiepark en de ijsjesfabrikant nodig. Als het weer goed is (met kans 1/3)
dan zal Teun € 1080 ontvangen als hij alles in het attractiepark heeft belegt en € 1260 als hij alles
in de ijsjesfabrikant heeft belegt. Dus

P(A=1080 en I=1260)= 1.

Het kan niet zo zijn dat het attractiepark € 1080 waard is én de ijsjesfabrikant € 1140. Immers, de
€ 1080 hoort bij goed weer en de € 1140 bij matig weer en het kan niet tegelijk goed en matig weer
zijn. Dus

P(A =1080,1 = 1140) = 0.

Je kunt dit ook voor de rest van de combinaties van de opbrengsten bepalen en de gezamenlijke
kansverdeling opschrijven met behulp van een tabel. Zo'n tabel ziet er als volgt uit.

ijsjesfabrikant
1260 1140 1050

%_;C‘G 1080 1/3 0 0
= 1620 0 1/3 0
©E 900 0 0 1/3

De covariantie (COV(I, A)) kan Teun nu berekenen met behulp van (1.8):
COV(I, A) = 1080 - 1260 - % 41080 - 1140 - 0 4- 1080 - 1050 - 0
41620 - 1260 - 0 + 1620 - 1140 - % +1620-1050 - 0
+900-1260-0+900-1140-0+900-1050-%—yl-yA
=1080-1260 - 1 +1620-1140 - § +900-1050 - § — 1150 - 1200

= 453600 + 615600 + 315000 — 1380000

= 4200.
Nu kan Teun de variantie van de portefeuille berekenen:
(712) :wi-ai+w%-(712+2-wA-wI-ULA

= w% - 93600 + w? - 7400 + 2 - w4 - wy - 4200.
Als Teun nu kiest voor w4 = wy = % dan wordt de variantie van zijn portefeuille
2= (%)2-93600—&- (%)2-7400+2- 1.1 4200
S

= 27350.

De volatiliteit van deze portefeuille is dan

op = /03 = V/27350.
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. Opgave 2.21 Portefeuille met ijsjesfabrikant en attractiepark

Stel dat Teun kijkt naar de portefeuille met de ijsjesfabrikant en het attractiepark en dat hij kiest

voor w4 = 0.25.

a) Wat is dan het gewicht van de ijsjesfabrikant?

b) Wat is de verwachte opbrengst van de portefeuille?

c) Wat is de volatiliteit?

d) Beantwoord de bovenstaande vragen als Teun kiest voor w4 = 0.06. Rond af op 4 decimalen,
indien nodig.

e) Teken in een figuur de punten die horen bij de gewichten wy = 0, wy = 0.06, wy = 0.25,
wy =050enwy =1.

f) Liggen deze punten op een lijn tussen alles beleggen in het attractiepark en alles beleggen in de
ijsjesfabrikant? Heb je een idee waarom (niet)?

. Opgave 2.22 Portefeuille met ijsjesfabrikant en reisbureau

Stel dat Teun gaat kijken naar de ijsjesfabrikant en het reisbureau.

a) Stel de gezamenlijke kansverdeling op die hoort bij de opbrengsten van de ijsjesfabrikant en het
reisbureau.

b) Bereken de covariantie (o7r) van de opbrengsten van de ijsjesfabrikant en het reisbureau.

c) Kies de gewichten wg = 0.7 en w; = 0.3. Bereken de verwachte opbrengst en volatiliteit van de
portefeuille met deze gewichten.

d) Kies de gewichten wg = 0.3 en w; = 0.7. Bereken de verwachte opbrengst en volatiliteit van de
portefeuille met deze gewichten.

e) Kies de gewichten w; = wg = 0.5. De uitbetaling bij goed weer is dan % -1000 + % -1260 = 1130.
Bepaal de uitbetalingen bij middelmatig en slecht weer. Valt je iets op?

f) Bereken ook de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met w; = wg = 0.5.

g) Teken in een figuur de punten die horen bij de gewichten wg = 0, wg = 0.3, wg = 0.5, wg = 0.7
en wg = 1.

. Opgave 2.23 Voetbalclubs

Bekijk opnieuw de voetbalclubs (opgave 2.4). Ga ervanuit dat alle clubs evenveel kans maken om

kampioen te worden. We kijken in deze opgave alleen naar Feyenoord en PSV.

a) Bepaal de gezamenlijke kansverdeling van Feyenoord en PSV.

b) Bereken de covariantie van de opbrengsten van Feyenoord en PSV.

c) Stel dat je % in Feyenoord belegt. Wat is dan het gewicht van PSV? Bereken ook de verwachte
opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met deze gewichten.

d) Stel dat je w in Feyenoord belegt. Wat is dan het gewicht van PSV?

e) Kiesw = % en bereken de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille.

. Opgave 2.24 Zangwedstrijd

Bekijk opnieuw de zangwedstrijd (opgave 2.5). Ga ervanuit dat alle deelnemers evenveel kans maken

om te winnen.

a) Bepaal de gezamenlijke kansverdeling van de opbrengsten van de aandelen ‘Heidi’ en ‘Jolande’.

b) Bereken de covariantie van de opbrengsten van de aandelen 'Heidi’ en ‘Jolande’.

c) Stel dat je % in Heidi belegt. Wat is dan het gewicht van het aandeel ‘Jolande’? Bereken ook
de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met deze gewichten (op 4 decimalen).

d) Kies Wheiqi = % en W jolande = %. Bereken de verwachte opbrengst en volatiliteit van de porte-
feuille (op 4 decimalen, indien nodig).

We kunnen nu de verwachte opbrengst en volatiliteit van een portefeuille, bestaande uit twee aandelen,
uitrekenen. Als we verschillende gewichten nemen, krijgen we verschillende verwachte opbrengsten en
volatiliteiten, die we weer in een grafiek kunnen weergeven. Laten we weer eens gaan kijken naar onze
portefeuille bestaande het attractiepark en de ijsjesfabrikant. In figuur 2.6 zijn alle mogelijke gewichten
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1300

m Spaarrekening
1250 | @ IJsjesfabrikant |
A Attractiepark
1200 | ¢ Reisbureau |

1150 1

1100m S |

Verwachte opbrengst ()

1050 4

1000 L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Figuur 2.6: Alle mogelijke portefeuilles bestaande uit het attractiepark en de ijsjesfabrikant.

van de portefeuille met het attractiepark en de ijsjesfabrikant weergegeven met een kromme.

. Opgave 2.25

(Portefeuille met twee aandelen)

Op de kromme in figuur 2.6 staan ook nog drie pentagrammen. Deze geven een bepaalde verdeling
van de gewichten weer, namelijk w; = 0.25 en wy = 0.75; w; = 0.75en wy =025 en w; = wy =
0.5. Welk pentagram (%) hoort bij welke verdeling?

Je kunt natuurlijk ook portefeuilles maken bestaande uit de ijsjesfabrikant en het reisbureau en
bestaande uit het reisbureau en het attractiepark. Figuur 2.7 geeft alle mogelijke portefeuilles
bestaande uit twee aandelen weer. Merk op dat daarin te zien is dat beleggen in twee aandelen
zinvol kan zijn, ook wanneer de covariantie tussen deze twee aandelen positief is. (Kijk naar het
Attractiepark en de |Jsjesfabrikant met een covariantie van 4200.)

[ Opgave 2.26 Portefeuilles met twee aandelen

Bekijk figuur 2.7.

a) Welke portefeuille(s) is (zijn) niet interessant? Waarom?

b) Bekijk de overige portefeuille(s). Zijn daarvan alle gewichtencombinaties interessant? Zo ja,
waarom? Zo nee, welke niet?
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1300

m Spaarrekening
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Figuur 2.7: Alle mogelijke portefeuilles bestaande uit twee aandelen.

. Opgave 2.27 Voetbalclubs

We kijken nog eens naar de voetbalclubs en op- 110
nieuw hebben ze evenveel kans om kampioen te m Spaarrekening
worden. Door de aandelen Ajax, Feyenoord en A Ajax
PSV per twee te combineren, kunnen we eenzelfde = # Feyenoord
. R R = ® PSV
soort figuur als 2.7 krijgen; zie de grafiek hier- 4 105
naast. g
35
[o}
o
3
S 100
[}
2
=
]
95 |
0 10 20 30 40

Volatiliteit (o)

a) Welke portefeuille(s) is(zijn) niet interessant? Waarom?
b) Bekijk de overige portefeuille(s). Zijn daarvan alle gewichtencombinaties interessant? Zo ja,
waarom? Zo nee, welke niet?
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. Opgave 2.28 Zangwedstrijd

We kijken nog eens naar de zangwedstrijd en op- 13
nieuw hebben de deelnemers evenveel kans om m Spaarrekening
kampioen te worden. Door de aandelen van 125} -| #Jolande
Jolande en Heidi te combineren, kunnen we een- = @ Heidi
zglfde soort figuur als 2.7 krijgen; zie de grafiek 5 12f
hiernaast. s
5
g 115}
3
<
g 11 L
2
]
>
10.5m
10 ; ; ; ;
1 2 3 4 5

Volatiliteit ()

Zijn alle gewichtencombinaties interessant van de portefeuille bestaande uit aandelen van Jolande en
Heidi interessant? Zo ja, waarom? Zo nee, welke niet?

2.4 Beleggen in een portefeuille

Tot nu toe hebben we telkens gekeken naar portefeuilles met slechts twee elementen: één aandeel en
de spaarrekening (Paragraaf 2.2) of twee aandelen (Paragraaf 2.3). Natuurlijk kun je een portefeuille
maken met meer elementen, bijvoorbeeld de spaarrekening en twee aandelen of de spaarrekening en
alle drie de aandelen. In deze paragraaf gaan we deze portefeuilles bekijken en we beginnen met een
portefeuille die (maximaal) twee aandelen en de spaarrekening bevat. Voor dit soort situaties kunnen
we nog de beste portefeuilles vinden. We eindigen tenslotte met een portefeuille die bestaat uit alle
drie de aandelen en de spaarrekening. Om in dit algemene geval de beste portefeuilles te vinden
hebben we meer kennis nodig van matrices, vectoren en lineaire algebra. We kunnen grafisch echter
toch nog het één en ander onderzoeken.

Voorbeeld 2.9: Teun’s diplomageld: twee aandelen en sparen

Na zijn gereken aan portefeuilles met twee aandelen bedenkt Teun dat hij de twee aandelen ook weer
kan combineren met de spaarrekening. Hij besluit allereerst de portefeuille te bestuderen waarin hij
de aandelen van het attractiepark en de ijsjesfabrikant samen met de spaarrekening gebruikt en zijn
geld evenredig verdeelt (w; = wy = wg = 1/3).
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50 2. Beleggen met onzekere opbrengsten

Hij wil weten wat de verwachte opbrengst (yp) en volatiliteit (op) van de portefeuille met deze
gewichten is.

Up = Ws - Ys + WA - HA+ W[ - Y]
_1 1 1
= §-1100 + % - 1200 + § - 1150
= 1150,

(7123:w%-ag+wi-ai+w%-alz+2-w5-wA-US,A—&-Z-wS-wI-US,I—s-Z-wA-wI-UA,I

2 2 2
(4) -0+ (4) 93600+ (4)"-7400+2-§ - §-0+2-3-F-0+2-4- 44200
93600 7400 = 8400

9 9 9
109400

9 ’

109400

Op =

=1 .v1094.

Dus met deze portefeuille heeft Teun een verwachte opbrengst van 1150 met een volatiliteit van
% -4/1094 ~ 110.2522. Als hij alles belegt in de ijsjesfabrikant heeft hij dezelfde verwachte opbrengst,
maar met een volatiliteit van /7400 ~ 86.0233. Hij kan dus beter alles beleggen in de ijsjesfabrikant.
Teun krabt zich eens achter zijn oor en vraagt zich af of het wel zin heeft om al die berekeningen
te maken als het toch niets oplevert. Maar misschien dat andere gewichten wel goed zouden zijn.
Hij besluit om voorlopig eerst te kijken naar een portefeuille waarbij hij evenveel belegt in beide
aandelen (dus wa = wy), maar waarin hij het gewicht van de spaarrekening varieert. Na behoorlijk
wat berekeningen krijgt hij tabel 2.5. De volatiliteiten heeft Teun afgerond op vier decimalen, om
vergelijken wat makkelijker te maken. Vervolgens besluit hij om deze zes punten in figuur 2.1 te
tekenen en hij krijgt figuur 2.8.

Wg wA wy Hup op

1 0 0 1100 0

0 0.50 0.50 | 1175 165.3784
1/3 1/3 1/3 | 1150 110.2522
0.40 0.30 0.30 | 1145 99.2270
0.50 0.25 0.25 ] 1137.5 82.6892
0.70 0.15 0.15 | 11225 49.6135

Tabel 2.5: De verwachte opbrengst en volatiliteit van een portefeuille met de spaarrekening, het attractiepark en de
ijsjesfabrikant voor verschillende gewichten.
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1300

m Spaarrekening
1250 | @ IJsjesfabrikant |
A Attractiepark
1200 | ¢ Reisbureau |

Verwachte opbrengst ()

1150 | * .
hal
*
1100 ¢ .
1050 | i
1000 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Figuur 2.8: De portefeuilles gemaakt met de gewichten uit tabel 2.5.

Teun ziet dat de punten op een rechte lijn liggen tussen alles sparen en de portefeuille die voor de
helft bestaat uit de ijsjesfabrikant en voor de helft uit het attractiepark. Het lijkt wel een beetje op
wat hij zag bij de portefeuilles die bestonden uit één aandeel en de spaarrekening.

Als Teun er even over nadenkt, bedenkt hij dat dat ook niet zo vreemd is. Je zou de portefeuille
die voor de helft bestaat uit het attractiepark en voor de helft uit de ijsjesfabrikant kunnen zien als
een nieuw aandeel. Dit aandeel heeft dan een verwachte opbrengst van 1175 en een volatiliteit van
v/27350. Daarna zou je weer kunnen kiezen hoeveel je belegt in het nieuwe aandeel en hoeveel je
spaart. Als je bijvoorbeeld de helft spaart en de helft belegt, dan betekent dat dat je €500 op de
spaarrekening zet en €250 belegt in de ijsjesfabrikant en €250 in het attractiepark.

Opgave 2.29 Portefeuille met twee aandelen en de spaarrekening

Bekijk de portefeuille bestaande uit het attractiepark en de ijsjesfabrikant (met w4 = w; = 0.5) en
maak hiervan een nieuw aandeel. Vervolgens ga je dit nieuwe aandeel combineren met de spaarre-
kening.

a) Als je besluit om 20% van je € 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het
attractiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewichten hebben het attractiepark en de ijsjesfa-
brikant dan?

b) Als je besluit om 60% van je € 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het
attractiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewichten hebben het attractiepark en de ijsjesfa-
brikant dan?

c) Als je besluit om (1 —w) -€ 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het at-
tractiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewichten hebben het attractiepark en de ijsjesfabrikant
dan?

d) Bepaal de Sharpe ratio van het nieuwe aandeel (op 4 decimalen) en vergelijk deze met de Sharpe
ratio van de ijsjesfabrikant. Wat valt je op?
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[ Opgave 2.30 Portefeuille met twee aandelen en de spaarrekening

Bekijk de portefeuille bestaande uit het attractiepark en de ijsjesfabrikant (met w4 = 0.25 en w; =
0.75) en maak hiervan een nieuw aandeel. Vervolgens ga je dit nieuwe aandeel combineren met de
spaarrekening.

a) Als je besluit om 20% van je € 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het
attractiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewichten hebben het attractiepark en de ijsjesfa-
brikant dan?

b) Als je besluit om 60% van je € 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het
attractiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewichten hebben het attractiepark en de ijsjesfa-
brikant dan?

c) Als je besluit om (1 —w) -€ 1000 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in het at-
tractiepark en in de ijsjesfabrikant. Welke gewichten hebben het attractiepark en de ijsjesfabrikant
dan?

d) Bepaal de Sharpe ratio van het nieuwe aandeel (op 4 decimalen) en vergelijk deze met de Sharpe
ratio van de ijsjesfabrikant. Wat valt je op? [Hint: kijk naar opgave 2.21 voor de verwachte
opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met w4 = 0.25 en w; = 0.75.]

. Opgave 2.31 Voetbalclubs

Kijk nog eens naar de voetbalclubs; opnieuw hebben ze evenveel kans om kampioen te worden (zie

opgave 2.4 en 2.23). Kijk naar een portefeuille met PSV en Feyenoord, waarbij je 2/3 in PSV belegt

en de rest in Feyenoord. Maak van deze portefeuille een nieuw aandeel en combineer dit nieuwe

aandeel met de spaarrekening.

a) Als je besluit om 10% van je € 90 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in Feyenoord
en hoeveel in PSV? Welke gewichten hebben Feyenoord en PSV dan?

b) Bereken de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met de gewichten van onderdeel
a) (op 4 decimalen, indien nodig).

c) Bepaal de Sharpe ratio (op 4 decimalen) van het nieuwe aandeel en vergelijk deze met de Sharpe
ratio's van PSV en Feyenoord (zie opgave 2.19).

. Opgave 2.32 Zangwedstrijd

Kijk nog eens naar de zangwedstrijd; opnieuw hebben alle deelnemers evenveel kans om te winnen

(zie opgave 2.5 en 2.24). Kijk naar een portefeuille met aandelen in Heidi en Jolande, waarbij je 3/4

in Heidi belegt en de rest in Jolande. Maak van deze portefeuille een nieuw aandeel en combineer

dit nieuwe aandeel met de spaarrekening.

a) Als je besluit om 20% van je €10 op de spaarrekening te zetten, hoeveel beleg je dan in Heidi
en hoeveel in Jolande? Welke gewichten hebben de aandelen ‘Heidi" en ‘Jolande’ dan?

b) Bereken de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille met de gewichten van onderdeel
a) (op 4 decimalen, indien nodig).

c) Bepaal de Sharpe ratio van het nieuwe aandeel en vergelijk deze met de Sharpe ratio’s van de
aandelen ‘Heidi’ en “Jolande’ (zie opgave 2.20).

Het is dus mogelijk om iedere portefeuille die bestaat uit het attractiepark, de ijsjesfabrikant en/of het
reisbureau te combineren met de spaarrekening. Je kunt van de portefeuille zonder de spaarrekening
ook weer de Sharpe ratio bepalen en die gebruiken om uit te vinden welke portefeuille het beste is.
Merk op dat de Sharpe ratio van een portefeuille op exact dezelfde manier gedefinieerd is als de Sharpe
ratio van één aandeel.
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Sharpe ratio van een portefeuille (zonder Spaarrekening)

De Sharpe ratio Sp van een portefeuille met verwachte opbrengst yp en volatiliteit op wordt
berekend door

Hp — Hs
Sp=—2L2,
P 7p

waarbij yg de opbrengst van de spaarrekening is.

Voorbeeld 2.10: Teun’s diplomageld: twee aandelen (gewichten)

Teun focust zich nog steeds op de portefeuille bestaande uit het attractiepark en de ijsjesfabrikant
en wil met behulp van de Sharpe ratio bepalen welke portefeuille het beste is. Hiervoor kiest hij
verschillende verhoudingen van de gewichten en berekent hierbij de verwachte opbrengst en volatiliteit
van de portefeuille met die gewichten. Vervolgens berekent hij de Sharpe ratio’s. De resultaten staan
in tabel 2.6. Teun ziet nu dat het wel degelijk zin heeft om naar dit soort portefeuilles te kijken. Als

wa Wy Hp op Sp

0.00 1.00 | 1150 86.0233 | 0.5812
0.20 0.80 | 1160 99.1161 | 0.6054
0.40 0.60 | 1170 140.1999 | 0.4993
0.60 040 | 1180 192.0833 | 0.4165
0.80 0.20 | 1190 248.0806 | 0.3628
1.00 0.00 | 1200 305.9412 | 0.3269

Tabel 2.6: Sharpe ratio’s van de portefeuille bestaande uit het attractiepark en de ijsjesfabrikant met verschillende
gewichten

hij er namelijk voor kiest om het nieuwe aandeel te maken met een portefeuille met het attractiepark
en de ijsjesfabikant, waarbij w4 = 0.20 en w; = 0.80, dan heeft hij een hogere Sharpe ratio. Maar
zijn dit nu de beste gewichten?

. Opgave 2.33 Sharpe ratio bij twee aandelen

Bekijk nogmaals de portefeuille met het attractiepark en de ijsjesfabrikant.

a) Neem wy = 0.10 en w; = 0.90. Bereken de verwachte opbrengst en volatiliteit.
b) Bereken de Sharpe ratio (op vier decimalen).

c) Zijn deze gewichten de beste keuze?

. Opgave 2.34 Beste gewichten

Bekijk de portefeuille met het attractiepark en de ijsjesfabrikant. Je belegt w in het attractiepark

en (1 —w) in de ijsjesfabrikant en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijk

is.

a) Laat zien dat je de Sharpe ratio van de beschreven portefeuille kunt schrijven als Sp(w) =

50 + 50w

v/92600w2 — 6400w + 7400

b) Bepaal de maxima van Sp(w) op exacte wijze.

c) Controleer met je grafische rekenmachine deze maxima.

d) Welke gewichten moet je voor het attractiepark en de ijsjesfabrikant kiezen zodat de Sharpe ratio

. [Hint: bekijk hoe je up en op als functie van w kunt schrijven.]
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van de portefeuille met de ijsjesfabrikant en het attractiepark zo groot mogelijk is?

Opgave 2.35 Beste gewichten

Bekijk de portefeuille met het reisbureau en de ijsjesfabrikant. Je belegt w in het reisbureau en
(1 —w) in de ijsjesfabrikant en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijk
is.
a) Laat zien dat je de Sharpe ratio van de beschreven portefeuille kunt schrijven als Sp(w) =
50 — 50w
/29400w2 — 29400w + 7400
b) Bepaal de maxima van Sp(w), zowel exact als met de grafische rekenmachine.
c) Welke gewichten moet je voor het reisbureau en de ijsjesfabrikant kiezen zodat de Sharpe ratio
van de portefeuille met de ijsjesfabrikant en het reisbureau zo groot mogelijk is?

Opgave 2.36 Portefeuilles met twee aandelen en de spaarrekening

a) Als je de exacte gewichten van opgave 2.34d) kiest, wat zijn dan de verwachte opbrengst en
volatiliteit van de portefeuille bestaande uit het attractiepark en de ijsjesfabrikant (op vier deci-
malen)?

b) Als je de gewichten van opgave 2.35c) kiest, wat zijn dan de verwachte opbrengst en volatiliteit
van de portefeuille bestaande uit het reisbureau en de ijsjesfabrikant (op vier decimalen)?

c) Teken deze twee portefeuilles in onderstaande figuur.

d) Combineer de portefeuille van onderdeel a) met de spaarrekening. Teken deze combinatie in de
onderstaande figuur.

e) Combineer de portefeuille van onderdeel b) met de spaarrekening. Teken deze combinatie in de
onderstaande figuur.

1300 T T T T T T
m Spaarrekening
1250 || @ IJsjesfabrikant . i
A Attractiepark

= .
- 1200 || 4 Reisbureau : A 4
[=2]
c
(0]
5
S 1150 ( i
8
ey
Q
g
£ 1100m ¢ : A
>

1050 | - i

1000 L L L i i i

0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Opgave 2.37 Beste gewichten voetbalclubs

Kijk nog eens naar de voetbalclubs; opnieuw hebben ze evenveel kans om kampioen te worden (zie
opgave 2.4 en 2.23). Kijk naar een portefeuille met PSV en Feyenoord. Je belegt w in Feyenoord
en (1 —w) in PSV en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijk is.
a) Schrijf de Sharpe ratio van de beschreven portefeuille als een functie van w (Sp(w)).
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b) Bepaal de maxima van Sp(w), zowel exact als met de grafische rekenmachine.
c) Welke gewichten moet je voor Feyenoord en PSV kiezen zodat de Sharpe ratio van de portefeuille
met deze clubs zo groot mogelijk is (op vier decimalen)?

. Opgave 2.38 Beste gewichten zangwedstrijd

Kijk nog eens naar de zangwedstrijd; opnieuw hebben de deelnemers evenveel kans om te winnen

(zie opgave 2.5 en 2.24). Kijk naar een portefeuille met Heidi en Jolande. Je belegt w in Heidi en

(1 —w) in Jolande en je wilt w zodanig kiezen dat de Sharpe ratio zo groot mogelijk is.

a) Schrijf de Sharpe ratio van de beschreven portefeuille als een functie van w (Sp(w)).

b) Bepaal de maxima van Sp(w), zowel exact als met de grafische rekenmachine.

c) Welke gewichten moet je voor Heidi en Jolande kiezen zodat de Sharpe ratio van de portefeuille
met deze zangeressen zo groot mogelijk is?

Voorbeeld 2.11: Teun’s diplomageld: alle aandelen en sparen

Ten slotte kan Teun natuurlijk alle aandelen en de spaarrekening in één portefeuille stoppen. Stel
dat hij zijn geld gelijk verdeeld over alle vier de mogelijkheden, dus € 250 op de spaarrekening zet,
€ 250 belegt in de ijsjesfabrikant, €250 belegt in het attractiepark en tenslotte € 250 belegt in het
reisbureau. Als Teun dan weer een tabelletje maakt van de opbrengsten, dan krijgt hij tabel 2.7.

weer goed matig slecht U o

€ 250 sparen 275 275 275 275 0
€250 attractiepark | 270 405 225 | 300 /5850
€250 reisbureau | 250 2725 3025 | 275 /952
€250 ijsjes | 315 285 2625 | 287.5 /925/2

€1000 portefeuille | 1110 1237.5 1065 | 1137.5 4/10675/2

Tabel 2.7: Verwachte opbrengst en risico van beleggen in het attractiepark, de ijsjesfabrikant het reisbureau en de
spaarrekening.

. Opgave 2.39 Portefeuille met alle beleggingen en spaarrekening

Bekijk tabel 2.7.

a) Controleer de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille door deze direct met behulp
van de waarden op de laatste rij te berekenen.

b) Gebruik de rekenregels om de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille te bepalen.
[Hint: 04 r = —8400,04 1 = 4200, 0r,; = —7300.]

c) Kies de gewichten wy = w; = 0.4 en wr = wg = 0.1. Bepaal de uitbetaling bij goed, matig en
slecht weer. Bereken vervolgens de verwachte opbrengst en volatiliteit van de portefeuille.

d) Bepaal de Sharpe ratio van beide portefeuilles (op 4 decimalen).

Het is nu vervolgens weer mogelijk om de beste verhouding van gewichten te bepalen, maar de
technieken die je daarvoor nodig hebt (lineaire algebra), vallen niet binnen dit hoofdstuk. We zullen
in het volgende hoofdstuk hierop kort terugkomen.

. Opgave 2.40

(Teun's portefeuille met drie aandelen en de spaarrekening)
Kijk nog eens voor een laatste keer naar de portefeuille van Teun. Je hebt drie beleggingen met
verwachte opbrengsten ua, ug en uj, volatiliteiten o4, og en oy en covariantiesoa g, 04,1 €n og1. De
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spaarrekening heeft opbrengst pug. Je zet wg op de spaarrekening en belegt w4 in het attractiepark,

wg in het reisbureau en wj in de ijsjesfabrikant.

a) Stel de formule voor de verwachte opbrengst van de portefeuille met gewichten wg, w4, wg en
wy op.

b) Stel de formule voor de volatiliteit van de portefeuille met gewichten wg, wy4, wg en wy op.

2.5 Samenvatting

Begrippen

gewichten : de verhouding waarin het beschikbare geld over de mogelijke beleggingen en de spaar-
rekening verdeeld wordt;

portefeuille : de verzameling van beleggingen en de spaarrekening;

risico-avers : de neiging van de mens om het liefst zo weinig mogelijk risico te lopen;

Sharpe ratio : de verhouding tussen verwachte opbrengst en risico van een aandeel of een portefeuille;

volatiliteit . de standaarddeviatie van de opbrengst van een belegging (een maatstaf voor het risico).

Notatie

s : opbrengst van een spaarrekening;

up : verwachte opbrengst van een belegging B;

og : volatiliteit van een belegging B;

op,c : covariantie van de opbrengsten van beleggingen B en C;
wp : gewicht van belegging B in een portefeuille;

Sp : de Sharpe ratio van portefeuille P;

up : verwachte opbrengst van een portefeuille;

op : volatiliteit van een portefeuille.

Formules

Hp =Ws - pPs + W1 pP1+ ...+ Wn- Hn

U%:w%~012+w%~022+...+w%~0,21
+2-wp-wy-01p+2 Wy w3013+ 2 W Wy Oy
+2~ZU2'ZU3'(72,3+2-H)2'ZU4'(72,4—|—...—|—2-ZU2~ZU;1'U'zln
+...

op =\/03
Sp — ‘lep _.uO
op
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De portefeullletheorie van Markowitz

In hoofdstuk 2 hebben we bepaald hoe we iets kunnen zeggen over de verwachte opbrengst en het
risico van een aandeel en van een portefeuille van aandelen. We hebben ook gezien hoe je een
portefeuille kunt samenstellen en hoe je daarmee risico kunt spreiden. Ten slotte hebben we een
portefeuille met aandelen gecombineerd met een spaarrekening. Op die manier hebben we een set
portefeuilles gevonden waarvoor geldt dat de verwachte opbrengst niet verhoogd kan worden zonder
de volatiliteit te verhogen en waarvoor de volatiliteit niet verlaagd kan worden zonder de verwachte
opbrengst te verlagen. Deze set van portefeuilles noemen we de Pareto set. In deze set zitten de
beste portefeuilles; niemand wil een portefeuille, die niet in de Pareto set zit. leder individu heeft een
andere voorkeur over de portefeuilles uit de Pareto set en deze vookeur wordt bepaald door de mate
waarin je risico wilt lopen. Maar hoe kies je nu de juiste portefeuille? Daar gaat dit hoofdstuk over.

In Paragraaf 3.1 bespreken we nutsfuncties. Deze functies geven de voorkeuren van een individu
wiskundig weer. We kijken hoe we deze nutsfuncties kunnen maximaliseren onder bepaalde voorwaar-
den. Deze wiskundige techniek gebruiken we vervolgens in Paragraaf 3.2, waarin we het individuele
nut van een belegging gaan maximaliseren, gegeven dat het individu een portfolio uit de Pareto set
kiest. Dit is de portefeuilletheorie van Markowitz. In Paragraaf 3.3 kijken we kort naar de algemene
situatie waarin je onbeperkt aandelen kunt combineren met de spaarrekening.

3.1 Een nutsfunctie

Als je de economie wilt modelleren zodat je er met behulp van wiskunde iets over kunt zeggen, heb
je functies nodig die iets zeggen over de voorkeuren van personen of bedrijven of overheden. Als je
bijvoorbeeld liever een appel eet dan een banaan, dan zul je meer nut hebben van de appel. Een
nutsfunctie geeft zo'n voorkeur aan.

Voorbeeld 3.1: Appel of banaan: nutsfunctie

Ralph houdt van appels en hij heeft liever een appel dan een banaan. Om precies te zijn: als hij kan
kiezen uit één appel of twee bananen, dan maakt hem dat niets uit. Als hij kan kiezen uit één appel
en minder dan twee bananen, dan kiest hij de appel. En als hij kan kiezen uit één appel en meer dan
twee bananen, dan kiest hij voor de bananen. Laat a het aantal appels zijn en b het aantal bananen.
De nutsfunctie wordt genoteerd door U(a,b) en is voor Ralph

U(a,b) =2a+b.

Het nut van één appel is dan U(1,0) = 2-1+0 = 2 en het nut van twee bananen is U(0,2) =
2-0+42 = 2. Het nut van Ralph is dus in beide gevallen even hoog. Dit betekent dat het Ralph dus
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inderdaad niet uitmaakt of hij één appel heeft of twee bananen, omdat hij de voorkeur heeft voor de
optie met het hoogste nut.

[ Opgave 3.1 Nutsfunctie
Renata eet liever bananen dan appels. Haar nutsfunctie is U(a, b) = 2a + 5b.
a) Renata kan kiezen tussen één appel en één banaan. Wat kiest ze?
b) Renata kan kiezen tussen twee appels en één banaan. Wat kiest ze?
c) Renata kan kiezen tussen drie appels en één banaan. Wat kiest ze?
d) Renata kan kiezen tussen vijf appels en twee bananen. Wat kiest ze?
e) Renata kan kiezen tussen 3 appels en 5 bananen of 1 appel en 6 bananen. Wat kiest ze?

De nutsfunctie U(a,b) = 2a+ b is niet de enige functie die de voorkeuren van Ralph kan weergeven.
We kunnen ook kiezen voor U’(a, b) = 4a + 2b of voor U"(a,b) = 500a +250b + 15. Een nutsfunctie
is ordinaal: je kunt de uitkomsten alleen maar gebruiken om mogelijke keuzes voor één persoon te
ordenen. Dus als U een nutsfunctie is van Ralph danis V.= m-U+n, m > 0,n € R, ook een
nutsfunctie van Ralph. Er zijn dus oneindig veel mogelijkheden om het nut van Ralph in een functie
weer te geven. Merk op dat U’ =2-U +0 en U” =250 - U + 15. Het is belangrijk je te realiseren
dat je dus niet de nutsfuncties van verschillende personen kunt gebruiken om te kijken wie het meeste
nut toekent aan een appel.

We kunnen het nut ook grafisch weergeven.

Voorbeeld 3.2: Appel of banaan: grafisch

Ralphs nutsfunctie is U(a,b) = 2a +b. Als we het nut grafisch willen weergeven, dan krijgen we een
driedimensionaal plaatje (zie figuur 3.1), omdat bij iedere combinatie van a en b een bepaald nut U
hoort. Het plaatje is helaas wat moeilijk te lezen en dat geldt vaker voor driedimensionale grafieken.

U(a,b)

Figuur 3.1: Het nut van Ralph in drie dimensies.

We kunnen het nut van Ralph ook op een andere manier grafisch weergeven, namelijk met behulp van
indifferentiekrommen. We nemen een vaste waarde voor Ralphs nut, drukken de ene variabele uit als
een functie van de andere en tekenen de bijbehorende kromme in een tweedimensionaal assenstelsel.
Dit doen we voor verschillende nutswaarden. Bij een vast nut van 4 krijgen we

20+b=4,
en dus de lijn

b=4-2a.
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3.1. Een nutsfunctie 59

Alle a en b op deze lijn geven een nut van 4, dus Ralph heeft evenveel nut van 2 appels en 0 bananen,
van 1 appel en 1 banaan, en van 0 appels en 4 bananen. Deze lijn, de indifferentiekromme, verbindt
combinaties van appels en banenen die nut 4 opleveren en waar Ralph dus geen voorkeur heeft voor
de ene of de andere combinatie. We noemen dit indifferent: Ralph is indiffent tussen 2 appels en
0 bananen enerzijds, en 0 appels en 4 bananen anderzijds. Zie de indifferentiekromme van nut 4 in
figuur 3.2.

Als we het nut vaststellen op 8, dan krijgen we
2a+b =28,
en dus de lijn
b=8-2a.
Bij een nut van 12 krijgen we
2a+b =12,
en dus de lijn
b=12—2a.

Al deze lijnen kunnen we in een tweedimensionaal assenstelsel zetten; zie figuur 3.2.

2 4 6

Figuur 3.2: Het nut van Ralph in twee dimensies met behulp van indifferentiekrommen.

Laat U(x,y) een nutsfunctie zijn voor de goederen x en y (bijvoorbeeld appels en bananen, maar het
zouden ook belminuten en muziekdownloads kunnen zijn). De combinaties (x,y) die voldoen aan de
vergelijking U(x,y) = k liggen op de indifferentieckromme van de functie U(x,y) met waarde k.

Indifferentiekromme

Als U(x,y) een nutsfunctie is die het nut geeft van de goederen x en y, dan wordt de
kromme in het (x, y)-assenstelsel met punten, waarvan de x- en de y-codrdinaat voldoen aan
de vergelijking

U(x,y) =k,

de indifferentiekromme met (functie-)waarde k genoemd.
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We merken op dat twee indifferentiekrommen van een functie met verschillende functiewaarden elkaar
niet kunnen snijden. Dit zou namelijk betekenen dat er twee verschillende indifferentiekrommen zijn
met dezelfde waarde. Omdat een indifferentieckromme alle combinaties van x en y van één waarde
weergeeft is dit per definitie niet mogelijk.

Het patroon van indifferentiekrommen van een functie is vergelijkbaar met de hoogtekaart van een
berglandschap. Een hoogtelijn van een hoogtekaart verbindt alle punten met eenzelfde hoogte in het
berglandschap. Aan de hand van de hoogtelijnen kun je bepalen waar zich de dalen, de toppen en de
bergpassen in het landschap bevinden. Om een indifferentiekromme van een nutsfunctie U(x,y) te
tekenen maken we de variabele x of y ‘vrij’ uit de vergelijking U(x,y) = k. We krijgen dan dus iets
als x ='iets met alleen maar y' of y ='iets met alleen maar x’.

. Opgave 3.2 Nutsfuncties

De nutsfunctie van Renate is U(a,b) = 2a + 5b.

a) Stel de indifferentiekromme van nutswaarde 10, 15 en 20 op door de variabele b vrij te maken.
b) Teken de bij onderdeel a) gevonden lijnen in een tweedimensionaal assenstelsel.

c) Hoeveel bananen heeft Renate nodig om bij vijf appels een nut van 15 te hebben?

Een nutsfunctie hoeft niet lineair te zijn; dat hangt af van de nutsfunctie. Daarom is een kwadratische
functie ook goed mogelijk en in veel gevallen ook logisch. Denk maar aan de appels: twee appels
is beter dan één appel en drie weer beter dan twee (tenzij je geen appels lust). Maar wat moet je
met tweeduizend appels? Je kunt ze niet allemaal opeten voordat ze bederven en ze vragen ruimte.
Misschien kun je zelfs wel zeggen dat tweeduizend appels minder nut geven dan één appel. Het is
in ieder geval aannemelijk dat het extra nut van een appel minder wordt naarmate je al meer appels
hebt. Dit kun je wiskundg met een kwadratische nutsfunctie weergeven.

Voorbeeld 3.3: Appel of banaan: kwadratische nutsfunctie

Ralph vindt nog steeds dat hij niet genoeg appels kan hebben, maar heel veel bananen hebben vindt
hij niet handig. Zijn nutsfunctie verandert daarom in

U(a,b) = 2a — b* + 10b.

Bij 0 appels en 0 bananen is zijn nut U(0,0) = 0, als hij 2 appels en 2 bananen heeft, is zijn
nut U(2,2) = 20 en het nut van 8 appels en 6 bananen is U(8,6) = 40. Laten we een aantal
indifferentiekrommen van het nut gaan tekenen. Hiervoor moeten we U(a,b) = k omschrijven. We
gaan a vrijmaken:

2a —b* +10b =k
& Haal b% en 10b naar de rechterzijde
20 =b? —10b+k
& Deel de linker- en rechterzijde door 2
_ P k

Voor elk nutsniveau kunnen we de combinaties van appels en peren bepalen die dat nut opleveren. Als
we bijvoorbeeld kijken naar U(a,b) = 0, dan vullen we k = 0 in en krijgen we de indifferentiekromme

a:%z—Sb.

Dus niet alleen 0 appels en 0 bananen geven een nut van 0, maar ook alle a en b waarvoor geldt dat
2
a= % — 5b, dus bijvoorbeeld voor (a,b) = (0,10), (a,b) = (12,12) en (a,b) = (100,20). Bij een

nut van k = 20 krijgen we

a=1Y —50+10,
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3.1. Een nutsfunctie 61

en bij een nut van k = 40 krijgen we
a=1Y% —5b+20.

Merk op dat de indifferentiekromme met een hoger nut telkens een stukje hoger ligt; de vorm van
de indifferentiekromme blijft hetzelfde. Je kunt dit ook zien als we de indifferentieckrommen in een
assenstelsel tekenen met a op de y-as en b op de x-as; zie figuur 3.3. Bij lage nutsniveaus zie je dat

a
40 - U(a,b) = 40
30 U(a,b) =20
20 U(a,b) =0

10 A

—-10 +

Figuur 3.3: Indifferentiekrommen van de nieuwe nutsfunctie van Ralph.

een stukje van de indifferentiekromme onder de x-as komt te liggen. Dat betekent dat Ralph, als hij
4 bananen heeft en een nut van 0 wilt krijgen, hij —12 appels zult moeten hebben. Dat is natuurlijk
niet mogelijk en dit gedeelte van de indifferentiekromme telt dan ook niet echt mee.

Je kunt uit figuur 3.3 bijvoorbeeld aflezen dat bij 12 bananen en een nut van 20 precies 22 appels
horen. Ook kun je zien dat Ralph met 8 appels een nut van 40 kan krijgen door of 4 of 6 bananen
te hebben.

. Opgave 3.3 Kwadratische nutsfunctie

Ook Renata besluit dat haar nutsfunctie niet helemaal juist is en dat een kwadratische nutsfunctie

haar voorkeuren beter beschrijft. Haar nieuwe nutsfunctie is U(a,b) = 3b — %az + 9a.

a) Heeft Renata liever drie appels en twintig bananen of liever tien appels en tien bananen?

b) Schets in een assenstelsel met a op de x-as en b op de y-as de indifferentiekrommen met
U(a,b) =0, U(a,b) =223, U(a,b) =40} en U(a,b) = 60.

. Opgave 3.4 Kwadratische nutsfunctie

Sebas is op zoek naar een baantje en kan kiezen uit twee opties. Zijn nut als functie van het loon

per dag (L) en uren werk per dag (W) wordt gegeven door Ug(L, W) =L — %Wz. Sebas kan kiezen

uit baantje 1 met Ly = 100 en Wy = 6 en baantje 2 met L, = 140 en W, = 10.

a) Welk baantje kiest hij?

b) Bepaal de indifferentiekromme van Sebas voor een nut van 90 als functie L van variabele W.

c) Bepaal drie verschillende combinaties van L en W die Sebas een nut van 90 opleveren.

d) Teken de bij onderdeel b) bepaalde indifferentiekromme met W op de horizontale as en L op de
verticale as.

e) Bepaal de indifferentiekromme van Sebas voor een nut van k.
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U(a,b) =60
a a
40 + 40 U(a,b) = 40
30 + 30 U(a,b) =20
20 + 20 U(a,b) =0
10 + 10 *\
1 1 1 1 ‘ = e~ >
2 4 6 8 10 12 4 6 10 12
—10 + —10 +
3.4a: De budgetrestrictie. 3.4b: De budgetrestrictie en indiffer-

entiekrommen.

Figuur 3.4: Maximaal nut met een budgetrestrictie.

Voorbeeld 3.4: Appel of banaan: budgetrestrictie (grafisch)

Omdat Ralph maar een beperkt bedrag kan uitgeven, kan hij niet onbeperkt appels en bananen kopen.
Stel dat appels en bananen beide 50 cent kosten en Ralph 6 euro heeft om appels en bananen te
kopen. Aangezien a het aantal appels en b het aantal bananen is, geldt dat het kopen van een bundel

(a,b)
0.50a 4 0.50b

kost. Hij mag niet meer uitgeven dan 6 euro, dus zijn budgetrestrictie wordt dan
0.50a + 0.50b < 6.

Aangezien hij altijd meer nut heeft als hij meer appels heeft, zal Ralph zijn hele budget uitgeven, dus
kunnen we het ongelijkheidsteken (<) vervangen door een gelijkheidsteken:

0.50a + 0.50b = 6.

Welke hoeveelheid appels en bananen moet hij kopen om maximaal nut te hebben gegeven deze
budgetrestrictie? Ralph moet het onderstaande maximaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden
oplossen.

Maximaliseer U(a,b) = 2a — b*>+10b
onder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 6

Laten we dit eerst grafisch bekijken; zie figuur 3.4. In figuur 3.4a zien we de budgetrestrictie getek-
end. We kunnen dus alleen (a, b) hebben die op deze lijn liggen en we willen de bundel met het hoogste
nut. Figuur 3.4b laat deze budgetrestrictie met een aantal indifferentiekrommen zien. De indifferen-
tiekromme met nut 0 gaat wel door de budgetrestrictie en dat punt geeft een bundel weer met nut 0
(de bundel (a,b) = (8 —21/10,4+24/10)), maar we kunnen een betere bundel krijgen. Ook de indif-
ferentiekromme met nut 20 gaat door de budgetrestrictie (in het punt (a,b) = (8 —2v/5,4 +2+/5))
en deze betaalbare bundel levert een nut van 20 op. We kunnen zelfs nog beter: de indifferen-
tiekromme met een nut van 40 raakt de budgetlijn net, namelijk in het punt (a,b) = (8,4). Dit is de
beste mogelijkheid, want als we de indifferentiekromme nog verder omhoog schuiven, zodat Ralph
een nog hoger nut krijgt, dan zijn er geen punten meer die de indifferentiekromme en de budgetlijn
gemeenschappelijk hebben. Neem bijvoorbeeld een nut van 60. Je ziet dat de indifferentiekromme
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geen punt gemeen heeft met de budgetrestrictie en dat dit nut dus niet haalbaar is.

Je ziet dus dat het nut maximaal is in het punt waar de indifferentiekromme de budgetlijn raakt.
Twee krommen raken elkaar in een punt als ze dat punt gemeen hebben én als de richtingscoéfficiént
van de twee krommen gelijk is.

Raakpunt

Een kromme f en een kromme g raken elkaar in een punt c als de volgende twee condities
gelden:

(i) f(c) = g(c).
(i) f'(c) =&'(c).

Voorbeeld 3.5: Appel of banaan: budgetrestrictie (wiskundig)

Ralph heeft te maken met het onderstaande maximaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden.

Maximaliseer U(a,b) = 2a — b*>+10b
onder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 6

Om dit probleem op te lossen zijn er twee methodes; de eerste orde methode en de substitutiemeth-
ode. We laten hier zien hoe we met beide methoden dit probleem kunnen oplossen. We beginnen
met de eerst orde methode.

De eerst orde methode maakt gebruik van het feit dat de oplossing zich bevindt daar waar de indiffer-
entiekromme de budgetlijn raakt. We kunnen dit raakpunt wiskundig vinden. De indiffentiekromme
met waarde k is gegeven door

ap(b) =% —5p+ &

en de budgetlijn door
0.5a 4+ 0.5b = 6.

Het herschrijven van de budgetlijn geeft ons
ap(b) =12 —b.

Als we een punt (a,b) moeten vinden waar de lijn en de kromme elkaar raken, dan moet het onder-
staande dus gelden:

(i) a1(b) = az(b),
(ii) a}(b) = ay(b).

We lossen dit op door eerst naar de conditie (ii) te kijken:

a1 (b) = a5(b)
b—5=—1
b=4.
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Bij b =4 hoort a = ap(b) = 8 en het bijbehorende nut vinden we door k op te lossen uit (i):

_ 4 k

=8-20+%
=124k
20=%
k = 40.

We zouden ook (a,b) = (8,4) in kunnen vullen in de nutsfunctie:
U(8,4) =2-8— 424104 = 40.
Ralph heeft dus een maximaal nut als hij 8 appels en 4 bananen koopt. Zijn nut is dan 40.
Via de substitutiemethode kunnen we tot dezelfde conclusie komen. We herhalen het optimalis-
eringsprobleem nog eens.
Maximaliseer U(a,b) =2a—b>+10b
onder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 6
De voorwaarde
0.50a + 0.50b = 6
kan herschreven worden naar
a=12—b. (3.1)

Door middel van deze vergelijking kunnen we van de nutsfunctie U een functie van &én variabele
maken:

U(a,b) = 2a — b*> +10b
=2.(12—b) — b> +10b
= —b* +8b+24.
Dit geeft dus de nutsfunctie als functie van variabele b: U(b) = —b*+ 8b + 24. Functies van één
variable kunnen we optimaliseren door de afgeleide gelijk te stellen aan nul:
u'(b) = —2b+8
=0.

Dus b = 4.1 Via vergelijking (3.1) vindt je dan a = 12 —4 = 8. Het nut kun je vinden via de originele
nutsfunctie, U(8,4) = 40, of via nutsfunctie van variabele b, U(4) = 40.

Als je een optimaliseringsprobleem onder nevenvoorwaarden moet oplossen kun je zelf kiezen welke
van de twee methodes, de eerste orde methode of de substitutiemethode, je gebruikt.

. Opgave 3.5 Kwadratische nutsfunctie
Kijk nog eens naar het voorbeeld hierboven met het onderstaande optimaliseringsprobleem.

Maximaliseer U(a,b) = 2a — b*>+10b
onder de voorwaarden 0.50a + 0.50b = 6

IDat de afgeleide van de functie gelijk is aan 0 in een bepaald punt betekent niet dat dat punt een maximumlocatie
is. Het zou ook een minimumlocatie of buigpunt kunnen zijn. In dit dictaat gaan we er echter overal vanuit dat deze
methode het maximum oplevert.
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a) Teken ook de indifferentiekromme voor U(a, b) = 50.

b) Wat is het maximale nut van Ralph als hij geen 6 maar 10 euro te besteden heeft? Hoeveel
appels en bananen zal hij hiervoor moeten kopen?

c) Bij welk aantal appels en bananen is het nut van Ralph maximaal als appels 50 cent kosten,
bananen 40 cent kosten en Ralph 16 euro te besteden heeft?

. Opgave 3.6 Kwadratische nutsfunctie

Bekijk nog eens opgave 3.3. Renata heeft een nutsfunctie die gelijk is aan U(a,b) = 3b — %az +

9a.

a) Stel dat Renata 15 euro te besteden heeft, dat appels 1 euro kosten en bananen 0.75 euro. Geef
het budget van Renata met een ongelijkheid weer. Zal zij haar hele budget besteden?

b) Teken de budgetlijn van onderdeel a) in het assenstelsel van onderdeel b) van opgave 3.3. Bereken
dan het maximale nut van Renata exact.

c) Laat nu appels 0.75 euro kosten en bananen 1 euro. Bereken opnieuw het maximale nut van
Renata exact.

3.2 Het model van Markowitz

In hoofdstuk 2 hebben we gezien dat je in een portefeuille met maximaal twee aandelen de optimale
gewichten kunt bepalen met behulp van de Sharpe ratio (zie opgaven 2.34-2.38). Deze portefeuille
vormt dan als het ware een nieuw aandeel dat je weer kunt combineren met de spaarrekening. Hoeveel
je precies op de spaarrekening zet en hoeveel je belegt hangt af van hoeveel risico je wilt nemen. In
het vorige hoofdstuk hebben we nog niet gekeken hoe je die afweging maakt. Een nutsfunctie kan
daarbij helpen.

Markowitz? ontwikkelde in de jaren '50 van de twintigste eeuw de zogenoemde Moderne Portefeuille
Theorie (MPT), waarin gebruik wordt gemaakt van een nutsfunctie. Hiervoor won hij in 1990 de
Nobelprijs voor de economie. De nutsfunctie in deze theorie is een functie van de verwachte opbrengst
() en het bijbehorende risico (de volatiliteit; o). De nutsfunctie is als volgt gedefinieerd:

U(p,0) = u — Sac?,

a > 0. Je ziet dat hoe hoger de verwachte opbrengst is, des te hoger is het nut, zoals je ook
zou verwachten. In de tweede term staat naast het risico () ook de Griekse letter alfa (a). Deze
constante geeft aan hoe graag iemand risico neemt. Immers, als a een hoge waarde heeft, zal een
beetje meer risico zorgen voor een grote daling in het nut. Als a klein, maar wel positief, is, zal een
beetje risico zorgen voor een kleine daling in het nut.

Voorbeeld 3.6: Nutsfunctie in MPT

Sebastian en Katya kunnen kiezen uit twee aandelen. Aandeel A; heeft een verwachte opbrengst
van pa, = 100 en een risico van o4, = 6 en aandeel A een verwachte opbrengst van p 4, = 140
met een risico van 04, = 10. Sebastian vindt een beetje risico niet zo erg en zijn & heeft de waarde
1 (aeg = 1). Katya vindt risico minder fijn en haar a heeft dan ook een hogere waarde: ag = 2. De
nutsfuncties van Sebastian en van Katya zijn dan respectievelijk

Us(p,0) =p — %(72 en Uk (p,0) =p — o2,

Wanneer ze moeten kiezen tussen of aandeel A1 of aandeel Ay, dan kiest Sebastian voor aandeel Aj;
immers Ug(140,10) = 90 en Us(100,6) = 82. Katya kiest dan voor het minder risicovolle aandeel
A1, omdat Ug(100,6) = 64 en Ug(140,10) = 40.

2Zie bijvoorbeeld http://nl.wikipedia.org/wiki/Markowitz.
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De waarde van a heeft dus invioed op de keuze die Sebastian en Katya maken. Katya is meer
risico-avers dan Sebastian en kiest dus voor het aandeel met minder risico. In Tabel 3.1 staat het
nut behorende bij aandeel A7 en aandeel A voor nutsfuncties met verschillende waarden van «.
Personen met een lage a kiezen dus voor het aandeel met meer risico, terwijl bij grote waarden van

o U,(100,6) U, (140,10) | Voorkeur voor
0 100 140 aandeel A,
0.5 91 115 aandeel A,
1 82 90 aandeel A,
1.25 77.5 77.5 indifferent
1.5 73 65 aandeel A7
2 64 40 aandeel A
5 10 -110 aandeel A
10 -80 -360 aandeel A
100 -1700 -4860 aandeel A;

Tabel 3.1: Nut van aandelen A1 en Aj voor verschillende waarden van a.

« gekozen wordt voor het aandeel met minder risico. Het omslagpunt ligt bij « = 1.25; bij deze
waarde is het nut van beide aandelen even groot. Dus een persoon met & = 1.25 is indifferent tussen
aandeel Aq en A,.

. Opgave 3.7 Nutsfunctie in MPT
Kijk nog eens naar het voorbeeld hierboven. Katya en Sebastian kunnen hun geld ook op een
spaarrekening, waarvan de opbrengst 70 is, zetten.
a) Kiest Katya voor deze mogelijkheid? Waarom (niet)?
b) Kiest Sebastian voor deze mogelijkheid? Waarom (niet)?

I Opgave 3.8 Nutsfunctie in MPT
Bekijk de volgende twee nutsfuncties: Uj(u,0) = p — 402 en Uy(u,0) = p — 202, Verder zijn er
twee aandelen met verwachte opbrengsten p4 = 120 en up = 105 en volatiliteiten 0124 = 20 en
0 = 15.
a) Lisanne heeft liever aandeel A dan aandeel B. Welke nutsfunctie geeft dit weer?
b) Kim heeft liever aandeel B dan aandeel A. Welke nutsfunctie geeft dit weer?
c) Wie van de twee dames uit onderdelen a) en b) is het meest risico-avers?

In hoofdstuk 2 hebben we gezien dat we aandelen ook kunnen combineren. Je hoeft niet al je geld in
één aandeel te steken; je kunt een gedeelte in één aandeel beleggen en de rest in een ander aandeel.
Je hebt dan een portefeuille met twee aandelen. Deze portefeuille kun je eventueel combineren met
een spaarrekening. Gegeven deze twee aandelen bevindt het maximale nut zich dan op één van de
volgende twee plaatsen:

e De combinatie van de twee aandelen, die het hoogste nut geeft. (Je gebruikt hier dus niet de
spaarrekening.)
e De combinatie van de twee aandelen én de spaarrekening, die het hoogste nut geeft.
Deze twee situaties moeten apart bestudeerd worden omdat de onderliggende functie van de re-

strictie verschillend is. Daarom zijn het twee verschillende optimaliseringsproblemen. We bestuderen
eerst de combinaties van de twee aandelen, die het hoogste nut geven. Vervolgens bekijken we het
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nutsmaximaliseringsprobleem als de spaarrekening wordt gebruikt. Uiteindelijk vergelijken we de twee
nutswaarden en kiezen we de optie met het hoogste nut.

Voorbeeld 3.7: Nutsfunctie met twee aandelen in MPT

Sebastian en Katya kunnen nog steeds kiezen uit de twee aandelen van het vorige voorbeeld, maar
ze kunnen er ook voor kiezen om een gedeelte te beleggen in aandeel A en een gedeelte in aandeel
Ay. Sebastian wil bepalen welke verdeling voor hem het beste is. Hij gaat w beleggen in aandeel A4
en 1 —w in aandeel Ay. Zijn verwachte opbrengst is dan

up =w-100+ (1 — w) - 140 = 140 — 40w.

Om het risico te bepalen, heeft hij de covariantie tussen de twee aandelen nodig; die is 04, 4, = 30.
Het risico van zijn portefeuille is daarom

Up:\/w2-62+(1—w)2-102+2-w-(1—w)-30

= /76w? — 140w + 100.

Figuur 3.5 geeft alle mogelijke portefeuilles grafisch weer. Merk op dat de y-as bij y = 60 begint. Er

n U(p,0) =100
140 + aandeel A;
120 U(p,0) =60

100 ~

aandeel Aq

80 +

(%
2 4 6 8 10
Figuur 3.5: Alle mogelijke portefeuilles bestaande uit aandeel A; en A; en indifferentiekrommen van Sebastians nutsfunc-

tie.

zijn ook een tweetal indifferentiekrommen van Sebastians nutsfunctie (U(y,0) = p — %02) getekend.
Er geldt dat het maximale nut behaald wordt in het punt waar de indifferentiekromme de lijn met
mogelijke portefeuilles raakt. We zouden dit punt kunnen bepalen door een punt te vinden dat de
twee lijnen gemeenschappelijk hebben en waar de richtingscoéfficiént gelijk is. We hebben een redelijk
eenvoudige uitdrukking voor de indifferentiekromme

- %(72 =k — ulo)=k+ %(72,

maar helaas is het niet zo gemakkelijk om een uitdrukking te vinden voor de lijn die de portefeuilles
weergeeft. Daarom zullen we het vinden van de optimale combinatie van aandelen op een andere
manier oplossen.

We gaan het onderstaande gebonden maximalisatieprobleem oplossen.
Maximaliseer Us(p,0) = p— 302

onder de voorwaarden u = up = 140 — 40w
02 = 0% = 76w* — 140w + 100

De nutsfunctie is in dit probleem onze doelfunctie: we willen de waarde van deze functie zo hoog
mogelijk maken. Dit kunnen we doen door goede waarden voor onze beslissingsvariabelen pu en o
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te kiezen. Als er geen voorwaarden zijn voor de beslissingsvariabelen, dan kun je ¢ = 0 kiezen
en kan p oneindig groot worden. Maar aangezien we enkel portefeuilles bestaande uit aandeel A;
en Ap kunnen kiezen, zijn u en o niet vrij te kiezen, ze moeten gelijk zijn aan pp en op. Omdat
de voorwaarden gelijkheden zijn, kunnen we de voorwaarden substitueren in de doelfunctie. (We
gebruiken hier niet de eerste orde methode, omdat het opstellen van p met variabele o, die voldoen
aan de Pareto set moeilijk is.) Sebastian kan dan de doelfunctie, zijn nutsfunctie, schrijven als een
functie van w:

Us(w) = pp — 305
= 140 — 40w — }(76w* — 140w + 100)
= —38w?* + 30w + 90.

Vervolgens kan hij het optimale gewicht w bepalen door de afgeleide van Ug(w) gelijk te stellen aan
0:
Us(w) = —76w +30 =0,
_ 30 _15
Sebastian moet dus % deel van zijn geld beleggen in aandeel A; en 1 — % = % deel in aandeel Aj.
Het bijbehorende nut is
2
Us(33) = —38- " +30- 33 +90
_ 9535
=9353.
De bijbehorende waarden van up en op zijn respectievelijk
pp) =140 —40- 13

— 4
=1244,

en

op) = \/76- 152 140 12 4100
— 11
= /561
~ 7.5219.

In figuur 3.6 wordt de oplossing van het nutsmaximalisatieprobleem grafisch weergegeven.

U(p,0) =953

140 +

aandeel A,

120 +

100 ~

aandeel A;
80 +

[
2 4 6 8 10

Figuur 3.6: De optimale portefeuille P = % aandeel A; + % aandeel Aj voor Sebastian.
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I Opgave 3.9 Nutsfunctie in MPT

Ook Katya kan ervoor kiezen om w in aandeel A1 en (1 — w) in aandeel A, te beleggen.
a) Schrijf de nutsfunctie van Katya als een functie van w.
b) Vind het optimale gewicht en het bijbehorende nut.

. Opgave 3.10 Nutsfunctie in MPT

Kijk nog eens naar opgave 3.8. Kim en Lisanne kunnen ervoor kiezen om w in aandeel A en (1 —w)

in aandeel B te beleggen.

a) Schrijf de verwachte opbrengst van de portefeuille als een functie van w.

b) Schrijf de volatiliteit van de portefeuille als een functie van w. Neem hierbij aan dat de covariantie
tussen beiden aandelen -10 is (¢4 5 = —10).

c) Schrijf de nutsfunctie van Kim als een functie van w.

d) Vind de optimale verdeling voor Kim en het bijbehorende nut (in vier decimalen nauwkeurig).

e) Schrijf de nutsfunctie van Lisanne als een functie van w.

f) Vind de optimale verdeling voor Lisanne en het bijbehorende nut (in vier decimalen nauwkeurig).

We weten nu hoe we twee aandelen moeten combineren om het nut te maximaliseren. Het is echter
mogelijk dat het nut hoger is voor een combinatie van de twee aandelen én de spaarrekening. Daarom
analyseren we nu die optie. In paragraaf 2.4 hebben we gezien dat de ideale gewichten van de aandelen
voor deze optie bepaald kunnen worden met behulp van de Sharpe ratio voor portefeuilles. Daarmee
kunnen we een nieuw aandeel creéren en dat vervolgens combineren met de spaarrekening.

Voorbeeld 3.8: Nutsfunctie met twee aandelen en sparen in MPT

Sebastian kan, naast beleggen in de twee aandelen, zijn geld ook op een spaarrekening zetten,
waarvan de opbrengst 70 is (us = 70,05 = 0). Hij bepaalt eerst in welke verhouding hij zijn geld
moet verdelen over de twee aandelen. Daarvoor belegt hij w in aandeel A1 en (1 —w) in aandeel
Aj. De verwachte opbrengst en volatiliteit van dit gecombineerde aandeel A zijn

ja = 140 — 40w

en

o4 = V76w? — 140w + 100.

De Sharpe ratio van dit nieuwe aandeel als functie van w (S4(w)) is

SA(w) _ HA — Us

oA
140 — 40w — 70
V76w? — 140w + 100
70 — 40w

" V76w — 140w + 100
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Vervolgens bepaalt Sebastian het maximum van deze functie:

(70—40w) (152w —140)
2v/76w?—140w+100 -0
(v/76w? — 140w + 100)2

) —40v/76w? — 140w + 100 —
Sa(w) =

54

— 40V/76w? — 140w + 100 —

(70—40w) (152w —140)
27612 —140w+100

54
—80(76w? — 140w + 100) — (70 — 40w) (152w — 140) 0
2v/76w? — 140w + 100
=4
— 6080w? 4 11200w — 8000 — (—6080w? + 16240w — 9800) = 0
=4
— 5040w + 1800 = 0
=4
w1805
5040 14

Het nieuwe aandeel A bestaat dus uit 15—4 aandeel A; en 1 — % = % aandeel A, en heeft een

verwachte opbrengst en volatiliteit van

pa =140 —40- 3
=1253,

o4 = \/76(5)% — 140 £ +100

— 2925
- 49

~LBVE,

We kunnen nu de mogelijke beleggingen van Sebastian weer grafisch weergeven, zoals te zien in
figuur 3.7. De dikkere lijn geeft de Pareto set van mogelijke portefeuilles weer. Het eerste deel van

U(p,o) =100
4
140 aandeel A,
120 + aandeel A U(,0) = 60
100

aandeel A;

80

T T T T T o
2 4 6 8 10

Figuur 3.7: De mogelijke portefeuilles bestaande uit de twee aandelen en sparen en twee indifferentiekrommen.

deze dikkere lijn bestaat dus uit combinaties van sparen en het gecreéerde aandeel A. Het tweede
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deel van deze lijn (vanaf aandeel A) bestaat uit de combinaties van A; en A,, waarbij het gewicht
van aandeel A; tussen de 19—4 en 1 ligt.

Laten we het punt met het maximale nut op de lijn van sparen naar aandeel A het punt Q noemen.
Dan moeten we het onderstaande gebonden maximalisatieprobleem oplossen.

Maximaliseer Us(p,0) = p— %‘72

onder de voorwaarden pu = yQZ
0% =0

We lossen dit probleem eerst op via de substitutiemethode. Laat B het deel van Sebastian's geld zijn
dat hij in aandeel A belegt; hij zet dan (1 — B) op de spaarrekening. Dan worden i en aé gegeven
door respectievelijk

Ho = Bra+ (1—B)us
= B-12557 + (1 —B) - 70

=70+ 308,

g =Poa+(1—PB)os+2B(1—B)oas
= Boy

_15
= 2 V13p.
Het optimaliseringsprobleem voor Sebastian wordt dan onderstaand gegeven.

Maximaliseer US(‘u’g) =y %02
onder de voorwaarden u =g =70+ @ﬁ
or =05 = BVi3p

Omdat de voorwaarden gelijkheden zijn, kunnen we die substitueren in de doelfunctie:

Us(B) = Hg — 305
— 390 1, 2925 p2
=70+7p—7" "%
= —Z2B+ 2B+ 70.

We vinden het optimale gewicht door de afgeleide van deze functie naar § te bepalen en die gelijk
te stellen aan 0:

Ug(p) = ~%PB+ % =0

&
2925 5 _ 390
v P="7
&
p= A9 .30 _ 14
=295 77 T 1

Sebastian zal dus % deel op de spaarrekening zetten en de overige % over de twee aandelen verdelen

in de verhouding die hij bij het uitrekenen van de Sharpe-ratio bepaald heeft; hij zal dus % . % = %

beleggen in aandeel Ay en 3£ . 2 = 2 beleggen in aandeel Aj,.
1 514~ 5
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72 3. De portefeuilletheorie van Markowitz

Dit geeft een verwachte opbrengst en volatiliteit van respectievelijk

_ 390 14
Q=70+ 15

=122,

__ 15 14
Q=7 V135

=2V13

~ 7.2111.

Het nut U is gelijk aan

Us(B) = =88 - () + 5 5 +70
= 96.

Voor het vinden van het maximale nut kunnen we in dit geval echter ook de eerste orde methode
gebruiken. In figuur 3.7 zijn naast de Pareto lijn ook twee indifferentiekrommen van Sebastian’s
nutsfunctie gegeven. De richtingscoéfficént van de lijn tussen sparen en aandeel A is gelijk aan
de Sharpe ratio van aandeel A. Hier gaan we direct gebruik van maken. We schrijven de indif-
ferentiekromme als een functie p van ¢ en bepalen het optimale nut door het raakpunt van de
indifferentiekromme met de kromme van portefeuilles te bepalen. De lijn van sparen naar aandeel A
wordt gegeven door

Ha(0) =704+S4 - 0.

De indifferentiekromme van de nutsfunctie met waarde k wordt bepaald door Us(p,0) = p — o2 =
k. We kunnen dit herschrijven tot

1(0) = k+ 12,

Er moet dus gelden dat

Laten we eerst de afgeleiden aan elkaar gelijk stellen. De afgeleide van de lijn tussen sparen en
aandeel A is dus de Sharpe ratio van aandeel A, oftewel S ():

70 —40 -
Salfr) = =
V76(%)% — 140 & + 100

5
553

2925
4

39

7
BV
26

< g

2

=2V13.
De afgeleide van de indifferentickromme is

me) =320

Il
S} Nl—
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3.2. Het model van Markowitz

Aangezien de afgeleiden aan elkaar gelijk moeten zijn, geldt er dat
o =2V13.

We kunnen nu de bijbehorende verwachte opbrengst berekenen via de functie py:
#2(2V/13) =70 + S 4 - 2V/13

=7042v13-2V/13
=70+4-13
= 122.

Het bijbehorende nut is dan
U(122,2v13) = 122 - 1(2v/13)% = 9%6.

We kunnen dit ook weer in een grafiek weergeven; zie figuur 3.8. Sebastian weet nu dan wel het

U(p,0) =96
4
140 + aandeel A,
120 + aandeel A
100

aandeel A;

80

T T T T T o
2 4 6 8 10

Figuur 3.8: De optimale portefeuille Q bestaande uit de twee aandelen (A; en A;) en sparen.

optimale punt en de verhouding waarin hij in aandelen A; en A moet beleggen, hij weet nog niet
welk deel hij moet sparen en welk deel hij moet beleggen. Laat B het deel zijn dat hij belegt; dat
betekent dat hij (1 — B) op de spaarrekening zet. Het punt (¢, #) = (0,70) komt overeen met alles
sparen en dus met B = 0; het punt (o, 1) = (£1/13,1255) komt overeen met alles beleggen en dus
met B = 1. Het optimum bevindt zich in het punt (o, u) = (2/13,122); dat is op

2v/13 2 14

B A2 1B 15
PViZ 7 15

van de lijn, wat betekent dat g = %. Sebastian zal dus %—de deel van zijn geld op de spaarrekening

zetten en het overige verdelen over de twee aandelen: f-w = % . 15—4 = %—de deel beleggen in aandeel

AjenB-(1- w)% . % = %—de deel beleggen in aandeel A,.

Merk op dat Sebastian maximaal een nut van 95% haalt zonder de spaarrekening. Het maximale

nut heeft hij dus door %—de deel te sparen, %—de deel te beleggen in aandeel A; en %—de deel te

beleggen in aandeel A,. Het nut is dan 96.

. Opgave 3.11 Nutsfunctie in MPT
Kijk nog eens naar bovenstaand voorbeeld. Katya's nutsfunctie is

Uk(p,0) = p— o>

Ook Katya kan kiezen om haar geld te spreiden over de twee aandelen en de spaarrekening. We
gaan ook voor Katya de optimale verdeling vinden.
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a) We beginnen met het vinden van de combinatie van aandelen A en A, waarvoor de Sharpe ratio
maximaal is. We beleggen w in aandeel Aj en 1 —w in aandeel A,. Leg uit dat ook voor Katya
geldt dat %—de deel in aandeel A belegt zal moeten worden en %—de deel in aandeel A,.

b) Schets in een (o, u)-assenstelsel de kromme met de portefeuilles uit de Pareto set (zie ook figuur
3.7).

c) Schets in de grafiek van onderdeel b) ook een aantal indifferentiekrommen van Katya's nutsfunc-
tie.

d) Vind de optimale verdeling van Katya's geld over aandelen Aj en A, en de spaarrekening door
de eerste orde methode.

e) Katya belegt B in het gecombineerde aandeel en zet 1 — B op de spaarrekening. Schrijf de
verwachte opbrengst en volatiliteit van deze portefeuille als functie van .

f) Schrijf vervolgens de nutsfunctie van Katya als functie van 8 en vind de optimale verdeling over
aandelen A7 en A, en de spaarrekening door deze functie te maximaliseren. (substitutiemethode)
Wat is het bijbehorende nut?

g) Zie opgave 3.9, onderdeel b). Welke combinatie van aandelen A; en A, en de spaarrekening
geeft Katya het hoogste nut?

Randmaxima

Voorbeeld 3.9: Nutsfunctie met twee aandelen en sparen in MPT
Laten we nog eens kijken naar de twee aandelen en spaarrekening waaruit Sebastian en Katya kunnen
kiezen. We weten onderstaande.

H1 = 100 Hr = 140 HUs = 70

o] = 6 0y = 10 02 = 30
Nu gaan we echter kijken naar de keuze van Ramon. Hij is niet erg risico-avers; zijn alfa is ag = 0.25
en zijn nutsfunctie wordt daarmee

Ur(p,0) = p— 2

Als hij alleen kan kiezen tussen de twee aandelen, dan zal hij gaan voor aandeel A,, want Ug(140,10) =
127.5 en Ug(100,6) = 95.5, dus het nut van aandeel A, is hoger dan het nut van aandeel Aj. Hij
zal zeker geen geld op de spaarrekening zetten; daar zou hij namelijk een nut van Ug(70,0) = 70
van hebben.

Stel nu dat Ramon een portefeuille met de twee aandelen zou kunnen samenstellen. In de vorige
voorbeelden hebben we gezien dat de verwachte opbrengst en volatiliteit van zo'n portefeuille, waarin
we w beleggen in aandeel A1 en (1 —w) in aandeel Ay, gelijk zijn aan

up = 140 — 40w,

op = /76w? — 140w + 100.

Ramon vult in zijn nutsfunctie pp en op in op de plaatsen van u en ¢ en krijgt zo een nutsfunctie
die afhangt van w:

Ug(w) = 140 — 40w — L (76w? — 140w + 100)
= —9.5w% — 22.5w + 127.5.
We vinden nu het optimum door de afgeleide van Ug (w) gelijk te stellen aan nul:

Up(w) = —19w — 22.5 = 0

—19w = 225
_ 225 _ _ 45
W=-75 = "3
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3.2. Het model van Markowitz

Het bijbehorende nut is

Ur(—53)

We krijgen nu een negatief gewicht voor aandeel A;. We gaan er in dit dictaat vanuit dat negatieve
gewichten niet toegestaan zijn. Maar wat gebeurt er nu? Zie figuur 3.9, waarin we de grafiek
uitvergroten rond het punt (o, 1) = (10,140), dus rond aandeel A, en het berekende optimum. In

— 125
= 14013,

75

=14018

152

H
Ur(p,0)
200 +
berekend optimum Ug(p,0) = 1273

180
160
140 aandeel Ap

1 1 1 | | | —

10 12 14 16 18 20 22

Figuur 3.9: De optimale keuze van Ramon bij een portefeuille met de twee aandelen.

figuur 3.9 zie je dat je de kromme die je door de punten (o, u) = (6,100) en (o, u) = (10,140) hebt
getekend nog verder door kan tekenen. Dit komt echter overeen met negatieve gewichten, die we
niet toestaan. De nutsfunctie van Ramon raakt de kromme met mogelijke portefeuilles in een punt
dat overeenkomt met een negatief gewicht voor aandeel A;. We kunnen nu de indifferentieckromme
naar beneden schuiven totdat we een toegestaan punt raken; dit is het punt (o, i) = (10,140). Dat
betekent dus dat Ramon het beste alles in aandeel A, kan beleggen.

Je kunt het ook op een andere manier analyseren. Ramon’s nutsfunctie heeft in principe geen max-
imum voor 0 < w < 1. Dit betekent dat het hoogste nut op dat interval zich bevindt aan de rand;
dus voor w = 0 of voor w = 1. Ur(0) = 127.5 en Ug(1) = 95.5. Dus het hoogste nut is te vinden
bij w = 0 en daarom bij een volledige belegging in aandeel A,. Het nut is 127.5.

Tenslotte kan ook Ramon de spaarrekening toevoegen. Om de optimale verdeling van zijn geld
te bepalen, moet hij eerst de optimale Sharpe ratio berekenen. Aangezien Ramon kan kiezen uit
dezelfde aandelen en spaarrekening als Sebastian, geldt ook voor hem dat het optimale gecombi-
neerde aandeel A bestaat uit 15—4 aandeel A1 en % aandeel Ajp; dit gecombineerde aandeel heeft een
verwachte opbrengst en volatiliteit van

pa =140 —40- 3
= 1253,

o4 = \/76(5)% —140- & +100

_ 2925
49

Bvis,
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en de optimale Sharpe ratio is dan
Sa(s) =2V13.

De lijn met portefeuilles uit de Pareto set, die bestaat uit combinaties van sparen en aandeel A is
de dikke lijn in figuur 3.10. We gebruiken de eerste orde methode om het maximale nut van Ramon
op deze lijn te vinden. De indifferentieckromme van Ramon wordt gegeven door

i(0) = k+ 3o?

We stellen eerst de afgeleide van deze indifferentiekromme gelijk aan de Sharpe ratio. Ramon vindt
dan

%UzZ\/ﬁ,
c=4-2V/13
=8V/13.

De bijbehorende waarde van p is

p=70+2v13-c

=70+2V13- (8V13)
= 278,

en het bijbehorende nut is

UR(278,8v13) =278 — L - 832
= 174.

Dit punt is ook weergegeven in figuur 3.10. Zoals te zien is, valt dit punt niet op de kromme met

M
310 + Ug(p,0) =174
berekend optimum twee aandelen en sparen Ugr(p,0) = 140%

260 1 U (p,0) = 127}
210
160 berekend optimum twee aandelen
110 A
sparen g

1 1 1 1 1 —

5 10 15 20 25 30

Figuur 3.10: De optimale keuze van Ramon bij een portefeuille met de twee aandelen en de spaarrekening.

portefeuilles uit de Pareto set (de dikke kromme). Ook hier zit het hoogste nut dus aan één van
de randen; dus of alles sparen of alles in aandeel A. Ug(70,0) = 70 en U(1253,12/13) = 1183

392
Aandeel A is dus optimaal, met nut 1183%.
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Deze optie is natuurlijk minder goed dan de portefeuille P, de combinatie van alleen A en Aj;
waar het nut maximaal is. De optimale beleggingsstrategie van Ramon verandert dus niet als we de
mogelijkheid van spreiden toevoegen, omdat de extra mogelijkheden zorgen voor negatieve gewichten
en dat staan we niet toe. Alles beleggen in aandeel A, is een randmaximum.

Opgave 3.12 Nutsfunctie in MPT

Kijk nog eens naar opgave 3.8 en 3.10. Neem aan dat Kim en Lisanne hun geld ook op een

spaarrekening kunnen zetten, waarbij geldt dat de opbrengst 90 euro is (g = 90).

We gaan eerst de verdeling van de aandelen A en B bepalen waarvoor de Sharpe ratio maximaal

is.

a) Er wordt w in aandeel A en 1 —w in aandeel B belegt. Schrijf de verwachtingswaarde en de
volatiliteit van dit gecombineerde aandeel C als functie van w.

b) Schrijf de Sharpe ratio van aandeel C als functie van w (noteer deze met Sc¢(w)).

c) Vind w zodat S¢(w) maximaal is.

d) Schets in een (o, p)-assenstelsel de kromme met portefeuilles in de Pareto set.

Laten we eerst voor Kim de optimale verhouding bepalen via de eerste orde methode.

e) De vergelijking van een indifferentiekromme met waarde k voor Kim is p — 402 = k. Herschrijf
deze vergelijking naar u(c) = ... en bepaal de afgeleide hiervan.

f) Bepaal de richtingscoéfficiént van de lijn tussen alles sparen en alles beleggen in het gecombi-
neerde aandeel C.

g) Vind de optimale verdeling over de spaarrekening, aandeel A en aandeel B door de afgeleide in
onderdeel e) gelijk te stellen aan de richtingscoéfficiént in onderdeel f).

h) Bereken het nut van Kim in onderdeel g) en vergelijk met het nut in opgave 3.10, onderdeel d).
Waar kiest Kim voor?

Vervolgens bepalen we de optimale verhouding voor Lisanne met behulp van de substitutiemethode.

Lisanne’s nutsfunctie is U(p, o) = p — 202.

i) Lisanne belegt B in het gecombineerde aandeel en zet 1 — B op de spaarrekening. Schrijf de
verwachte opbrengst (up) en volatiliteit (op) van deze portefeuille als functie van B.

J) Schrijf vervolgens de nutsfunctie van Lisanne als functie van B en gebruik deze om de optimale
verdeling van haar geld over de spaarrekening, aandeel A en aandeel B te vinden.

k) Bereken het nut van Lisanne behorende bij onderdeel j) en vergelijk met het nut in opgave 3.10,
onderdeel f). Waar kiest Lisanne voor?

Opgave 3.13 Nutsfunctie in MPT
We kunnen beleggen in een tweetal aandelen (A en B) of ons geld op een spaarrekening zetten. We
weten hierover het onderstaande.

pa=10  up=15  ps=38
03 =3 0% =8 Tap=—2

Verder is gegeven dat o = 2.

a) Schrijf de MPT-nutsfunctie U(yu,0) op. Als je kunt kiezen uit alles beleggen in aandeel A, alles
beleggen in aandeel B of alles op de spaarrekening zetten, wat kies je dan?

We laten de spaarrekening nu even buiten beschouwing en nemen aan dat we aandeel A en B kunnen

combineren.

b) Je belegt w in aandeel A en 1 — w in aandeel B. Schrijf de verwachte opbrengst en volatiliteit
van deze portefeuille als functie van w.

c) Schrijf vervolgens de nutsfunctie als functie van w en vind de optimale verdeling over aandelen
A en B. Wat is het nut?

Tenslotte gaan we ook de spaarrekening weer meenemen.

d) Eerst vinden we de optimale combinatie van aandelen A en B met behulp van de Sharpe ratio.
Laat C het gecombineerde aandeel zijn, waarbij w het gewicht van aandeel A en 1 — w het
gewicht van aandeel B is. Schrijf de Sharpe ratio van het gecombineerde aandeel C als functie

van w (Sc(w)).
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78 3. De portefeuilletheorie van Markowitz

e) Vind de verdeling van aandelen A en B in dit gecombineerde aandeel.

f) Schets de kromme met de portefeuilles in de Pareto set in een (o, u)-assenstelsel (zie ook figuur
3.7).

g) Beleg nu B in het gecombineerde aandeel en zet (1 — ) op de spaarrekening. Gebruik je favoriete
methode om de optimale verdeling van je geldt over aandeel A, aandeel B en de spaarrekening
te vinden. (De mogelijke methodes: raakpunt indifferentieckromme en kromme met mogelijke
portefeuilles of optimaliseren van de nutsfunctie als functie van .)

h) Welke belegging geeft het hoogste nut? Wat zijn de bijbehorende verwachtingswaarde en
volatiliteit?

3.3 Van twee naar meer aandelen

We kunnen het optimaliseringsprobleem natuurlijk uitbreiden naar meer dan twee aandelen. Echter,
zonder kennis van matrices en vectoren is het lastig om dit wiskundig aan te pakken en we zullen dit
dan ook niet doen. We kunnen er wel grafisch naar kijken en dan blijkt dat het idee dat we in de
vorige paragraaf gebruikt hebben, nog steeds toepasbaar is.

Voorbeeld 3.10: Nutsfunctie met drie aandelen en sparen in MPT

We kijken nogmaals naar Sebastian en Katya en bekijken nu die situatie van Katya. Haar nutsfunctie
is

Uk(p,0) = — o™

Katya heeft, naast de twee aandelen die we tot nu toe beschouwen, nog een aandeel om uit te
kiezen. De gegevens over alle aandelen en de spaarrekening zijn hieronder gegeven:

Aandeel Ay: pa, =100 en o, =7,

Aandeel Ay: pa, =140 en 04, = 10;

Aandeel Az: g, =160 en 04, = 12;
e Spaarrekening: pug = 70;

e Covarianties: 04, a4, =30, 04, 4, = —10 en 04, 4, = —5.

Door aandelen A1, Ay en A3z te combineren krijgen we de portefeuilles in het grijze gebied in figuur
3.11. Natuurlijk zijn niet al deze portefeuilles interessant, zoals we gezien hebben in hoofdstuk 2.
Alleen de portefeuilles met een zo hoog mogelijke verwachte opbrengst, waarbij het risico zo laag
mogelijk gehouden wordt, zijn interessant. Deze vormen samen de Pareto set. Deze set ligt op de
dikke lijn in figuur 3.11. Als we nu deze drie aandelen willen combineren met de spaarrekening, dan
trekken we vanuit (o, 1) = (0,70) een lijn die raakt aan de kromme van de Pareto set van de drie
aandelen; zie figuur 3.12. De optimale portefeuille kunnen we nu vinden door indifferentiekrommen
van de nutsfunctie van Katya te tekenen en deze net zolang te schuiven totdat deze de dikke lijn
in figuur 3.12 raakt. Dit proces is weergegeven in figuur 3.13. Het optimale nut voor Katya blijkt
98.79 te zijn; hierbij belegt ze ongeveer 18.39% in aandeel Ay, 31.16% in aandeel Ap, 33.61% in
aandeel A3z en zet ze de overige 16.84% op de spaarrekening. Dit kun je uiteraard niet aflezen uit
een plaatje, maar het is mogelijk om dit via lineaire algebra te bepalen. Deze methode valt echter
buiten de stof van deze keuzemodule.
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3.3. Van twee naar meer aandelen
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Figuur 3.11: De combinaties van drie aandelen.
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Figuur 3.12: De combinaties van drie aandelen met de spaarrekening.
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3. De portefeuilletheorie van Markowitz

Uk (p,0) =90

aandeel Az

T

eaandeel A;

eaandeel A

sparen

Uk (1, ) = 98.79

aandeel Aj
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eaandeel A;

e®aandeel A
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Figuur 3.13: Schuiven met de indifferentiekromme van Katya's nutsfunctie.
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3.4. Samenvatting 81
3.4 Samenvatting

Begrippen

indifferentiekromme : kromme die punten met een gelijke functiewaarde verbindt;

MPT : moderne portefeuille theorie: theorie, ontwikkeld door Markowitz, die gebruikt kan
worden om een portefeuille met aandelen samen te stellen;
nutsfunctie : functie die de voorkeuren van een persoon weergeeft.
Notatie

U(-)  : nutsfunctie (U van het Engelse ‘utility’);
U(p, o) : nutsfunctie gebruikt binnen de MPT;
o . parameter voor risico-aversie (hoe groter a, hoe meer risico-avers).

Formules
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Het sommatieteken

A.1 Het sommatieteken

Voorbeeld A.1: Een driechoek bouwen

Stel dat we een driehoek willen bouwen, begin-

nend met tien blokken op de onderste rij, ne-

gen op de tweede rij, acht op de derde en zo

verder tot twee blokken op de negende rij en \ \ \ \ |
één op de tiende. Hoeveel blokken zijn er dan ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ l

nodig? In totaal zijn er dan 1 +2+3+4+ 4+ [ [ [ [ [ [ [ \
54+6+7+8+9+10 = 55 blokken nodig. \ \ \ \ \ \ [ [ |

Als de onderste rij uit n blokken bestaat met n een geheel getal, dan zijn er in totaal 14+2+4 ...+
(n —1) + n blokken nodig. Het totale aantal blokken dat we nodig hebben, is afhankelijk van de
waarde van n.

In de wiskunde komt het vaak voor dat je een heleboel getallen bij elkaar op wilt tellen. In het
bovenstaande voorbeeld waren we bijvoorbeeld geinteresseerd in de som 14+2+...4+ (n—1) +n.
Er is in de wiskunde behoefte aan een notatie om een som kort en overzichtelijk weer te geven. Deze
sectie houdt zich bezig met hoe we dat in de wiskunde doen.

Om een som kort en overzichtelijk weer te geven is in de wiskunde het sommatieteken X ingevoerd.
De letter X is de hoofdletter sigma uit het Griekse alfabet en staat dus voor het nemen van een som.
Als je de notatie

23
Y
k=1

tegenkomt, dan betekent dat het volgende: vul in uy achtereenvolgensk =1, k=2, ..., k=23 in
en tel de 23 getallen die je op deze manier krijgt (11, uo, ..., u>3) bij elkaar op.

Voorbeeld A.2: Uitwerken sommatieteken
5
Y (K +k) = (P+1)+(224+2)+ (3 +3)+ (4> +4) + (5> +5)

k=1
2+6+12+30+30=70.
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84 A. Het sommatieteken

Merk op dat we in de uitdrukking (k2 + k) dus achtereenvolgens k = 1, k = 2 tot en met k = 5
invullen en deze uitkomsten vervolgens bij elkaar optellen om de uitkomst van de som te krijgen.

5
In bovenstaand voorbeeld zien we dat ) (k2 + k) gewoon een getal is en dat dit getal niet van de
k=1
letter k afhangt. Immers voor k vullen we achtereenvolgens de getallen één tot en met vijf in. De
variabele k komt dus niet in het eindantwoord voor. We hadden voor k ook een willekeurige andere

5
letter kunnen kiezen, zonder dat de waarde van de som verandert: als je Y (j> + j) uitwerkt, dan
j=1
krijg je opnieuw 70.

Voorbeeld A.3: Een driehoek bouwen
Bij het bouwen van de driehoek met een onderste laag van 10 blokken zijn erintotaal 1+2+-- -+ 10

10
blokken nodig. Met behulp van het sommatieteken kunnen we dit aantal ook schrijven als Y~ k. Voor
k=1
n
een driehoek met een onderste laag die n blokken groot is, zijn er Y. k blokken nodig.
k=1

. Opgave A.1

Stel we willen een piramide bouwen met behulp van blokken, waarbij de bovenste laag uit één blok

bestaat, de tweede laag uit vier blokken, de derde laag uit negen blokken en zo verder.

a) Hoeveel blokken heb je nodig als je een piramide bouwt van 5 lagen? Hoe kun je dit aantal met
een sommatieteken weergeven?

b) Geef met behulp van een sommatieteken weer hoeveel blokken er nodig zijn als je een piramide
wilt bouwen met n lagen, waarbij n een geheel getal is.

A.2 Eigenschappen van het sommatieteken

Soms kunnen je een sommatie op verschillende manieren uitrekenen, door de termen op een andere
manier te rangschikken. Het volgende voorbeeld maakt dit duidelijk.

Voorbeeld A.4: Eigenschappen sommatieteken

5
We kunnen Y (k% + k) herschrijven tot
k=1

4k = (1241)+(2%+2)+ (3% +3)+ (4> +4)+ (52 +5)

o

k=1

= (12422432442 +5)+(1+2+3+4+5)

5 5
= Y+ Y k

k=1 k=1

5 5 5
De som Y (k% +k) kan dus ook berekend worden door de sommaties Y~ k*(= 55) en Y. k(= 15)
k=1 k=1 k=1

uit te rekenen en bij elkaar op te tellen.
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A.2. Eigenschappen van het sommatieteken 85

Voorbeeld A.5: Eigenschappen sommatieteken

5
We berekenen op twee manieren Y 2k. Allereerst door alle termen te berekenen en op te tellen:
k=1

Y 2%k = 2-142:242:3+2-4+2-5

= 2+4+6+8+10=30.

Maar we hadden ook kunnen schrijven

Y 2%k = 2:-142:242:3+2-4+2-5
= 2(14+2+3+4+5)

5
= 2) k=2-15=230.
k=1

Beide berekeningen leveren hetzelfde antwoord op.

De eigenschappen die we in bovenstaande voorbeelden gezien hebben, kunnen veel algemener gefor-
muleerd worden.

Eigenschappen sommatieteken

n n n
L Y (ueto) = X up+ ¥ g
k=1 k=1 k=1

n

n
2. Y coup=cY ug
k=1 k=1

Voorbeeld A.6: Eigenschappen sommatieteken

Merk op dat we in het eerste voorbeeld eigenschap 1 van het sommatieteken toepassen met u; = K2,
vy =k en n=>5. In het tweede voorbeeld wordt de tweede eigenschap toegepast met ¢ =2, u, =k
enn=>5.

. Opgave A.2

5 .
a) Bereken Y (2k+ 1) door alle zes de termen te berekenen en bij elkaar op te tellen.
k=0

5
b) Bereken nogmaals Y (2k + 1) maar nu door gebruik te maken van de eigenschappen van het

_ k=0
sommatieteken.
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86 A. Het sommatieteken

A.3 Gemengde opgaven

. Opgave A.3

Schrijf met behulp van het sommatieteken

a) 2+4+6+8+10+12.

b) 24+4+6+---+2(n—1)+2n, met n een geheel getal.
c) 1+4+7+4+---4+(3n+1), met n een geheel getal.

. Opgave A.4

5 8
a) Bereken Y 2en Y 2.
k=1 k=1

n
b) Laat n een geheel getal zijn, druk Y 2 uit in n.
k=1

I.’_‘I
TILBURG oj;%?fg_ & UNIVERSITY
l\;fl



Antwoorden

B.1 Antwoorden hoofdstuk 1

Opgave 1
a) Schieten met kruisboog op schietschijf.
b) Bijvoorbeeld: ‘het aantal punten’ of ‘wel of niet raak’.
9 x |10 8|6 | 4| 2|0
P(X =x;) | 0.2 | 0.3 | 0.3 | 0.1 | 0.05 | 0.05
d) E(X)=6.7, VAR (X) =691, SD(X) ~ 2.6287.
e) E(Y) =375 VAR(Y) = 84375, SD(Y) ~ 2.9047.
f) Roy heeft hogere verwachtingswaarde, dus betere schutter.
g) Roy heeft bovenop een hogere verwachtingswaarde ook minder spreiding, wat hem ook preciezer en daardoor
beter maakt.

Opgave 2
a) Het gooien met een munt. X = ‘aantal keer kop bij 1 worp’.
b) Xi | 0 | 1

P(X=x) | 05] 05
¢) E(X) =05 VAR(X) =025, SD(X) = 0.5.

Opgave 3
a) EX)=71E(Y)=71.
b) VAR(X) =1.09, SD(X) ~ 1.0440, VAR (Y) =159, SD(Y) =~ 1.2610.
c) Ze hebben hetzelfde gemiddelde cijfer, maar in de klas van Van Dam is de spreiding groter: dus meer heel goede
en meer heel slechte.

Opgave 4

a)  x; 0
P(X = x,‘) 1

b) E(X)=0, VAR(X) =0, SD(X) = 0.

Opgave 5
a)  x; c
P(X = x,‘) 1

b) E(X)=c, VAR(X) =0, SD(X) = 0.

Opgave 6
a) P(X=3 en Y=2)
b) P(X=3 en Y
¢) P(X =3)=030.

Opgave 7
a)  x; | o 50 | 100
P(X=x)]02]05] 03
Yi | 0 1|12 |3
P(Y=y;) | 0.1 |04 ]04]O01

b) E(X) =55, VAR (X) = 1225, E (Y) = 1.5, VAR (Y) = 0.65.
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€) P(X=50 en Y=2)=025
d) P(Y=2)=04.
e) P(X=50)=05.

Opgave 8
a) P(X=1 en Y=1)=0.14.
b) P(Y =1)=0.50.

=1 en Y=1) 4

c) P(X=1gegevendatY =1) = P(XPW = % = 0.28 (zie theorie na de opgave).

Opgave 9
a) P(X =50y =2) =92 =0625en P(Y =2|X =50) = & =05.
b) P(X=0]Y=3)=0en P(Y =3|X =0) =0.
c) P(Y=1|X=100) = % en P(X =100]Y = 1) = 0.175.

Opgave 10
a) COV(X,Y)=125.
b) Positief verband, wel logisch (als je meer geld hebt, kun je meer geld uitgeven).

Opgave 11
a)  x; 2 3 4 5 7 8 9 12
P(X=x)|01]02|01|01]02]01]01]0.1
Y 6 8 9 10 13 15 18 24
P(Y=y;) | 01]01]|01|01]02]01]01]|O02

b) E(X)=6en VAR (X) =09.
c) E(Y) =14 en VAR (X) = 36.
d) COV(X,Y) = —16.4.

Opgave 12
COR(X,Y) ~ 0.4430.
Opgave 13
COR(X,Y) = — 4.
Opgave 14
COV(X,Y) =0. Uit X volgt Y en dus zijn ze niet onafhankelijk.
Opgave 15
E(Z) =203 en VAR (Z) = 12.96.
Opgave 16
a) E(Z) =89 en VAR (Z) =571.

(z
b) E(Z) =88 en VAR (Z) = 1712.

c) E(Z)=296% en VAR(Z) = 8.

d) E(Z) = —345.37 en VAR (Z) = 33.6205.
Opgave 17

a) COV(X,Y) =0 (X en Y onafhankelijk).
b) a=b=1enc=0.

Antwoorden

¢) VAR(Z)=VAR(1-X+1-Y+0)=12-VAR(X)+12-VAR(Y) +2-1-1-COV(X,Y) = VAR (X) + VAR (Y) +2-

0 = VAR (X) + VAR (Y).

Opgave 18
E(W)=14.

Opgave 19
VAR (W) = 811.

Opgave 20
VAR (W) =771,

Opgave 21
a) py =10, 0% =162 en oy = 12.7279.
b) v =123, 0% = 12649} en oy ~ 112.4689.
c) uy =112}, 02 = 126491 en oy ~ 112.4689.
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Antwoorden 89

d) a) py =10, 0% =174 en oy =~ 13.1909.
b) uy =12, 0% = 134501 en oy ~ 115.9752.
c) py =112, 17‘2, = 13450}1 en oy ~ 115.9752.

Opgave 22
a) x |3]6]9]
PX=x) [ 312174l
b) E(X )—6 VAR (X) =44 en SD(X) = V2
c) y, | 1 | 2 3 | 4
P(Y=y;) | 0.40 | 0.20 | 0.20 | 0.20

d) E(Y) =24, VAR(Y) =15 en SD(Y) = {V/34.

Opgave 23
a) E(X)=43en E(Y)=35.
b) Nee, beide niet. Bij de rode wel, bij de groene niet (verwachtingswaarde van het aantal gegooide ogen bij een
eerlijke dobbelsteen is 3.5).

Opgave 24
a) Omdat P(X = x; en Y = y;) > 0 geldt ook Z;ﬂ=1 P(X=2x en Y =y;) =PX
geldt Y} 1Z] 1P(X=x en Y=y) =Y, P(X=x)=1enomdat P(X = x;) >
P(X = x;) <1 (anders zou de som van de termen groter dan één worden).

b) L P(X=x) =Y 1 L P(X=x en Y=y)=1

= x;) > 0. Verder
0, moet ook gelden

Opgave 25
a) E(X)=16¢en VAR(X) = 0.94.
b) =z | 0 | 1500 | 3000 | 4500

P(Z=z) | 0.15 | 0.30 | 0.35 | 0.20
c) E(Z) =2400 en VAR (Z) = 2115000.
d) E(Z) = 2400 en VAR (Z) = 2115000.
e) W =1500X — 500.
f) E (W) =1900 en VAR (W) = 2115000.
g) COV(W,Z) = 2115000.

Opgave 26
S o |1 |23 _ o | 1|2
P(X=x;) | 0.20 | 0.40 | 0.30 | 0.10 P(Y=y;) | 0.40 | 0.40 | 0.20

b) P(X=1 en Y=2)=0.10, P(X=1)=040, P(Y =2) =0.20 en P(X = 1|Y = 2) = 0.50.
¢) E(X)=13en VAR (X) =081.

d) E(Y) =08 en VAR(Y) = 0.56.

e) COV(X,Y)=0.04 en COR(X,Y) ~ 0.0594.

) o Lo | 1 [ 2|3 | a
P(V=o0;) | 0.10 | 0.20 | 040 | 020 | 0.10 "
w; | o | 1 | 2| 3| 4

P(W = w;) | 0.10 | 0.20 | 0.30 | 0.30 | 0.10

g) E(V)=2enVAR(V) =12.

h) E(W)=21en VAR (W) =1.29.

i) COV(V,W) = —0.52 en COR(V,W) = —0.4179.

j) Ja, bij chocomelk hoort slagroom, dus positief verband. Mensen die koffie drinken, drinken vaak minder thee en

vice versa, dus koffie en thee hebben een negatief verband.

k) Z=15X+0.75Y 425V +22W.

) E(Z)=1217.
m) Nee, je weet de covarianties tussen X en V, tussen X en W, tussen Y en V en tussen Y en W niet.

Opgave 27
VAR (X) = COV(X, X)

Opgave 28
a) E(Z) =aE(Xy)+aE (Xz)+a3E (X3) en VAR (Z) = a2VAR (X1) + a3VAR (X;) +a3VAR (X3) +2a182COV (X3, X2) +
2a1a3COV(X1,X3) + 2ﬂ2ﬂ3COV(X2, Xg).
b) E(Z) =mE(X1)+aE(X2) +...+a,E(Xy) = LjLq aE (X;).
) VAR(Z) = YI; a?VAR (Xi) + L1 T 20 a]cov(xl,x ).
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90 Antwoorden

B.2 Antwoorden hoofdstuk 2

Opgave 1

o4 = /93600.
pg = 3 -1000 + § - 1090 + § - 1210 = 1100.
1
3

oz = 1+ (1000 — 1100)2 + 1 - (1090 — 1100)? + 4 - (1210 — 1100)2 = 7400.
or = V/7400.
Opgave 2

a) Spaarrekening: € 1100, attractiepark: €900, reisbureau: € 1000, ijsjesfabrikant: € 1050.
b) Bijvoorbeeld variantie.
c) Spaarrekening: 0, attractiepark: 93600, reisbureau: 7400, ijsjesfabrikant: 7400.

Opgave 3
Eigen antwoord.
Opgave 4
a) Spaarrekening  Ajax  Feyenoord PSV
U 97.2 101 105 100
o? 0 936 728 200
b) Spaarrekening Ajax Feyenoord PSV
U 97.2 100.7 108.5 97.5
a? 0 1013.31 798.75 168.75
Opgave 5
a) Laat J de opbrengst van een aandeel in Jolande zijn en H de opbrengst van een aandeel in Heidi.
i 19 | 16 | 6 | 13 enh | 14 | 20 | 12 | 8
P(J=j) | 0.10 | 0.10 | 0.30 | 0.50 P(H=h) | 0.10 | 0.10 | 0.30 | 0.50
b) Spaarrekening  Jolande Heidi
U 10.5 11.8 11
o 0 42143  3.7148
o) 19 |16 | 6 | 13 en | 14 | 20 | 12 | 8
P(J=j) | 2/12 | 2/12 | 3/12 | 5/12 P(H=h) | 2/12 | 2/12 | 3/12 | 512
Spaarrekening  Jolande Heidi
u 10.5 12.75 12
o 0 4.4371  4.2426
Opgave 6
110
M Spaarrekening
A Ajax
= & Feyenoord
e | | @PSV
g 105 ¢
&
a
o
P A
5 100} °
©
2
L
> [ |
95 |
0 10 20 30 40

Volatiliteit (c)
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Opgave 7
13
MW Spaarrekening
12.5 ¢ Jolande
= @Heidi
I 12}
[=2]
o ¢
2
o 115
3
=
é 11 )
L
>
10.5m
10 - - -
0 1 2 3 4 5
Volatiliteit (o)
Opgave 8
a) 110
MW Spaarrekening
A Ajax

= @ Feyenoord

% 105 ® SV

[=2]

=

[

&

o

o]

3

S 100 {

o

2

L

> [

95
0 10 20 30 40

Volatiliteit (o)
b) Ja, namelijk Ajax. Feyenoord heeft hogere verwachte opbrengst en een lager risico.

Opgave 9
a) 13
MW Spaarrekening

12.5 ¢ Jolande
3_ @Heidi
o
2 12
c
o
=
S 115
(9}
3
=
§ 11 [
]
>

10.5m

10

0 1 2 3 4 5

Volatiliteit (¢)
b) Nee, geen aandeel in het grijze gebied.

Opgave 10
a) weer goed matig slecht U o
€500 sparen 550 550 550 550 0
€500 attractiepark 540 810 450 600 123400
€500 sparen en 1090 1360 1000 1150 /23400
€500 attractiepark
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b)  weer goed matig slecht U o
_ €750 sparen | 825 _ 825 825 | 825 0
€250 attractiepark 270 405 225 300 /5850
€750 en sparen 1090 1230 1050 1125  +/5850
€ 250 attractiepark
) 1300 . .
W Spaarrekening
1250 | { @ Jsjesfabrikant
3 A Attractiepark
B 1200 | {4 Reisbureau A
3
e
S 1150} [ ) *10a)
£ *10b)
[S)
% 1100M ¢
L
>
1050
1000 : : : : : :
0 50 100 150 200 250 300 350
Volatiliteit (o)
Opgave 11
a) weer goed matig slecht U o
_ €300 sparen | : 330_ _330_ _330_| 330 __ _0
€700 reisbureau 700 763 847 770 V3626
€ 300 sparen en 1030 1093 1177 1100 /3626
€700 reisbureau
_ €900 sparen | ¢ 990_ _990_ _990_| 990 __ 0
€100 reisbureau 100 109 121 110 V74
€900 sparen en 1090 1099 1111 1100 V74
€100 reisbureau
b) 1300 ‘ ‘
W Spaarrekening
1250 | { @ |Jsjesfabrikant
3 A Attractiepark
B 1200 | |4 Reisbureau A
&
ia)
S 1150} (] %10a)
2 *10b)
S 11a2)
g 1100Mk *naﬁ)
>
1050 |
1000 : . : : : :
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

1

Antwoorden

111a1) verwijst naar € 300 sparen en € 700 reisbureau; 11a2) verwijst €900 sparen en € 100 reisbureau.
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Opgave 12
a) 1300

W Spaarrekening
1250 | { @ |Jsjesfabrikant
A Attractiepark

=
B 1200 | {4 Reisbureau A
5]
5
S 1150} X [ ) *10a)
] *." %10b)
§ “11;;2)
g 1100 *nzﬁ)
UJ
>
1050
1000 : - . - - -
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)
b) De punten van de combinaties van de spaarrekening en het aandeel liggen op de rechte lijn die je krijgt als je het

aandeel en de spaarrekening verbindt.

Opgave 13
a) os = 0 (spaarrekening heeft geen risico).
b) os,v =0 (covariantie met gedegenereerde toevalsvariabele).
c) 03 =(1—w)?0%+ w2 +2w(l —w)osy = w?os.

d) op = /03 = /w?e? = woy.
P P v |4

Opgave 14
a) pp = 1100+ 100w en op = w+/93600.

b) up = 1100 en op = w+/7400.

Opgave 15
a) pp =972+3.8w en op = w/936.
b) up=972+7.8w en op = w\/728.
c) pp=972+2.8w en op = wv/200.

Opgave 16
a) pup =10.5+0.5w en op ~ 3.7148w.
b) pup =105+ 13w en op ~ 4.2143w.

Opgave 17
a) 1200.
b) Alles beleggen in het attractiepark.

Opgave 18
a) Sa =~ 0.3269.
b) Sg =0.

Opgave 19
a) Sy =~ 0.1242.
b) Sp = 0.2891.
c) Sg = 0.1980.

Opgave 20
a) Sy~ 0.3085.
b) Sy = 0.1346.

Opgave 21
a) wy =0.75.
b) up =1162.5.

c) op = 13/206.
d) w; =0.94, up = 1153 en op = 85.7284.
e)
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1250

1150 &uA:o

c

8 1200} A=
c

(3]

2 w4 = 0.50
2 *

-ﬁ WA =0.25

£ 01— 0.6

@

2

2

>

1100 - - -
0 50 100 150

200 250 300 350

Volatiliteit (o)

f) Nee, vanwege covariantie.

Opgave 22
a) ijsjesfabrikant
1260 1140 1050
.3 1000 | 1/3 0 0
@g 1090 0 1/3 0
<o 1210 0 0 1/3

b) O,R = —7300.
c) pup = 1115 en op = /1226.
d) wpp =1135en op = v/1226.

e) Middelmatig weer: € 1115. Slecht weer: € 1130. Alle uitbetalingen hoger dan spaarrekening.

f) up = 1125 en op = /50.

9) 1200

8 1150 | R =
j =
I3} wr = 0.30
2 *
§ @ = 050
e WOR = 0.70
G wp =
g 1100 f R
5
>
1050 ‘ ‘ ‘ : ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Opgave 23
a) Feyenoord
83 143 89

90 1/3 0 0
v 90 0 1/3 0
120 0 0 1/3

b) orr = —160 (E is opbrengst van een aandeel PSV Eindhoven).
c) wg= % up = 101% en op = 1/98% = % 388.

d) wg=1-w.
e) up =101.25 en op = /98.
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Opgave 24
a) Jolande
19 16 6 13
14 | 0.10 0 0 0
T 20 0 0.10 0 0
T 12 0 0 0.30 0
8 0 0 0 0.50
b) 01,H =24

c) wy=3. up~11.5333 en op ~ 3.2394.
d) up=112en op =~ 3.1261.

Opgave 25
Links: w; = 0.75 en w4 = 0.25. Midden: w; = w4 = 0.50. Rechts: w; = 0.25 en wy = 0.75.

Opgave 26
a) Portefeuille bestaande uit reisbureau en attractiepark. Je kunt een hogere verwachte opbrengst met hetzelfde
risico behalen.
b) Nee, de portefeuille bestaande uit het reisbureau en de ijsjesfabrikant is oninteressant als het gewicht van het
reisbureau groot is (groter dan 0.5, maar dat kun je niet direct uit de tekening halen).

Opgave 27
a) Ajax en PSV, hogere verwachte opbrengst tegen hetzelfde risico mogelijk.
b) Nee, de meeste van Feyenoord en PSV niet (alleen rond wg ~ 0.7115 en wr ~ 0.2885 zijn interessant). Bij de
portefeuille bestaande uit Ajax en Feyenoord zijn de portefeuilles met veel gewicht in Ajax niet interessant (w4
groter dan ongeveer 0.4643).

Opgave 28
Nee, de portefeuilles waarin het aandeel ‘Heidi’ veel gewicht heeft, zijn niet interessant (wy > 0.5740).

Opgave 29
a) €400 in attractiepark en €400 in ijsjesfabrikant. w4 = w; = 0.40.
b) €200 in attractiepark en €200 in ijsjesfabrikant. w4 = w; = 0.20.
c) Jw-€1000 in attractiepark en 1w-€1000 in ijsjesfabrikant. ws = w; = Lw.
d) Shieuw aandeel & 0.4535. S| ~ 0.5812. De Sharpe ratio van de ijsjesfabrikant is groter, dus je kunt beter beleggen in
de ijsjesfabrikant dan in het nieuwe aandeel.

Opgave 30
a) €200 in attractiepark en €600 in ijsjesfabrikant. w4 = 0.20 en w; = 0.60.
b) €100 in attractiepark en €300 in ijsjesfabrikant. w4 = 0.10 en w; = 0.30.
c) lw-€1000 in attractiepark en 3w-€ 1000 in ijsjesfabrikant. ws = tw en w; = 3w.
d) Shieuw aandeel = 0.5806. S; ~ 0.5812. De Sharpe ratio van de ijsjesfabrikant is groter, dus je kunt beter beleggen in
de ijsjesfabrikant dan in het nieuwe aandeel.

Opgave 31
a) €27 in Feyenoord en €54 in PSV. wr = 0.30 en wg = 0.60.
b) pup =101.22 en 0p = /79.92 ~ 8.9398.
c) Sp=0.4497. Sp =~ 0.2891 en Sg = 0.1980. Het is beter om in het nieuwe aandeel te beleggen.

Opgave 32
a) €6 in Heidi en €2 in Jolande. wy = 0.6 en w; = 0.2.
b) up =11.06 en op = v/6.2544 ~ 2.5009.
c) Sp~0.2239. Sy ~ 0.1346 en S; ~ 0.3085. Het is beter om alles in Jolande te beleggen.

Opgave 33
a) pup = 1155 en op = V/7686.
b) Sp ~ 0.6274.
c) De beste tot nu toe, maar niet noodzakelijkerwijs de beste overall.

Opgave 34
a) pp = 1200w + 1150(1 — w) = 1150 + 50w,
03 = 93600w? + 7400(1 — w)? + 2w (1 — w)4200 = 92600w? — 6400w + 7400,
op = V92600w? — 6400w + 7400 en pg = 1100.

o —
Sp(w) = %.
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b)

<)
d)

50 - \/92600w% — 6400w T 7400 — (50+50w)-%-(2-9260020—6400)
9260002 —6400w+7400 _ _

S (w) =

r(®) 9260002 — 6400w + 7400
= maximum in w = %.

Sp(2%) = 0.6278.

Maximum in w = z5.

wy ~ 0.1106 en w; = %.

Opgave 35

a)

b)

<)

pp = 1100w + 1150(1 — w) = 1150 — 50w,
03 = 7400w? + 7400(1 — w)? — 2w(1 — w)7300 = 29400w? — 29400w + 7400,

op = v/29400w? — 29400w + 7400 en pg = 1100.

ip— U
Splu) = 21

1
50 - /2940002 — 29400w § 7400 — (20—20w) 3 (2294000 29400)
29400w? —29400w+7400

S)(w) = =0
p(®) . 2940007 — 29400 + 7400

= maximum in w = {5.
GR: Maximum in w = 0.4966.
Sp(&y) ~ 3.5475.

_ 73 _ 74
wamenwlfm.

Opgave 36

a)
b)
c)-e)

up = 1155.53 en op ~ 88.4621.
up = 112517 en op ~ 7.0951.

1300

1250
1200 | A
4

1150 )

1100 ¢

Verwachte opbrengst (i)

1050 |

1000 : : : : : :
0 50 100 150 200 250 300 350

Volatiliteit (o)

Opgave 37

a)

<)

pp = 100 + 5w, 03 = 1248w? — 720w + 200 en g = 97.2.
S (w) _ 2.8+ 5w
4 V1248w — 720w + 200

(2.8+5w)- % -(2-1284w—720)

. 2 _ _ 2

S (w) = 5- v/1248w” — 720w +200 V124802 72004200 _
P 1248w? — 720w + 200

= maximum in w = %.

GR: Maximum in w = 0.3793.

_ 125 _ 2054
WF = 3309 €N WE = 3309 -

Opgave 38

a)

pp = 11.8 — 0.8w, 03 = 26.76w* — 30.72w + 17.76 en s = 10.5.
1.3 — 0.8w
Sp(w) = > )
V/26.76w? — 30.72w + 17.76
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(1.3-0.8w)-% -(2:2676w—17.76)
. 2 _ _ 2
b) S;, (w) = 5 V26.76u” — 30.72w +17.76 V2676w2 307201776 _

26.76w? — 30.72w + 17.76
= maximum in w = % = 0.256.
GR: Maximum in w = 0.2560.
c) wy = 0.256 en w; = 0.744.

Opgave 39
a) pp=1-1110+1.1237.5+ 1 -1065 = 1137.5.
03 =1.(1110 — 1137.5)2 + % - (1237.5 — 1137.5)2 + § - (1065 — 1137.5)2 = 5337.5.
op = /106752,
b) ws=wa =wg = w; = 0.25. yp = 0.25-1100 + 0.25 - 1200 + 0.25 - 1100 + 0.25 - 1150 = 1137.5.
0% = 0.257 - 93600 + 0.252 - 7400 + 0.25% - 7400 — 2 - 0.25 - 0.25 - 8400 + 2 - 0.25 - 0.25 - 4200 — 2 - 0.25 - 0.25 - 7300 =
5337.5.
op = /1067572,
c) Goed weer: 1146. Matig weer: 1323. Slecht weer: 1011.

up = 1160 en op = v/16322.
d) Spn) ~ 0.5133 en Sp[) ~ 0.4696.

Opgave 40
a) {p =Ws- s+ WA +WR PR+ W~ Y.
b) 1712::wﬁ'0124+w%<'1712<+w%-UIZ+2~wA~wR~aA,R+2-wA-wl-aA,I+2-wR-w1-UR,I.
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B.3 Antwoorden hoofdstuk 3

Opgave 1

a) U(1,0) =2en U(0,1) =5. Eén banaan.

b) U(2,0) =4 en U(0,1) =5. Eén banaan.

c) U(3,0) =6en U(0,1) =5. Drie appels.

d) U(5,0) =10 en U(0,2) = 10. Het maakt haar niets uit.

e) U(3,5) =31 en U(1,6) =32. Eén appel en zes bananen.
Opgave 2

a) b=2- %a, b=3-— éa, b=4- %a, respectievelijk.

b)

4.0b**

c) 1

Opgave 3

a) U(3,20) = 82.5 en U(10,10) = 70. Drie appels en twintig bananen.
b)

30 +
U(a,b) = 60
20 U(a,b) = 403
U(a,b) =221
10 +
\\ U(a,b) =0
| | /
I I I I I a
4 8 1 20
-10 +
-20 +
Opgave 4

a) Us(100,6) =82 < 90 = Us(140,10) = 70. Sebas kiest dus baantje 2.
b) L(W) =90+ W2

) Bijvoorbeeld (L, W) = (90,0), (L, W) = (140,10), (L, W) = (290,20).
d)
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270 Y
240 A
210
180
150
120
90 A
60
30 4

7
0 5 10 15 20

e) L(W)=k+ W2
Opgave 5
a)
a
50 +
U(a,b) = 50
40 +

30
20

10 +

|

I
2 4 6 8 10 12
b) a=16enb=4. U(164)=>56.
C) a=2864enb =42 U(28.64,42)=8164

Opgave 6
a) a+0.75b < 15. Omdat meer bananen altijd een hoger nut geeft zal ze alles besteden.
b)
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U(a,b) =725
U(a,b) = 60

U(a,b) = 403
U(a,b) =221

U(a,b) =
a
20
~10 +
—20 +
a=5enb=131; U(513}) =725
c) a=63enb=91; U(63,98)=67%.

Opgave 7
a) Ja. Ug(70,0) =70 > Uk(100,6).
b) Nee. Ug(70,0) =70 < Us(140,10).

Opgave 8
a) U,. Uy(120,/20) > U,(105,/15).
b) Uy. Up(120,/20) < Uy (105,/15).
c) Kim.

Opgave 9
a) Ug(w) = —76w? + 100w + 40.
b) w=2%. Ux(Z)="72.8947.

Opgave 10
a) pp =105+ 15w.
b) op = V55w? — 50w + 15.
c) Up(w) = —220w? + 215w + 45.
d) £ inaandeel A en & in aandeel B. U; = 97.5284.
e) U(w) = —110w? + 115w + 75.
f) 2 in aandeel A en 2} in aandeel B. U, = 105.0568.

Opgave 11
a) Aangezien de a van Katya in deze berekening geen rol speelt, zal hier hetzelfde uit moeten komen als bij Sebastian
in het voorbeeld.
b,c)

U(p,o) =100
(u,0) =60

140

120

100 —

80
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d) Optimum in (u,0) = (96,4/13). L in aandeel A;, 35 in aandeel A; en & op de spaarrekening.
e) up=70+ a;OwA en op = $\/13w,4.
f) wa= % % in aandeel A4, % in aandeel Aj en % op de spaarrekening. Ug = 83.

1 3 8 ;
g) g in aandeel A, 75 in aandeel Ay en 55 op de spaarrekening.

Opgave 12
a) pc =105+ 15w en o¢c = v/55w? — 50w + 15.
— __ 15+15w
b) Sc(w) = Jmrmerss:
c) w= %
d
)130 uT
120 + aandeel A
110 +

aandeel B
100

90 ¥sparen

T T T T UJ
1 2 3 4 5
e) u(o) =40 +k, y'(c) =80,
f) Richtingscoéfficiént: n2; 0 _ g
9) =13 % in aandeel A, % in aandeel B, 1 op de spaarrekening.

h) U=98%. Kim kiest voor 3 in aandeel A, § in aandeel B, § op de spaarrekening.

i) pp=90+221Benop=1V158.
j) U(B) = —73p*+225B+90. B = 3, maar mag niet groter zijn dan 1. Er is dus een randmaximum. Dat is
U(1) = 105. Dus 3 in aandeel A, } in aandeel B en niets sparen.

k) Het nut bij % in aandeel A en % in aandeel B is U = 105. Lisanne kiest voor ﬁ in aandeel A en % in aandeel B
en niets sparen met nut U = 105.0568.

Opgave 13
a) U(p,0) =p—o? U(10,4/3) =7, U(15,v/8) =7, U(8,0) = 8. Je zult dus alles op de spaarrekening zetten.

b) pp=15—5w, en op = {/15w} — 20w, + 8.

c) U(wa) = —15w% +15ws +7. wa = 1. % in aandeel A en 3 in aandeel B. U = 10.75

d) pc=15-5w, en oc = 1/15w% — 20w, + 8.

7-5w
Sc(wa) = 27/*-
\/15w% —20w 4 +8
e) wy = %. 1—61 in aandeel A en % in aandeel B.
f)
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aandeel C

12

11

10 A aandeel A

9 -

¥sparen

7 .
| | |
I I 0—1
1 2 3

g) Optimalisatie vertelt ons dat we % in het gecombineerde aandeel moeten beleggen. Dat gewicht mag niet groter
zijn dan 1, dus betekent dit dat we een randoplossing zoeken. Het hoogste nut is er voor het gecombineerde
aandeel (% in aandeel A en % in aandeel B) en dat nut is U = 10.72.

h) Het hoogste nut is voor } in aandeel A en 1 in aandeel B. U =10.75 u = 12.5 en ¢ = 1.3229.
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B.4 Antwoorden hoofdstuk A

Opgave 1
5
a) In totaal zijn er dan 1+ 22 +32 + 42 + 52 = 55 blokken nodig, we kunnen dit ook schrijven als Y k2.
k=1

n
b) Voor een piramide met n lagen zijn er Y k? blokken nodig.
k=1

Opgave 2
5
a) Y (2k+1)=1+43+5+7+9+11=236.
k=0
5 5 5
b) Y (2k+1)=2Y k+ Y 1=2-15+6=36.
k=0 k=0 k=0
Opgave 3
6
a) Y 2k.
k=1
n
b) Y 2k.
k=1

<) f (2k —1) of Y2_,(2k+1).
k=1

Opgave 4
5 8
a) Y2=10en Y 2=16
k=1 k=1
n
b) Y 2=2n
k=1
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