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Dit dictaat geeft een inleiding in de besliskunde. In de besliskunde kijken we hoe we wiskunde kunnen

gebruiken om operationele problemen bij bedrijven en instellingen kunnen oplossen. Dit vakgebied is
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onderzoek gedaan naar het (kunnen) uitvoeren van militaire operaties; vandaar de Engelse benaming

voor dit vakgebied, �operations research�.

In dit dictaat zullen we vier technieken uit de besliskunde behandelen, te weten lineair programmeren,

toewijzingen, het handelsreizigersprobleem en projectplanning met behulp van een netwerk. Dit dictaat

kan gebruikt worden als keuzemodule binnen het vak wiskunde D en is geschreven voor leerlingen van

5 en 6 VWO.
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(2006), hoofdstukken 1 (paragraaf 1.4 tot en met 1.6) en 3 komen uit Borm, van Dam, Hamers en

Norde (2007) en hoofdstukken 2 en 4 komen uit Haemers (2007).
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1

Lineair programmeren

Lineair programmeren is een krachtige optimalisatietechniek waarmee je veel praktische problemen

kan oplossen. In dit hoofdstuk worden de basiskenmerken van lineair programmeren gepresenteerd.

Begripp enlijst

Lineair programmeringsprobleem

Toegelaten gebieden

Duaal lineair programmeringsprobleem

Dualiteitsstelling

Simplexmethode

1.1 Intro ductie lineair programmeren

In deze paragraaf introduceren we lineair programmeren met behulp van een voorbeeld. Lineair pro-

grammeren wordt vaak afgekort tot LP en dat zullen we in dit hoofdstuk ook doen.

Vo orb eeld 1.1: lineair programmingsprobleem

Top-Fietsen produceert twee typen �etsframes, een ATB frame en een race frame. Voor de productie

van een ATB frame is 4 kg aluminium en 6 kg staal nodig, voor de productie van een race frame is

5 kg aluminium en 2 kg staal nodig. Top-Fietsen verkoopt een ATB frame voor 1960 euro en een

race frame voor 1240 euro. Het aanbod van aluminium is beperkt tot een maximum van 70 kg per

dag en het aanbod van staal tot een maximum van 72 kg per dag. Top-Fietsen wil zijn dagelijkse

opbrengst maximaliseren. Om een zo groot mogelijke opbrengst te realiseren, moet Top-Fietsen

beslissen hoeveel ATB frames en hoeveel race frames geproduceerd moeten worden, gegeven het

aanbod van aluminium en staal. Tabel 1.1 toont alle gegevens van het bovenstaand beschreven

productieproces van �etsframes van Top-Fietsen. Eerst introduceren we de beslissingsvariabelen

ATB frame race frame dagelijks aanbod

aluminium 4 5 70

staal 6 2 72

prijs 1960 1240

Tabel 1.1: Het productieproces van Top-Fietsen.

1



2 1. Lineair programmeren

x1 = aantal ATB frames geproduceerd op een dag

x2 = aantal race frames geproduceerd op een dag.

Indien x1 ATB frames en x2 race frames worden geproduceerd, is de totale opbrengst gelijk aan

1960x1 + 1240x2 euro. Deze formule wordt de doelfunctie van Top-Fietsen genoemd. Het doel van

Top-Fietsen is gelijk aan

maximaliseer 1960x1 + 1240x2. (1.1)

Zoals eerder werd vermeld, zijn de productiemogelijkheden van Top-Fietsen beperkt. Indien x1 ATB

frames en x2 race frames worden geproduceerd, zijn 4x1 + 5x2 kg aluminium en 6x1 + 2x2 kg staal

nodig. Omdat hoogstens 70 kg aluminium en 72 kg staal per dag gebruikt kan worden, ondervindt

Top-Fietsen de volgende voorwaarden :

4x1 + 5x2 � 70 (1.2)

6x1 + 2x2 � 72. (1.3)

Tenslotte stellen we de voorwaarde dat Top-Fietsen geen negatief aantal frames kan produceren.

Top-Fietsen heeft te maken met de volgende tekenvoorwaarden :

x1 � 0,x2 � 0. (1.4)

De relaties (1.1)-(1.4) beschrijven het probleem van Top-Fietsen volledig en op een wiskundige

manier.

In het algemeen kan een lineair programmeringsprobleem waarbij een lineaire doelfunctie onder lineaire

voorwaarden moet worden gemaximaliseerd, op een volgende manier worden weergegeven:

LP-maximalisatieprobleem

Een LP-maximalisatieprobleem is een maximalisatieprobleem van het volgende type

maximaliseer z = c1x1 + c2x2 + � � � + cnxn

onder de a11x1 + a12x2 + � � � + a1nxn � b1
voorwaarden a21x1 + a22x2 + � � � + a2nxn � b2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1x1 + am2x2 + � � � + amnxn � bm
x1 � 0, x2 � 0, � � � xn � 0.

De functie die in een LP-probleem gemaximaliseerd dient te worden, wordt de doelfunctie genoemd.

Voor het gemak wordt in het LP-maximalisatieprobleem de doelfunctie weergegeven door z.

Het toegelaten gebied van een LP-probleem is de verzameling van alle punten die aan de voorwaarden

en de tekenvoorwaarden voldoen.

Indien een LP-probleem een maximalisatieprobleem is, is een optimale oplossing een punt in het toege-

laten gebied waarvoor de doelfunctie de grootste waarde aanneemt van alle punten in het toegelaten

gebied. De optimale waarde is de waarde van de doelfunctie voor de optimale oplossing.
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Vo orb eeld 1.2: LP-maximalisatieprobleem, to egelaten gebied

Uit het het vorige voorbeeld volgt dat het LP-probleem van Top-Fietsen gelijk is aan

maximaliseer z = 1960x1 + 1240x2

onder de voorwaarden 4 x1 + 5x2 � 70
6x1 + 2x2 � 72
x1 � 0,x2 � 0.

Omdat dit LP-probleem slechts twee beslissingsvariabelen ( x1 en x2 ) heeft, kan het toegelaten

gebied op de volgende manier worden afgebeeld in een (x1, x2) -assenstelsel. Teken eerst de lijnen

4x1 + 5x2 = 70 en 6x1 + 2x2 = 72. Neem vervolgens alle punten beneden beide lijnen, maar boven

de x1 -as en rechts van de x2 -as. Het snijpunt C = ( 10, 6) van beide lijnen wordt verkregen met

behulp van de substitutiemethode. Herschrijf 6x1 + 2x2 = 72 naar 3x1 + x2 = 36 en vervolgens naar

x2 = 36 � 3x1 . Vervang vervolgens x2 in 4x1 + 5x2 = 70 door 36 � 3x1 , waardoor je een vergelijking

met één onbekende krijgt, waaruit je x1 kunt oplossen.

4x1 + 5x2 = 4x1 + 5(36 � 3x1) = 4x1 + 180� 15x1 = 180� 11x1 = 70

! 11x1 = 110 ! x1 = 10

Als je x1 = 10 vervolgens weer invult in x2 = 36 � 3x1 , krijg je x2 = 36 � 3 � 10 = 6. De twee lijnen

snijden elkaar dus in het punt (x1, x2) = ( 10, 6) .

x1

x2

6x1 + 2x2 = 72

4x1 + 5x2 = 70

C = ( 10, 6)

Figuur 1.1: Het toegelaten gebied van het Top-Fietsen LP-probleem.

In �guur 1.1 wordt het toegelaten gebied weergegeven door het grijze gebied.

Opgave 1.1 (LP-maximalisatieprobleem, toegelaten gebied)

Een bierproducent produceert blond bier (b) en donker bier (d). De voornaamste grondsto�en die

nodig zijn voor de productie van blond en donker bier zijn tarwe en hop. Het productieschema ziet

er als volgt uit:

blond bier donker bier beschikbare hoeveelheid

tarwe 1 2 5

hop 2 1 8

prijs 5 7

a) Formuleer het opbrengstmaximalisatieprobleem van deze bierproducent als een LP-probleem.

b) Teken het toegelaten gebied van het LP-maximalisatieprobleem.



4 1. Lineair programmeren

Opgave 1.2 (LP-maximalisatieprobleem, toegelaten gebied)

Een bedrijf maakt twee typen telefoons: mobiele telefoons en thuistelefoons. Een mobiele telefoon

wordt verkocht voor 24 euro en een thuistelefoon voor 22 euro. Het maken van deze telefoons vereist

twee typen geschoolde arbeid: chip aansluiten en afwerken. Een arbeider heeft 2 minuten nodig om

de chip in een mobiele telefoon aan te sluiten en 3 minuten om de chip in een thuistelefoon aan te

sluiten. Voor het afwerken van de mobiele telefoon heeft een andere arbeider 2 minuten nodig en

voor het afwerken van de thuistelefoon heeft hij 1 minuut nodig. De capaciteit voor het aansluiten

van chips is 140 minuten per dag en voor het afwerken 80 minuten per dag.

a) Formuleer het opbrengstmaximalisatieprobleem van dit bedrijf als een LP-probleem.

b) Teken het toegelaten gebied van het LP-maximalisatieprobleem.

1.2 Gra�sche oplossingsmetho de

In deze paragraaf laten we zien dat een optimale oplossing van een LP-probleem met twee beslis-

singsvariabelen kan worden bepaald met behulp van een gra�sche methode. Dit betekent overigens

niet dat er bij deze methode niet gerekend hoeft te worden; de gra�ek is vooral bedoeld om een goed

beeld van het probleem te krijgen.

Vo orb eeld 1.3: gra�sche oplossingsmetho de LP-probleem

Beschouw het LP-maximalisatieprobleem van Top-Fietsen uit het eerste voorbeeld van de vorige

paragraaf

1

:

max . z = 1960x1 + 1240x2
o.d.v. 4x1 + 5x2 � 70

6x1 + 2x2 � 72
x1 � 0,x2 � 0.

Het toegelaten gebied van het LP-maximalisatieprobleem wordt weergegeven in �guur 1.2. De

hoekpunten van het toegelaten gebied zijn de punten A = ( 0, 0) , B = ( 0, 14) , C = ( 10, 6) en

D = ( 12, 0) . Merk op dat deze punten kunnen worden gevonden door de snijpunten te bepalen van

de lijnen die het toegelaten gebied beschrijven. Beschouw het punt X = ( 5, 10) dat correspondeert

x1

x2

6x1 + 2x2 = 72

4x1 + 5x2 = 70

C = ( 10, 6)

B = ( 0, 14)

D = ( 12, 0)A = ( 0, 0)

X = ( 5, 10)

Figuur 1.2: Het toegelaten gebied van het Top-Fietsen LP-probleem.

1

In het LP-probleem hieronder hebben we ` maximaliseer ' afgekort tot max . en ` onder de voorwaarden ' tot o.d.v. .
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met de dagelijkse productie van 5 ATB frames en 10 race frames. De opbrengst die correspondeert

met deze productie is z(5, 10) = 1960� 5 + 1240� 10 = 22200 euro.

Alle productieplannen die dezelfde opbrengst opleveren voldoen aan 1960x1 + 1240x2 = 22200. Deze

productieplannen zijn punten (x1, x2) in het toegelaten gebied die liggen op de gestippelde lijn door

X (zie �guur 1.3). De gestippelde lijn wordt een iso-opbrengstenlijn met waarde 22200 genoemd.

x1

x2

6x1 + 2x2 = 72

4x1 + 5x2 = 70

C = ( 10, 6)

X = ( 5, 10)

Figuur 1.3: Enkele iso-opbrengstenlijnen voor het Top-Fietsen LP-probleem.

In het algemeen heeft de iso-opbrengstenlijn met de waarde c de volgende vorm 1960x1 + 1240x2 =
c. Als we deze vergelijking herschrijven, krijgen we x2 = � 1960

1240x1 � c
1240. Hieruit volgt dat elke

iso-opbrengstenlijn dezelfde richtingscoëf�ciënt � 1960/1240 heeft. Iso-opbrengstenlijnen zijn dus

parallelle lijnen. Enkele iso-opbrengstenlijnen zijn getekend in �guur 1.3.

Merk op dat het naar rechts verschuiven van de opbrengstenlijn correspondeert met een stijging

van de opbrengst. Uit de afbeelding blijkt dat de iso-opbrengstenlijn met de grootste opbrengst

die nog snijdt met het toegelaten gebied, de iso-opbrengstenlijn door C = ( 10, 6) is waar c =
1960� 10+ 1240� 6. De optimale oplossing is dus het produceren van 10 ATB frames en 6 race

frames en de maximale opbrengst voor Top-Fietsen is 27040 Euro. Het Top-Fietsen probleem is

gra�sch opgelost.

Opgave 1.3 (gra�sch oplossen LP-probleem)

a) Los gra�sch het LP-maximalisatieprobleem van opgave 1.1 op.

b) Los gra�sch het LP-maximalisatieprobleem van opgave 1.2 op.

In het vorige voorbeeld hebben we gezien dat de maximumlocatie van het LP-probleem in een hoekpunt

van het toegelaten gebied ligt. Dit geldt in het algemeen en wordt beschreven door de volgende

eigenschap.

Oplossing LP-problem

Als een LP-probleem een optimale waarde heeft, wordt dit optimum bereikt in een (of meer)

van de hoekpunten van het toegelaten gebied.
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Volgens de laatste eigenschap is het voor het oplossen van een LP-probleem voldoende om de hoekpun-

ten van het toegelaten gebied van het LP-probleem te vinden. Dit leidt tot de volgende procedure

om een LP-maximalisatieprobleem op te lossen.

Ho ekpuntmetho de vo or het oplossen van LP-maximalisatieprobleem

Stap 1. Teken het toegelaten gebied.

Stap 2. Bepaal de hoekpunten van het toegelaten gebied.

Stap 3. Bereken de waarde van de doelfunctie voor elk hoekpunt.

Stap 4. Bepaal het maximum van de waarden berekend in stap 3.

Vo orb eeld 1.4: ho ekpuntmetho de

Beschouw opnieuw het Top-Fietsen probleem:

max . z = 1960x1 + 1240x2
o.d.v. 4x1 + 5x2 � 70

6x2 + 2x2 � 72
x1 � 0,x2 � 0.

Stap 1 : Het toegelaten gebied is getekend in �guur 1.4.

x1

x2

6x1 + 2x2 = 72

4x1 + 5x2 = 70

C = ( 10, 6)

B = ( 0, 14)

D = ( 12, 0)A = ( 0, 0)

Figuur 1.4: Het toegelaten gebied van het Top-Fietsen LP-probleem.

Stap 2 : Uit �guur 1.4 volgt dat de hoekpunten van het toegelaten gebied gelijk zijn aan (0, 0) ,

(0, 14) , (10, 6) en (12, 0) . Merk op dat deze punten kunnen worden gevonden door de snijpunten te

bepalen van de lijnen die het toegelaten gebied beschrijven.

Stap 3 : Bereken de waarde van de doelfunctie voor elk hoekpunt:

z(0, 0) = 0,
z(0, 14) = 17360,
z(10, 6) = 27040,
z(12, 0) = 23520.

Stap 4 : Het maximum is z(10,6)= 27040, omdat voor (10, 6) de doelfunctie de grootste waarde

bereikt.
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Opgave 1.4 (hoekpuntmethode)

a) Los het LP-probleem beschreven in opgave 1.1 op.

b) Los het LP-probleem beschreven in opgave 1.2 op.

Opgave 1.5 (hoekpuntmethode)

Los het volgende LP-probleem op:

a) max . z = 5x1 + 5x2
o.d.v. 2x1 + x2 � 10

x1 + 2x2 � 8
x1 � 0,x2 � 0

b) max . z = 20x1 + 40x2
o.d.v. 2x1 + x2 � 10

x1 + x2 � 7
x1 + 2x2 � 12
x1 � 0,x2 � 0

Het is ook mogelijk dat de doelfunctie geminimaliseerd in plaats van gemaximaliseerd moet worden.

In dat geval spreken we van een LP-minimalisatieprobleem.

LP-minimalisatieprobleem

Een LP-minimalisatieprobleem is een minimalisatieprobleem van het volgende type

minimaliseer w = c1x1 + c2x2 + � � � + cnxn

onder de a11x1 + a12x2 + � � � + a1nxn � b1
voorwaarden a21x1 + a22x2 + � � � + a2nxn � b2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1x1 + am2x2 + � � � + amnxn � bm
x1 � 0, x2 � 0, � � � xn � 0.

Een LP-minimalisatieprobleem kan ook worden opgelost door gebruik te maken van de hoekpuntme-

thode. Het enige verschil is dat in stap 4 het minimum in plaats van het maximum gekozen dient te

worden.

Vo orb eeld 1.5: LP-minimalisatieprobleem

Beschouw het LP-minimalisatieprobleem

2

:

min . w = 70y1 + 72y2
o.d.v. 4y1 + 6y2 � 1960

5y1 + 2y2 � 1240
y1 � 0,y2 � 0.

Stap 1 : Eerst tekenen we het toegelaten gebied; zie �guur 1.5. Merkt op dat voor een LP-

minimalisatieprobleem het toegelaten gebied bestaat uit alle punten boven de lijnen beschreven door

4y1 + 6y2 � 1960 en 5y1 + 2y2 � 1240, maar boven de y1 -as en rechts van de y2 -as.

2

Hier is ` minimaliseer ' afgekort tot ` min . '.
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y1

y2

4y1 + 6y2 = 1960

5y1 + 2y2 = 1240

(160, 220)

620

490

Figuur 1.5: Het toegelaten gebied van een LP-minimalisatieprobleem.

Stap 2 : Figuur 1.5 laat zien dat de hoekpunten (0, 620) , (160, 220) en (490, 0) zijn. Merk op dat

deze punten gevonden kunnen worden door de snijpunten te bepalen van de lijnen die het toegelaten

gebied beschrijven.

Stap 3 : Bereken de waarde van de doelfunctie voor de hoekpunten:

w(0, 620) = 44640,
w(160, 220) = 27040,
w(490, 0) = 34300.

Stap 4 : Het minimum is w(160, 220) = 27040, omdat in het punt (160, 220) de kleinste waarde van

de doelfunctie wordt bereikt.

Opgave 1.6 (hoekpuntmethode LP-minimalisatieprobleem)

Los de volgende LP-problemen op:

a) min . w = x1 + x2
o.d.v. 4x1 + 5x2 � 10

x1 + 2x2 � 8
x1 � 0,x2 � 0

b) min . w = 2x1 + x2
o.d.v. 4x1 + 2x2 � 6

6x1 + x2 � 6
x1 � 0,x2 � 0

1.3 Duaal LP-probleem

In deze paragraaf bepalen we voor elk LP-maximalisatieprobleem een verband houdend LP-minimalisatieprobleem,

genaamd het duale probleem. Een LP-probleem waarbij de doelfunctie wordt gemaximaliseerd heeft
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de volgende vorm

max . z = c1x1 + c2x2 + � � � + cnxn

o.d.v. a11x1 + a12x2 + � � � + a1nxn � b1
a21x1 + a22x2 + � � � + a2nxn � b2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1x1 + am2x2 + � � � + amnxn � bm
x1 � 0, x2 � 0, � � � xn � 0.

(1.5)

Het duale probleem van dit maximalisatieprobleem is gede�nieerd door

min . w = b1y1 + b2y2 + � � � + bmym

o.d.v. a11y1 + a21y2 + � � � + am1ym � c1
a12y1 + a22y2 + � � � + am2ym � c2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a1ny1 + a2ny2 + � � � + amnym � cn
y1 � 0, y2 � 0, � � � ym � 0.

(1.6)

Het duale probleem is een minimalisatieprobleem. We noemen probleem (1.5) het primaire probleem

en probleem (1.6) het duale probleem .

Merk op dat het aantal variabelen in het primaire probleem ( = n ) gelijk is aan het aantal voorwaarden

in het duale probleem en het aantal voorwaarden in het primaire probleem ( = m) gelijk is aan het

aantal variabelen in het duale probleem.

Merk ook op dat de getallen aan de rechterzijde van de voorwaarden van het primaire probleem gelijk

zijn aan de coë�ciënten van de doelfunctie in het duale probleem en vice versa.

Vo orb eeld 1.6: van primair naar duaal LP-probleem

Beschouw het Top-Fietsen LP-probleem:

max . z = 1960x1 + 1240x2
o.d.v. 4x1 + 5x2 � 70

6x1 + 2x2 � 72
x1 � 0,x2 � 0.

Het duale probleem is het volgende minimaliseringsprobleem

min . w = 70y1 + 72y2
o.d.v. 4y1 + 6y2 � 1960

5y1 + 2y2 � 1240
y1 � 0,y2 � 0.

Merk op dat we dit minimalisatieprobleem in het laatste voorbeeld van de vorige paragraaf al hebben

bekeken.

Opgave 1.7 (van primair naar duaal LP-probleem)

a) Bepaal het duale probleem van het LP-probleem in opgave 1.1.

b) Bepaal het duale probleem van het LP-probleem in opgave 1.2.

Het belang van het bespreken van het duale LP-probleem wordt weergegeven door de volgende stelling.
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De dualiteitsstelling

De optimale waarde van het primaire LP-probleem is gelijk aan de optimale waarde van het

corresponderende duale LP-probleem.

We illustreren de dualiteitsstelling in het volgende voorbeeld.

Vo orb eeld 1.7: Dualiteitsstelling

Beschouw het Top-Fietsen LP-probleem:

max . z = 1960x1 + 1240x2
o.d.v. 4x1 + 5x2 � 70

6x1 + 2x2 � 72
x1 � 0,x2 � 0.

In de vorige paragraaf hebben we gezien dat de optimale waarde gelijk is aan z(10, 6) = 27040. Nu

bekijken we het duale probleem

min . w = 70y1 + 72y2
o.d.v. 4y1 + 6y2 � 1960

5y1 + 2y2 � 1240
y1 � 0,y2 � 0.

In de vorige paragraaf hebben we gezien dat de optimale waarde gelijk is aan w(160, 220) = 27040.

Merk op dat de maximale waarde van het primaire LP-probleem inderdaad gelijk is aan de minimale

waarde van het duale LP-probleem.

Opgave 1.8 (dualiteitsstelling)

a) Los het LP-probleem op

max . z = 3x1 + 2x2
o.d.v. 4x1 + 2x2 � 10

x1 + 5x2 � 10
x1 � 0,x2 � 0

b) Los het duale probleem van het LP-probleem uit onderdeel a) op.

Tenslotte laten we twee toepassingen zien waarbij het handig is om het primaire probleem te veranderen

in het duale probleem.

De eerste toepassing behandelt de hoekpuntmethode van LP-problemen. Merk op dat de hoekpunt-

methode alleen toegepast kan worden als het toegelaten gebied van het LP-probleem getekend kan

worden. Hieruit volgt dat een LP-probleem alleen met de hoekpuntmethode opgelost kan worden als

het LP-probleem precies twee beslissingsvariabelen heeft.

Beschouw een primair LP-probleem dat meer dan twee beslissingsvariabelen en precies twee voor-

waarden heeft. De hoekpuntmethode kan dan niet op het LP-probleem toegepast worden omdat

het minstens drie beslissingsvariabelen heeft. Omdat het LP-probleem twee voorwaarden heeft, heeft

het duale LP-probleem precies twee beslissingsvariabelen. Hieruit volgt dat het duale LP-probleem

opgelost kan worden met behulp van de hoekpuntmethode. Met behulp van de dualiteitsstelling, die
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zegt dat de optimale waarde van het primaire probleem en het duale probleem gelijk zijn, kunnen we

het primaire LP-probleem oplossen. Het volgende voorbeeld illustreert deze toepassing.

Vo orb eeld 1.8: to epassing dualiteitsstelling

Beschouw het volgende LP-probleem

max . z = 2x1 + x2 + 2x3
o.d.v. 4x1 + x2 + x3 � 10

x1 + x2 + 4x3 � 5
x1 � 0,x2 � 0,x3 � 0.

Het corresponderende duale probleem is gelijk aan

min . w = 10y1 + 5y2
o.d.v. 4y1 + y2 � 2

y1 + y2 � 1
y1 + 4y2 � 2
y1 � 0,y2 � 0.

Het toegelaten gebied van het duale LP-probleem is weergegeven in �guur 1.6.

y1

y2

B = ( 2
3 , 1

3)

C = ( 1
3 , 2

3)

A = ( 2, 0)

D = ( 0, 2)

Figuur 1.6: Het toegelaten gebied van het duale LP-probleem.

Merk op dat de hoekpunten gelijk zijn aan A = ( 2, 0) , B = ( 2
3 , 1

3) , C = ( 1
3 , 2

3) en D = ( 0, 2) . Omdat

w(2, 0) = 40, w( 2
3 , 1

3)) = 81
3 , w( 1

3 , 2
3) = 62

3 en w(0, 2) = 20 is het minimum w( 1
3 , 2

3) = 62
3 . Hieruit

volgt dat het maximum van het primaire LP-probleem ook gelijk is aan 62
3 .

Opgave 1.9 (toepassing dualiteitsstelling)

Beschouw het volgende LP-probleem

max . z = 2x1 + x2 + x3
o.d.v. 2x1 + 2x2 + x3 � 1

x1 + x2 + x3 � 2
x1 � 0,x2 � 0,x3 � 0.

Bepaal de optimale waarde van dit LP-probleem.
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De tweede toepassing van de dualiteitsstelling behandelt de interpretatie van de coördinaten van

de optimale waarde van het duale probleem. We zullen zien dat deze coördinaten de zogenaamde

schaduwprijzen van de grondsto�en weergeven.

Vo orb eeld 1.9: schaduwprijzen

Beschouw opnieuw het Top-Fietsen LP-maximalisatieprobleem en zijn duale LP-minimalisatieprobleem:

max . z = 1960x1 + 1240x2 min . w = 70y1 + 72y2

o.d.v. 4x1 + 5x2 � 70 o.d.v. 4y1 + 6y2 � 1960
6x1 + 2x2 � 72 5y1 + 2y2 � 1240
x1, x2 � 0 y1, y2 � 0.

Neem nu aan dat het dagelijkse aanbod van aluminium voor Top-Fietsen wordt vergroot met 1

kg van 70 kg naar 71 kg. Hieruit volgt dat de rechterzijde van de eerste voorwaarde in het LP-

maximalisatieprobleem wordt vergroot met 1 eenheid. Top-Fietsen heeft te maken met de volgende

nieuwe LP-optimalisatieproblemen:

max . z = 1960x1 + 1240x2 min . w = 71y1 + 72y2

o.d.v. 4x1 + 5x2 � 71 o.d.v. 4y1 + 6y2 � 1960
6x1 + 2x2 � 72 5y1 + 2y2 � 1240
x1, x2 � 0 y1, y2 � 0.

Het toegelaten gebied van het duale probleem is niet veranderd, alleen de doelfunctie van het

duale probleem. Hoe heeft dit invloed op de optimale waarde? Door gebruik te maken van de

hoekpuntmethode, vinden we dat (y1, y2) = ( 160, 220) nog steeds de optimale oplossing van het

nieuwe duale minimalisatieprobleem is. De coë�ciënten van de doelfunctie van het duale prob-

leem zijn nu 71 en 72 (i.p.v. 70 en 72). De nieuwe optimale waarde van het duale probleem is

dus w = 71 � 160+ 72 � 220 = 27200. De optimale waarde van het oorspronkelijke probleem was

70 � 160+ 72 � 220= 27040. We hebben een toename van 160 eenheden. Omdat de optimale waarde

van het duale probleem gelijk is aan het optimale waarde van het primaire probleem, concluderen

we dat de opbrengst van Top-Fietsen toeneemt met 160 euro als het dagelijkse aanbod van alu-

minium toeneemt met 1 kg. De schaduwprijs van 1 kg aluminium is 160 euro. Hieruit volgt dat

de locatie van het duale LP-minimalisatieprobleem de schaduwprijzen van de grondsto�en van het

pimaire LP-maximalisatieprobleem zijn.

Opgave 1.10 (schaduwprijzen)

Hoeveel verandert de opbrengst van Top-Fietsen als het dagelijkse aanbod van aluminium wordt

vergroot met 2 kg en het dagelijkse aanbod van staal wordt verminderd met 1 kg?

Opgave 1.11 (schaduwprijzen)

Stel dat het dagelijkse aanbod van aluminium van Top-Fietsen wordt vergroot met 1 kg naar 71 kg.

Met hoeveel moet het aanbod van staal verminderen om dezelfde opbrengst te realiseren als in het

originele probleem?
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1.4 De standaardvorm

In paragraaf 1.6 introduceren we de simplexmethode om LP problemen op te lossen. Om van deze

methode gebruik te kunnen maken, zullen we LP problemen eerst moeten herschrijven naar de stan-

daardvorm .

Standaardvorm

Een LP probleem is geschreven in standaardvorm als alle voorwaarden gelijkheidsvoorwaarden

en alle variabelen niet-negatief zijn.

Als we een LP probleem naar zijn standaardvorm willen herschrijven, zullen we de � - en � -voorwaarden

moeten veranderen in = -voorwaarden. Bovendien zullen we variabelen die iedere waarde aan kunnen

nemen, moeten herschrijven naar niet-negatieve variabelen. Hieronder geven we aan hoe we dit voor

elkaar kunnen krijgen.

� -ongelijkheid: Bekijk bijvoorbeeld de ongelijkheid 2x1 + 3x2 � 17. Om deze ongelijkheid naar een

gelijkheid te kunnen schrijven, hebben we een nieuwe variabele nodig: de zogenoemde slack variabele

s = 17 � 2x1 � 3x2. Deze variabele geeft weer wat er niet gebruikt wordt van de 17 eenheden die

beschikbaar zijn als bepaalde waarden voor x1 en x2 gekozen zijn. Als je bijvoorbeeld (x1, x2) = ( 4, 1)
kiest, dan geldt dat s = 17 � 8 � 3 = 6, dus dat 6 van de 17 eenheden niet gebruikt worden. Bij de

keuze van (x1, x2, s) = ( 4, 1, 6) geldt dat aan 2x1 + 3x2 + s = 17 voldaan is. Voor elke niet-negatieve

waarde voor x1, x2 en s, waarvoor geldt dat 2x1 + 3x2 + s = 17, is het ook waar dat die x1 en x2
aan de originele ongelijkheid 2x1 + 3x2 � 17 voldoen. Kortom: de ongelijkheid 2x1 + 3x2 � 17 is

herschreven naar de gelijkheid 2x1 + 3x2 + s = 17, waarvoor we een extra, niet-negatieve variabele s
hebben moeten introduceren. We krijgen dus ook nog een extra tekenvoorwaarde, namelijk s � 0.

� -ongelijkheid: Bekijk bijvoorbeeld de ongelijkheid 3x1 � x2 � 7. Om deze ongelijkheid naar een

gelijkheid te kunnen schrijven, hebben we een nieuwe variabele nodig: de zogenoemde excess variabele

e = 3x1 � x2 � 7. Deze variabele geeft weer hoe ver we van het minimum aantal van 7 eenheden

verwijderd zijn als bepaalde waarden voor x1 en x2 gekozen zijn. Als je bijvoorbeeld (x1, x2) = ( 4, 1)
kiest, dan geldt dat e = 12 � 1 � 7 = 4, dus dat we 4 eenheden meer gebruiken dan het minimum

aantal van 7. Bij de keuze van (x1, x2, e) = ( 4, 1, 4) geldt dat aan 3x1 � x2 � e= 7 voldaan is. Voor

elke niet-negatieve waarde voor x1 , x2 en e, waarvoor geldt dat 3x1 � x2 � e = 7, is het ook waar dat

die x1 en x2 aan de originele ongelijkheid 3x1 � x2 � 7 voldoen. Kortom: de ongelijkheid 3x1 � x2 � 7
is herschreven naar de gelijkheid 3x1 � x2 � e = 7, waarvoor we een extra, niet-negatieve variabele e
hebben moeten introduceren. We krijgen dus ook nog een extra tekenvoorwaarde, namelijk e � 0.

Onb egrensde variab elen: Stel dat we een LP probleem hebben waarin de variabele x7 zowel negatieve

als positieve waarden aan mag nemen. Aangezien ieder reëel getal geschreven kan worden als het

verschil tussen twee niet-negatieve getallen, kunnen we x7 op de volgende manier herschrijven: x7 =
x0

7 � x00
7 . Als x7 bijvoorbeeld de waarde 4 heeft, dan kun je dat schrijven als 4 � 0 ( x0

7 = 4, x00
7 = 0),

5 � 1 ( x0
7 = 5, x00

7 = 1) of 513� 509 ( x0
7 = 513, x00

7 = 509). Aan de andere kant, als x7 = � 4, dan

kun je dat schrijven als 0 � 4 ( x0
7 = 0, x00

7 = 4), 1 � 5 ( x0
7 = 1, x00

7 = 5) of 509� 513 ( x0
7 = 509,

x00
7 = 513).
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Vo orb eeld 1.10: standaardvorm

Beschouw het volgende LP probleem:

max . z = 4x1 + 5x2 � x3
o.d.v. x1 + x2 � 7

2x1 � x2 + x3 � 10
x1 + 2x2 � 3x3 � 8
x1, x2 � 0.

Merk op dat dit LP problem twee � -ongelijkheden, één � -ongelijkheid en één onbegrensde variabele

( x3 ) bevat. Om de eerste voorwaarde te kunnen herschrijven introduceren we s1 , voor de tweede

ongelijheid s2 en voor de derde ongelijkheid e3 . Daarnaast vervangen we x3 door x0
3 � x00

3 , waarbij x0
3

en x00
3 niet-negatief zijn. De standaardvorm van bovenstaand LP probleem wordt dan

max . z = 4x1 + 5x2 � x0
3 + x00

3
o.d.v. x1 + x2 + s1 = 7

2x1 � x2 + x0
3 � x00

3 + s2 = 10
x1 + 2x2 � 3x0

3 + 3x00
3 � e3 = 8

x1, x2, x0
3, x00

3 , s1, s2, e3 � 0.

Opgave 1.12

Herschrijf onderstaande LP problemen naar de standaardvorm.

a) max . z = 2x + 3y
o.d.v. x + 2y � 6

� x + y � 4
x, y � 0.

b) max . z = 4x + y
o.d.v. 8x + 2y � 16

2x + y � 6
x, y � 0.

c) max . z = 2x + 3y
o.d.v. x + y � 5

2x � y � 10
x, y � 0.

1.5 To egelaten basisoplossingen

Een LP probleem in de standaardvorm kan als volgt geschreven worden:

max . z = c1x1 + c2x2 + � � � + cnxn
o.d.v. a11x1 + a12x2 + � � � + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + � � � + a2nxn = b2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1x1 + am2x2 + � � � + amnxn = bm
x1, x2, . . . ,xn � 0.

In het algemene probleem hierboven (met m voorwaarden en n variabelen) kunnen de variabelen

x1, . . . ,xn zowel voor beslissingsvariabelen als voor slack en excess variabelen staan. Laten we aan-

nemen dat we meer variabelen dan voorwaarden hebben (dus dat m � n ; als dat niet het geval is, zal



1.5. Toegelaten basisoplossingen 15

het probleem in het algemeen geen oplossing hebben). We kunnen dan n � m variabelen gelijk aan

nul kiezen en dan houden we nog m variabelen over die moeten voldoen aan m vergelijkingen. Deze

m variabelen noemen we de basisvariabelen ; de overige n � m variabelen, die we gelijk aan nul hebben

gesteld, worden de vrije variabelen genoemd. Als we een oplossing kunnen vinden in dit stelsel van m
vergelijkingen in m basisvariabelen (waarbij de vrije variabelen dus gelijk aan nul gesteld worden), dan

heet dit een basisoplossing . Als alle variabelen bovendien niet-negatief zijn, dan is de basisoplossing

toegelaten en wordt deze dus een toegelaten basisoplossing genoemd.

Vo orb eeld 1.11: to egelaten basisoplossing

De standaardvorm van het LP probleem van Top-Fietsen in paragraaf 1.1 is

max. z = 1960x1 + 1240x2
o.d.v. 4x1 + 5x2 + s1 = 70

6x1 + 2x2 + s2 = 72
x1, x2, s1, s2 � 0.

Het toegelaten gebied van dit LP probleem wordt gra�sch weergegeven in �guur 1.7. Aangezien dit

x1

x2

C = ( 10, 6)

B = ( 0, 14)

D = ( 12, 0)A = ( 0, 0)

Figuur 1.7: De hoekpunten van het toegelaten gebied van Top-Fietsen geven toegelaten basisoplossingen.

probleem m = 2 voorwaarden en n = 4 variabelen heeft, kunnen we een basisoplossing krijgen door

n � m = 4 � 2 = 2 variabelen gelijk te stellen aan 0. Als we x1 en x2 = 0 gelijk aan nul stellen (dus

x1 = x2 = 0), krijgen we een basisoplossing door

s1 = 70 and s2 = 72

op te lossen, dit levert natuurlijk (s1, s2) = ( 70, 72) op. Aangezien de oplossing (x1, x2, s1, s2) =
(0, 0, 70, 72) niet-negatief is, hebben we hiermee een toegelaten basisoplossing gevonden. Merk op

dat deze oplossing hoort bij het hoekpunt (x1, x2) = ( 0, 0) (punt A in �guur 1.7).

Als we kiezen voor x1 = s1 = 0, moeten we

5x2 = 70 and 2x2 + s2 = 72

oplossen; ga zelf na dat hieruit volgt dat x2 = 14 en s2 = 44. Ook deze oplossing is niet-negatief,

dus we hebben nog een toegelaten basisoplossing gevonden; deze oplossing hoort bij hoekpunt

(x1, x2) = ( 0, 14) (punt B in �guur 1.7).
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Door te kiezen voor x1 = s2 = 0, krijgen we de volgende twee vergelijkingen met twee onbekenden:

5x2 + s1 = 70 and 2x2 = 72.

Ga zelf na dat de oplossing x2 = 36 en s1 = � 110 is. Dit levert geen toegelaten basisoplossing op,

omdat s1 < 0.

Als we kiezen voor x2 = s1 = 0, moeten we

4x1 = 70 and 6x1 + s2 = 72

oplossen. Ga na dat dan geldt dat x1 = 17.5 en s2 = � 33. Dit levert opnieuw geen toegelaten

basisoplossing op, omdat s2 < 0.

We kunnen ook kiezen voor x2 = s2 = 0; dan zullen we

4x1 + s1 = 70 and x1 = 72

op moeten lossen. Dit geeft x1 = 12 en s1 = 22 (ga zelf na). Deze oplossing is niet-negatief en

geeft dus wel weer een toegelaten basisoplossing, die hoort bij hoekpunt (x1, x2) = ( 12, 0) (punt D
in �guur 1.7).

Tenslotte kunnen we ook beide slack variabelen gelijk stellen aan nul: s1 = s2 = 0. Dan moeten we

4x1 + 5x2 = 70 and 6x1 + 2x2 = 72

oplossen; dit levert x1 = 10 en x2 = 6 op (ga zelf na). Ook deze oplossing in niet-negatief en

daarmee hebben we de laatste toegelaten basisoplossing gevonden. Deze oplossing hoort bij het

hoekpunt (x1, x2) = ( 10, 6) (punt C in �guur 1.7).

De bovenstaande resultaten zijn samengevat in de volgende tabel:

Basis- Vrije Basisoplossing Toegelaten Hoek-

variabelen variabelen (x1, x2, s1, s2) punt

s1, s2 x1, x2 (0,0,70,72) Ja A
x2, s2 x1, s1 (0,14,0,44) Ja B
x2, s1 x1, s2 (0,36, � 110,0) Nee �
x1, s2 x2, s1 (17.5,0,0, � 33) Nee �
x1, s1 x2, s2 (12,0,22,0) Ja D
x1, x2 s1, s2 (10,6,0,0) Ja C

Het bovenstaande voorbeeld laat een algemeen geldend kenmerk van LP problemen zien: bij de toege-

laten basisoplossingen horen de hoekpunten van het toegelaten gebied. Verder geldt dat als in een

toegelaten basisoplossing precies één basisvariabele vrij gemaakt wordt en één vrije variabele een ba-

sisvariabele wordt en we hiermee opnieuw een toegelaten basisoplossing krijgen, deze basisoplossing

correspondeert met een aangrenzend hoekpunt, dus dat de twee hoekpunten verbonden zijn door

een lijnstuk dat de grens van het toegelaten gebied weergeeft. Bekijk in het bovenstaande voorbeeld

hoekpunt B van het toegelaten gebied. Dit punt hoort bij de toegelaten basisoplossing met basis-

variabelen x2 en s2 . Als we x2 vervangen door de vrije variabele s1 , waardoor x2 dus vrij wordt en

s1 een basisvariabele, hoort deze nieuwe verzameling van basisvariabelen ( s1, s2 ) bij het hoekpunt A ,

dat een buur is van hoekpunt B. Aan de andere kant, als we s2 vervangen door x1 , worden x1 en x2
basisvariabelen (en geldt er dus s1 = s2 = 0); deze verzameling van basisvariabelen hoort bij hoekpunt

C, dat de andere buur is van hoekpunt B. Merk op dat om van punt B naar punt D te gaan je beide

basisvariabelen zal moeten vervangen.
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Opgave 1.13

Schrijf de onderstaande LP-problemen in de standaardvorm. Bepaal alle basisoplossingen van de

standaardvorm en bepaal of deze basisoplossingen toegelaten zijn. Controleer tenslotte of de toege-

laten basisoplossingen corresponderen met de hoekpunten van het toegelaten gebied.

a) Het LP-probleem beschreven in opgave 1.1.

b) Het LP-probleem beschreven in opgave 1.2.

1.6 De simplexmetho de

In deze paragraaf beschrijven we de simplexmethode voor LP-problemen met een doelfunctie die

gemaximaliseerd moet worden. Deze methode bestaat uit twee delen:

Deel 1: initialisatie

Herschrijf het LP-probleem naar de standaardvorm en vind een toegelaten basisoplossing.

Deel 2: simplexalgoritme

Stap 1: Bepaal of de huidige toegelaten basisoplossing optimaal is.

Stap 2: Als de huidige toegelaten basisoplossing niet optimaal is, bepaal dan welke vrije variabele een

basisvariabele zou moeten worden en welke basisvariabele vrij moet worden.

Stap 3: Herschrijf de verzameling gelijkheden zodanig dat de nieuwe toegelaten basisoplossing (met

een hogere waarde voor de doelfunctie) af te lezen is en ga terug naar stap 1.

We zullen deze stappen toelichten aan de hand van het volgende voorbeeld.

Vo orb eeld 1.12: simplexmetho de

Beschouw het volgende LP-probleem:

max . z = 3x1 + 2x2 + 4x3
o.d.v. x1 + 2x3 � 50

3x1 + 10x2 + 6x3 � 300
2x1 + x3 � 40

x1, x2, x3 � 0.

Het toegelaten gebied is gra�sch weergegeven in �guur 1.8.
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Figuur 1.8: Het toegelaten gebied (drie-dimensionaal).
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Initialisatie

We zullen dit LP-probleem eerst moeten herschrijven naar de standaardvorm. Als we de procedure

volgen zoals beschreven in paragraaf 1.4, krijgen we de volgende standaardvorm:

max z = 3x1 + 2x2 + 4x3
o.d.v. x1 + 2x3 + s1 = 50

3x1 + 10x2 + 6x3 + s2 = 300
2x1 + x3 + s3 = 40

x1, x2, x3, s1, s2, s3 � 0.

Voor deel 2 van de simplexmethode hebben we de doelfunctie in een iets andere vorm nodig en

daarom herschrijven we deze van

z = 3x1 + 2x2 + 4x3

naar

z � 3x1 � 2x2 � 4x3 = 0.

Samen met de drie voorwaarden van de standaardvorm levert dit de volgende verzameling van ge-

lijkheden op (we noemen dit een stelsel):

rij 0 z � 3x1 � 2x2 � 4x3 = 0
rij 1 x1 + 2x3 + s1 = 50
rij 2 3x1 + 10x2 + 6x3 + s2 = 300
rij 3 2x1 + x3 + s3 = 40.

In rij 0 staat dus de doelfunctie en in de rijen 1 tot en met 3 staan de drie voorwaarden uit de

standaardvorm. Dit stelsel heeft een speciale structuur: elke vergelijking heeft één variabele met

coë�ciënt 1 in die vergelijking en coë�ciënt 0 in de overige vergelijkingen; deze variabelen worden

de pivotvariabelen genoemd. Voor de rijen 1, 2 en 3 zijn de pivotvariabelen s1 , s2 en s3 ; voor rij 0 is

de pivotvariabele z. Deze speciale structuur maakt het gemakkelijk om een toegelaten basisoplossing

af te lezen: kies de pivotvariabelen van de rijen 1, 2 en 3 (dus s1 , s2 en s3 ) als basisvariabelen; x1 ,

x2 en x3 zijn dan de vrije variabelen met waarde 0 ( x1 = x2 = x3 = 0). We kunnen nu de waardes

voor s1 , s2 en s3 direct a�ezen: s1 = 50, s2 = 300 en s3 = 40. Hiermee hebben we een toegelaten

basisoplossing, namelijk (x1, x2, x3, s1, s2, s3) = ( 0, 0, 0, 50, 300, 40) , met basisvariabelen s1 , s2 en s3
en vrije variabelen x1 , x2 en x3 .

3

Merk op dat deze toegelaten basisoplossing hoort bij het hoekpunt

(0, 0, 0) van het toegelaten gebied. In rij 0 kunnen we lezen dat

z = 3x1 + 2x2 + 4x3,

dus de waarde van de doelfunctie is 0 in de huidige toegelaten basisoplossing. We kunnen de tabel

nog met één kolom uitbreiden, waarin de waarden van de basisvariabelen (oftewel de pivotvariabelen)

is weergegeven; dit levert de volgende tabel op:

basis

variabelen

rij 0 z � 3x1 � 2x2 � 4x3 = 0 z = 0
rij 1 x1 + 2x3 + s1 = 50 s1 = 50
rij 2 3x1 + 10x2 + 6x3 + s2 = 300 s2 = 300
rij 3 2x1 + x3 + s3 = 40 s3 = 40.

Deze tabel wordt ook wel het (start)tableau genoemd.

Simplexalgoritme

Stap 1: Om te kunnen zien of de huidige toegelaten basisoplossing optimaal is, moeten we rij 0

herschrijven naar

z = 3x1 + 2x2 + 4x3.

3

De oplossing is uiteraard niet-negatief omdat de waardes in het rechterlid niet-negatief zijn.
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Merk op dat de waarde z van de doelfunctie enkel afhangt van de vrije variabelen x1 , x2 en x3 ,

waarvan de waarde 0 is in de huidige toegelaten basisoplossing. Aangezien alle coë�ciënten positief

zijn, zal een toename in de waarde van ieder van de vrije variabelen resulteren in een toename van de

waarde van de doelfunctie. Daarom kunnen we stellen dat de huidige basisoplossing niet optimaal is.

Stap 2: Een toename van de waarde van x1 met één eenheid zal leiden tot een toename van de

waarde z van de doelfunctie met drie eenheden, een toename van x2 met één eenheid zal leiden

tot een toename van z met twee eenheden en een toename van x3 met één eenheid zal leiden tot

een toename van z met vier eenheden. Aangezien de grootste stijging van de waarde te verkrijgen

is door x3 te laten stijgen, kiezen we ervoor om van x3 een basisvariabele te maken. Maar als we

een basisvariabele toevoegen, zal ook één van de huidige basisvariabelen vrij moeten worden. Welke

moeten we daarvoor kiezen? Hiervoor gaan we kijken met hoeveel we x3 maximaal kunnen verhogen

zonder dat het stelsel een niet-toegelaten oplossing krijgt (dus zodanig dat geen enkele variabele

negatief wordt).

We kijken eerst naar rij 1:

x1 + 2x3 + s1 = 50.

In de huidige toegelaten oplossing zijn de waardes van x1 en x3 gelijk aan 0 en geldt dat s1 = 50.

Als we x3 met één eenheid verhogen, moeten we s1 met twee eenheden verlagen om nog steeds aan

deze gelijkheid te voldoen. Omdat alle variabelen (dus ook s1 ) niet-negatief mogen zijn, kunnen we

x3 ten hoogste met

50/ 2 = 25 verhogen. Variabele x3 zou dan de waarde 25 krijgen en zou hiermee

een basisvariabele worden en variabele s1 zou vrij worden en krijgt de waarde 0.

Kijk nu eens naar rij 2:

3x1 + 10x2 + 6x3 + s2 = 300.

In de huidige basisoplossing is s2 de enige variabele met een strict positieve waarde. Als we x3 met

één eenheid laten toenemen, zal s2 met zes eenheden moeten afnemen. Volgens deze vergelijking

zal x3 dus met maximaal

300/ 6 = 50 eenheden kunnen toenemen, anders wordt s2 negatief.

Kijk tenslotte ook nog naar rij 3:

2x1 + x3 + s3 = 40.

De enige strict positieve variabele in de huidige toegelaten basisoplossing is s3 . Een toename van x3
met één eenheid leidt tot een afname van s3 met één eenheid. We kunnen x3 volgens deze gelijkheid

dus met maximaal

40/ 1 = 40 eenheden laten toenemen, anders wordt s3 negatief.

Volgens rij 1 mag x3 dus maximaal 25 worden, volgens rij 2 maximaal 50 en volgens rij 3 40. Welke

moeten we nu kiezen? Herinner je dat geen enkele variabele negatief mag worden. Als we x3 = 40
kiezen, dan leveren rij 2 en 3 geen problemen op, maar rij 1 wel: als x3 = 40, dan zal s3 gelijk

moeten worden aan � 30 en dat is niet toegestaan ( x1 blijft een vrije variabele met de waarde 0).

We moeten dus het minimum kiezen van de drie mogelijke waarden, dus de nieuwe waarde van x3
is 25. De waarde van s1 wordt dan 0 en de waardes van s2 en s3 blijven positief. De basisvariabele

s1 wordt vrij, de vrije variabele x3 wordt een basisvariabele en de overige twee basisvariabelen ( s2 en

s3 ) blijven basisvariabelen. Dat betekent ook dat we rij 0 zullen moeten herschrijven zodat x3 daar

een basisvariabele wordt in plaats van s1 .

Stap 3: Hoe moeten we het tableau nu gaan herschrijven? De variabele x3 wordt een basisvariabele

en s1 wordt vrij. Dat betekent dat we rij 1 zodanig gaan herschrijven dat x3 daar de coë�ciënt 1 krijgt

en dat de coë�ciënten van x3 in de overige rijen (0, 2 en 3) 0 wordt. Hiervoor gaan we zogenoemde

elementaire rij-operaties uitvoeren (ook wel `vegen' genoemd). Ten eerste gaan we ervoor zorgen

dat de coë�ciënt van x3 in rij 1 gelijk aan 1 wordt door deze rij met

1
2 te vermenigvuldigen:

1
2 �

�
x1 + 2x3 + s1 = 50

�
! 1

2x1 + x3 + 1
2s1 = 25.
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Vervolgens gaan we een 0 creëren in rij 0 waar nu nog de coë�ciënt � 4 staat. We gaan dit doen

door bij rij 0 een aantal keer de nieuwe rij 1 op te tellen en wel zodanig dat de � 4 een 0 wordt.

Aangezien de coë�ciënt van x3 in de nieuwe rij 1 gelijk is aan 1, moeten we 4 keer de nieuwe rij 1

bij rij 0 optellen:

rij 0 z � 3x1 � 2x2 � 4x3 = 0

+ 4 � nieuwe rij 1 2x1 + 4x3 + 2s1 = 100

nieuwe rij 0 z � x1 � 2x2 + 2s1 = 100

Nu moeten we op dezelfde manier een 0 creëren in rij 2, waar nu nog de coë�ciënt 6 staat; we doen

dit door 6 keer de nieuwe rij 1 van rij 2 af te trekken:

rij 2 3x1 + 10x2 + 6x3 + s2 = 300

� 6 � nieuwe rij 1 � 3x1 � 6x3 � 3s1 = � 150
nieuwe rij 2 10x2 � 3s1 + s2 = 150

De nieuwe rij 3, met coë�ciënt 0 voor x3 , krijgen we door de nieuwe rij 1 van de oude rij 3 af te

trekken:

rij 3 2x1 + x3 + s3 = 40

� nieuwe rij 1 � 1
2x1 � x3 � 1

2s1 = � 25

nieuwe rij 3

3
2x1 � 1

2s1 + s3 = 15

Dit levert het volgende nieuwe tableau op:

basis

variabelen

rij 0 z � x1 � 2x2 + 2s1 = 100 z = 100
rij 1

1
2x1 + x3 + 1

2s1 = 25 x3 = 25
rij 2 10x2 � 3s1 + s2 = 150 s2 = 150
rij 3

3
2x1 � 1

2s1 + s3 = 15 s3 = 15.

Uit dit tableau kunnen we de nieuwe toegelaten basisoplossing a�ezen; dit is (x1, x2, x3, s1, s2, s3) =
(0, 0, 25, 0, 150, 15) met basisvariabelen x3 , s2 en s3 en vrije variabelen x1 , x2 en s1 . Merk op dat

deze toegelaten basisoplossing hoort bij het hoekpunt (0, 0, 25) van het toegelaten gebied. Uit rij 0

kunnen we opmaken dat z = 100+ x1 + 2x2 � 2s1 , dus dat de waarde van de doelfunctie nu 100 is.

We hebben één iteratie van het simplexalgoritme uitgevoerd: in het toegelaten gebied zijn we van

hoekpunt (0, 0, 0) opgeschoven naar (0, 0, 25) en is de waarde van de doelfunctie gestegen van 0 naar

100. We beginnen aan een nieuwe iteratie en gaan terug naar stap 1.

Stap 1: Om te kunnen bepalen of de huidige toegelaten basisoplossing optimaal is, kijken we weer

naar rij 0 (maar dan een beetje herschreven):

z = 100+ x1 + 2x2 � 2s1.

Aangezien de coë�ciënten van zowel x1 als x2 positief zijn, kunnen we de waarde van de doelfunctie

verhogen door één van deze variabelen te verhogen. De huidige toegelaten basisoplossing is dus niet

optimaal.

Stap 2: We moeten kiezen welke van de twee variabelen met een positieve coë�ciënt in rij 0 de

nieuwe basisvariabele wordt. We kiezen hiervoor de variabele met de grootste coë�ciënt, omdat

daarmee de waarde van de doelfunctie sneller stijgt; dit is x2 , want 2 > 1. Ook moet dus één van de

huidige basisvariabelen ( x3 , s2 en s3 ) vrij worden. Hiervoor gaan we weer kijken hoeveel x2 maximaal

kan toenemen volgens de vergelijkingen in rij 1, 2 en 3. We beginnen met rij 1:

1
2x1 + x3 + 1

2s1 = 25,
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waarin x3 de enige strict positieve variabele is. Aangezien x2 niet in deze gelijkheid voorkomt, geeft

deze gelijkheid geen extra informatie over hoeveel x2 kan stijgen; x2 zou volgens deze gelijkheid heel

groot mogen worden. Laten we nu gaan kijken naar rij 2 om te zien of deze meer informatie oplevert:

10x2 � 3s1 + s2 = 150,

waarin s2 de enige strict positieve variabele is. Als x2 met één eenheid toeneemt, zal s2 met tien

eenheden moeten afnemen. De variabele x2 kan dus maximaal met

150/ 10 = 15 eenheden toenemen

volgens deze gelijkheid. Bekijk tenslotte rij 3:

3
2x1 � 1

2s1 + s3 = 15,

waarin s3 de enige strict positieve variabele is. Opnieuw komt x2 niet voor in de gelijkheid, dus ook

deze gelijkheid geeft geen extra informatie over de maximale toename van x2 .

We kunnen x2 dus met 15 eenheden laten toenemen. Als we dat doen, krijgt s2 de waarde 0 en

blijven s3 en x3 positief. De basisvariabelen worden x2 (in rij 2), x3 en s3 en de vrije variabelen

worden x1 , s1 en s2 .

Stap 3: Omdat x2 de pivotvariabele in rij 2 moet worden, moet de bijbehorende coë�ciënt gelijk

worden aan 1 en de coë�ciënten in de overige rijen moeten 0 worden. Laten we eerst de coë�ciënt

in rij 2 gelijk aan 1 maken door deze rij met

1/ 10 te vermenigvuldigen:

1
10

�
10x2 � 3s1 + s2 = 150

�
! x2 � 3

10s1 + 1
10s2 = 15.

Aangezien de coë�ciënten horende bij x2 in de rijen 1 en 3 al gelijk zijn aan nul hoeven we deze rijen

niet te herschrijven; om een nul te creëren in rij 0 zullen we 2 keer de nieuwe rij 2 bij rij 0 optellen:

rij 0 z � x1 � 2x2 + 2s1 = 100

+ 2 � nieuwe rij 2 2x2 � 3
5s1 + 1

5s2 = 30

nieuwe rij 0 z � x1 + 7
5s1 + 1

5s2 = 130

Dit levert het volgende tableau op:

basis

variabelen

rij 0 z � x1 + 7
5s1 + 1

5s2 = 130 z = 130

rij 1

1
2x1 + x3 + 1

2s1 = 25 x3 = 25

rij 2 x2 � 3
10s1 + 1

10s2 = 15 x2 = 15

rij 3

3
2x1 � 1

2s1 + s3 = 15 s3 = 15.

Uit het tableau kun je de toegelaten basisoplossing a�ezen: (x1, x2, x3, s1, s2, s3) = ( 0, 15, 25, 0, 0, 15)
met basisvariabelen x2 , x3 en s3 en vrije variabelen x1 , s1 and s2 . Merk op dat deze toegelaten

basisoplossing hoort bij het hoekpunt (0, 15, 25) in het toegelaten gebeid. In rij 0 kunnen we lezen

dat

z = 130+ x1 � 7
5s1 � 1

5s2,

dus dat de waarde van de doelfunctie nu gelijk is aan 130.

We hebben de tweede iteratie van het simplexalgoritme uitgevoerd en zijn van hoekpunt (0, 0, 25)
naar (0, 15, 25) gegaan. Daarbij is de waarde van de doelfunctie toegenomen van 100 naar 130. We

gaan weer terug naar stap 1.

Stap 1: We gaan opnieuw kijken of de huidige toegelaten basisoplossing optimaal is door rij 1 een

beetje te herschrijven:

z = 130+ x1 � 7
5s1 � 1

5s2.
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Aangezien de coë�ciënt van de vrije variabele x1 nog steeds positief is, kunnen we de waarde van de

doelfunctie verbeteren door de waarde van x1 te laten toenemen. Daarom is de huidige toegelaten

basisoplossing nog niet optimaal.

Stap 2: Aangezien x1 de enige vrije variabele met een positieve coë�ciënt in de doelfunctie is, zal

dit onze nieuwe basisvariabele moeten worden. Welke van de huidige basisvariabelen wordt dan vrij.

Bekijk de rijen 1, 2 en 3 en bepaal met hoeveel x1 maximaal mag toenemen:

Rij Strict positieve Maximale

variabele toename x1
1
2x1 + x3 + 1

2s1 = 25 x3
25
1/ 2

= 50

x2 � 3
10s1 + 1

10s2 = 15 x2 � (geen x1 )

3
2x1 � 1

2s1 + s3 = 15 s3
15
3/ 2

= 10

Uit bovenstaande tabel blijkt dat we x1 met maximaal 10 kunnen laten toenemen. De variabele x1
wordt dan een basisvariabele (in rij 3) en s3 wordt een vrije variabele en krijgt de waarde nul.

Stap 3: Omdat x1 de nieuwe pivotvariabele in rij 3 wordt, moet de bijbehorende coë�ciënt in die rij

de waarde 1 krijgen en in de overige rijen moet de coë�ciënt van x1 nul worden. In rij 3 krijgen we

de waarde 1 door rij 3 met

2/ 3 te vermenigvuldigen. Ga zelf na dat de nieuwe rij 3 er dan als volgt

uitziet:

x1 � 1
3s1 + 2

3s3 = 10.

Omdat in rij 2 de coë�ciënt behorende bij x2 al 0 is, verandert deze rij niet. De nieuwe rij 0 krijgen

we door 1 keer de nieuwe rij 3 bij de oude rij 0 op te tellen; we krijgen dan (ga zelf na):

z + 16
15s1 + 1

5s2 + 2
3s3.

De nieuwe rij 1, tenslotte, krijgen we door van de oude rij 1

1
2 keer de nieuwe rij 3 af te trekken. De

nieuwe rij 1 is (ga zelf na):

x3 + 2
3s1 � 2

3s3 = 20.

Het nieuwe tableau is dan

basis

variabelen

rij 0 z + 16
15s1 + 1

5s2 + 2
3s3 = 140 z = 140

rij 1 x3 + 2
3s1 � 1

3s3 = 20 x3 = 20

rij 2 x2 � 3
10s1 + 1

10s2 = 15 x2 = 15

rij 3 x1 � 1
3s1 + 2

3s3 = 10 x1 = 10.

Uit het tableau kun je de toegelaten basisoplossing a�ezen: (x1, x2, x3, s1, s2, s3) = ( 10, 15, 20, 0, 0, 0) ,

waarin x1 , x2 en x3 de basisvariabelen zijn en s1 , s2 en s3 de vrije variabelen. Merk op dat deze

toegelaten basisoplossing hoort bij het hoekpunt (10, 15, 20) van het toegelaten gebied. Van rij 0

kunnen we a�eiden dat

z = 140� 16
15s1 � 1

5s2 � 2
3s3,

dus de waarde van de doelfunctie is 140 in de huidige toegelaten basisoplossing.

We hebben nu de derde iteratie van het simplexalgoritme uitgevoerd. Daarmee zijn we van hoekpunt

(0, 15, 25) naar hoekpunt (10, 15, 20) gegaan en is de waarde van de doelfunctie gestegen van 130

naar 140. We gaan weer terug naar stap 1.

Stap 1: Om te bepalen of de huidige toegelaten basisoplossing optimaal is, herschrijven we rij 1 naar

z = 140�
16
15

s1 � 1
5s2 � 2

3s3.
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Aangezien alle coë�ciënten van de vrije variabelen negatief zijn, kunnen we de waarde van de doel-

functie niet verder verhogen. De huidige toegelaten basisoplossing is dus de optimale oplossing.

Met het voorbeeld zoals hierboven in gedachte, kunnen we een meer gedetailleerde omschrijving geven

van de stappen 1, 2 en 3 van het simplexalgoritme (deel 2 van de simplexmethode). Als na een aantal

iteraties van het simplexalgoritme er nog een vrije variabele met een negatieve coë�ciënt in rij 0

van het tableau staat, betekent dat dat de huidige toegelaten basisoplossing nog niet optimaal is:

na het herschrijven van rij 0 staat de variabele met een negatieve coë�ciënt nu aan de rechterzijde

met een positieve coë�ciënt; dit betekent dat de waarde van de doelfunctie kan stijgen door van

deze vrije variabele een basisvariabele te maken. Daarom geldt dat huidige toegelaten basisoplossing

optimaal is als alle coë�ciënten in rij 0 niet-negatief zijn (bedenk wel dat we het hier over een

maximalisatieprobleem hebben).

Bovendien geldt dat als de huidige toegelaten basisoplossing niet optimaal is, we ervoor hebben

gekozen om een basisvariabele te maken van de vrije variabele met de meest negatieve coë�ciënt in

rij 0. Vervolgens moeten we bepalen welke basisvariabele vrij moet worden; dit hebben we gedaan

door voor iedere rij te bepalen met hoeveel de nieuwe basisvariabele maximaal kan toenemen zonder

dat een andere variabele een negatieve waarde krijgt. Als de coë�ciënt van de nieuwe basisvariabele

positief is, is dat het getal dat we krijgen door het rechterlid te delen door de coë�ciënt van de nieuwe

basisvariabele. Als de coë�ciënt van de nieuwe basisvariabele 0 of zelfs negatief is (dit laatste hebben

we niet gezien in het voorbeeld), kan de waarde van de nieuwe basisvariabele willekeurig groot worden

en dan nog zal die voorwaarde (waarin de coë�ciënt van de nieuwe basisvariabele dus nul of negatief

is) geen problemen opleveren. De nieuwe basisvariabele wordt een pivotvariabele in de rij waarin deze

nieuwe basisvariabele het minste kan toenemen. Dit alles wordt samengevat in het blok hieronder.

Simplexmetho de vo or een LP-maximalisatieprobleem

Initialisatie :

Herschrijf het LP-probleem in de standaardvorm en vind een toegelaten basisoplossing gebruik

makend van de standaardvorm.

Simplexalgoritme:

Stap 1: Als alle coë�ciënten van de vrije variabelen in rij 0 niet-negatief zijn, is de huidige

toegelaten basisoplossing optimaal en ben je dus klaar. Anders is de huidige toegelaten

basisoplossing dat niet en ga je naar stap 2.

Stap 2: Bepaal welke vrije variabele de meest negatieve coë�ciënt heeft in rij 0. Dit zal de

nieuwe basisvariabele worden. Bereken voor iedere rij waarin de coë�ciënt van de nieuwe

basisvariabele positief is met hoeveel de nieuwe basisvariabele maximaal kan toenemen. De

rij waarvoor dit getal het kleinste is, zal de rij worden waarin onze nieuwe basisvariabele de

pivotvariabele wordt (de basisvariabele in die rij wordt dan dus een vrije variabele).

Stap 3: Herschrijf het tableau zodat de coë�ciënt van de nieuwe basisvariabele de waarde 1

krijgt in de rij waarin deze de pivotvariabele wordt en 0 in alle overige rijen (inclusief rij 0).

Ga dan terug naar stap 1.

Bij het toepassen van de simplexmethode zien we veel verschillende tableaus die veel verschillende

stelsels van lineaire vergelijkingen weergeven. Merk wel op dat al deze verschillende stelsels dezelfde
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oplossingen hebben. In het volgende voorbeeld laten we zien hoe we de tableaus iets eenvoudiger (en

vooral iets korter) op kunnen schrijven.

Vo orb eeld 1.13: simplexmetho de (vervolg)

Beschouw nogmaals het voorbeeld van het begin van deze paragraaf. Het is in principe voldoende

om alleen de coë�ciënten op te schrijven en niet ook nog alle variabelen. Het eerste tableau ziet er

dan als volgt uit:

z x1 x2 x3 s1 s2 s3 rz b.v.

rij 0 1 � 3 � 2 � 4 0 0 0 0 z = 0
rij 1 0 1 0 2 1 0 0 50 s1 = 50
rij 2 0 3 10 6 0 1 0 300 s2 = 300
rij 3 0 2 0 1 0 0 1 40 s3 = 40,

waarbij `rz' staat voor rechterzijde (of rechterlid) en `b.v.' voor basisvariabele. In dit tableau is

x3 de vrije variabele met de meest negatieve coë�ciënt in rij 0, dus deze kiezen we als nieuwe

basisvariabele. Om te bepalen in welke rij deze variabele de pivotvariabele moet worden, berekenen

we voor iedere rij waarin x3 een positieve coë�ciënt heeft de ratio van de rechterzijde (rz) en die

coë�ciënt. De rij waarin deze ratio minimaal is, wordt de rij waarin x3 de pivotvariabele wordt. De

winnaar van deze ratiotest is rij 1, zoals je kunt zijn in het uitgebreide tableau hieronder:

z x1 x2 x�
3 s1 s2 s3 rz b.v. ratio

rij 0 1 � 3 � 2 � 4 0 0 0 0 z = 0
rij 1 0 1 0 2� 1 0 0 50 s1 = 50 50

2 = 25�

rij 2 0 3 10 6 0 1 0 300 s2 = 300 300
6 = 50

rij 3 0 2 0 1 0 0 1 40 s3 = 40 40
1 = 40.

Tenslotte gebruiken we elementaire rij-operaties (rijen bij elkaar optellen of van elkaar aftrekken en

rijen vermenigvuldigen met een getal) om de coë�ciënt van x3 gelijk te krijgen aan 1 in rij 1 en gelijk

aan 0 in de overige rijen. Dit levert onderstaand tableau op, waarin we ook al de volgende nieuwe

basisvariabele hebben bepaald en de rij waarin deze een pivotvariabele zal moeten worden:

z x1 x�
2 x3 s1 s2 s3 rz b.v. ratio

rij 0 1 � 1 � 2 0 2 0 0 100 z = 100
rij 1 0 1

2 0 1 1
2 0 0 25 x3 = 25 �

rij 2 0 0 10� 0 � 3 1 0 150 s2 = 150 150
10 = 15�

rij 3 0 3
2 0 0 � 1

2 0 1 15 s3 = 15 �

Na het opnieuw uitvoeren van elementaire rij-operaties, het bepalen van de nieuwe basisvariabele en

het uitvoeren van de ratiotest krijgen we

z x�
1 x2 x3 s1 s2 s3 rz b.v. ratio

rij 0 1 � 1 0 0 7
5

1
5 0 130 z = 130

rij 1 0 1
2 0 1 1

2 0 0 25 x3 = 25 25
1
2

= 50

rij 2 0 0 1 0 � 3
10

1
10 0 15 x2 = 15 �

rij 3 0 3
2

�
0 0 � 1

2 0 1 15 s3 = 15 15
3
2

= 10�

Als we voor de laatste keer de elementaire rij-operaties gebruiken om nullen en enen op de juiste

plekken te creëren, krijgen we

z x1 x2 x3 s1 s2 s3 rz b.v.

rij 0 1 0 0 0 16
15

1
5

2
3 140 z = 140

rij 1 0 0 0 1 2
3 0 � 1

3 20 x3 = 20

rij 2 0 0 1 0 � 3
10

1
10 0 15 x2 = 15

rij 3 0 1 0 0 � 1
3 0 2

3 10 x1 = 10
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Aangezien alle coë�ciënten in rij 0 nu niet-negatief zijn, correspondeert dit tableau met een optimale

toegelaten basisoplossing (dit hadden we al in het vorige voorbeeld bepaald).

Opgave 1.14

a) Gebruik de simplexmethode om het LP-probleem van opgave 1.1 op te lossen.

b) Gebruik de simplexmethode om het LP-probleem van opgave 1.2 op te lossen.

Opgave 1.15

Gebruik de simplexmethode om het volgende LP-probleem op te lossen:

max . z = x1 � x2 + x3
o.d.v. 3x1 + 2x2 + 2x3 � 120

x1 � 2x2 + 4x3 � 20
x1 + 2x2 � 2x3 � 40
x1, x2, x3 � 0.

We kunnen nu met behulp van de simplexmethode een willekeurig LP-maximalisatieprobleem oplossen

en we hebben in paragraaf 1.3 geleerd dat de waarde van de optimale oplossing van het primaire

probleem gelijk is aan de waarde van de optimale oplossing van het duale probleem. Helaas konden

we daar niet de locatie van de optimale oplossing bepalen (oftewel: de waarde van de beslissingsva-

riabelen). Dit kunnen we wel als we de simplexmethode gebruiken, zoals we zullen laten zien in het

volgende voorbeeld.

Vo orb eeld 1.14: optimale oplossing duale probleem

Beschouw opnieuw het Top-Fietsen LP-maximalisatieprobleem en zijn duale LP-minimalisatieprobleem:

max . z = 1960x1 + 1240x2 min . w = 70y1 + 72y2

o.d.v. 4x1 + 5x2 � 70 o.d.v. 4y1 + 6y2 � 1960
6x1 + 2x2 � 72 5y1 + 2y2 � 1240
x1, x2 � 0 y1, y2 � 0.

Als we het primaire maximalisatieprobleem willen oplossen met behulp van de simplexmethode, stellen

we eerst het volgende starttableau op:

z x�
1 x2 s1 s2 rz b.v. ratio

rij 0 1 � 1960 � 1240 0 0 0 z = 0
rij 1 0 4 5 1 0 70 s1 = 70 17.5
rij 2 0 6� 2 0 1 72 s2 = 72 12�

Na één iteratie hebben we het volgende tableau:

z x1 x�
2 s1 s2 rz b.v. ratio

rij 0 1 0 � 1760
3 0 980

3 23520 z = 23520

rij 1 0 0 11
3

�
1 � 2

3 22 s1 = 22 6�

rij 2 0 1 1
3 0 1

6 12 x1 = 12 36

Na twee iteraties krijgen we het volgende (eind)tableau:

z x1 x2 s1 s2 rz b.v.

rij 0 1 0 0 160 220 27040 z = 27040
rij 1 0 0 1 3

11 � 2
11 6 x2 = 6

rij 2 0 1 0 � 1
11

5
22 10 x1 = 10
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Uit dit tableau kunnen we de optimale oplossing voor het probleem van Top-Fietsen a�ezen, namelijk

(x1, x2) = ( 10, 6) , waarbij de waarde van de doelfunctie gelijk is aan z = 27040. Deze oplossing

hadden we natuurlijk al gevonden met de gra�sche methode in paragraaf 1.2. Maar we kunnen,

zoals beloofd voor dit voorbeeld, nog meer informatie uit het eindtableau halen. Kijk eens naar de

coë�ciënten in rij 0 die horen bij s1 en s2 : 160 en 220. Deze coë�ciënten zijn niet-negatief (anders

was dit geen eindtableau geweest, waarom?). Verder kun je gemakkelijk nagaan dat y1 = 160 en

y2 = 220 behoort tot het toegelaten gebied van het duale probleem en als je (y1, y2) = ( 160, 220)
invult in de doelfunctie van het duale probleem krijg je w = 70 � 160+ 72 � 220= 27040. Met behulp

van de dualiteitsstelling weten we nu ook dat in (y1, y2) = ( 160, 220) zich het minimum van het

duale probleem bevindt! Merk op dat we deze minimumlocatie al hadden gevonden in het voorbeeld

van het LP-minimalisatieprobleem in paragraaf 1.2.

Het fenomeen dat we in het voorgaande voorbeeld hebben gezien, komt in het algemeen voor: als

we een normaal LP-maximalisatieprobleem met de simplexmethode oplossen, dan vormen de coëf-

�ciënten van de slackvariabelen in rij 0 van het eindtableau de optimale oplossing van het duale

LP-minimalisatieprobleem.

Opgave 1.16

Kijk nog eens naar het LP-maximalisatieprobleem van het voorbeeld uit paragraaf 1.6:

max . z = 3x1 + 2x2 + 4x3
o.d.v. x1 + 2x3 � 50

3x1 + 10x2 + 6x3 � 300
2x1 + x3 � 40

x1, x2, x3 � 0.

a) Bepaal het duale probleem van dit maximalisatieprobleem van het voorbeeld in paragraaf.

b) Vind een optimale oplossing voor het duale probleem, waarbij je gebruik maakt van het eindtableau.

c) Laat zien dat deze oplossing inderdaad toegelaten is en dat de optimale waarde van de doelfunctie

van het duale probleem gelijk is aan de optimale waarde van de doelfunctie van het primaire

probleem.

Opgave 1.17

Kijk nogmaals naar het LP-probleem van opgave 1.15.

a) Bepaal het duale probleem van dit LP-probleem.

b) Vind een optimale oplossing voor het duale probleem, waarbij je gebruik maakt van het eindtableau.

c) Laat zien dat deze oplossing inderdaad toegelaten is en dat de optimale waarde van de doelfunctie

van het duale probleem gelijk is aan de optimale waarde van doelfunctie van het primaire probleem.

1.7 To epassing: een transp ortprobleem

In deze paragraaf illustreren we hoe een transportprobleem kan worden gemodelleerd als een LP-

minimalisatieprobleem. Ook zal het duidelijk worden dat zelfs voor kleine transportproblemen, het

aantal variabelen en voorwaarden vaak meer dan twee is. Dit betekent dat we geen gebruik kunnen

maken van de gra�sche methode om het lineair programmeringsprobleem op te lossen. In de praktijk

worden deze grote problemen opgelost met behulp van LP-computerpakketten. De toepassing van

deze pakketten gaat te ver voor dit dictaat.
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Vo orb eeld 1.15: transp ortprobleem

Een waterbedrijf heeft twee voorzieningen, W1 en W2, die twee grote steden, C1 en C2 , moeten

voorzien van water. Elke voorziening heeft een bepaald aanbod van water (per dag) en de steden

hebben vraag naar water (per dag). Bovendien zijn er kosten gemoeid met het transporteren van

water van een voorziening naar een stad. Het aanbod, de vraag en de kosten zijn weergegeven in

tabel 1.2. In deze tabel kun je bijvoorbeeld zijn dat het aanbod van voorziening W1 8 is, de vraag

C1 C2 aanbod

W1 2 1 8
W2 1 3 4

vraag 5 7

Tabel 1.2: Gegevens voor een transportprobleem.

van stad C2 7 is en de kosten voor het transporteren van water van W2 naar C2 gelijk zijn aan 3 per

eenheid water.

Laat xij het aantal eenheden water zijn die van voorziening Wi naar stad Cj worden verplaatst. Er

volgt dat x12 het aantal eenheden water weergeeft dat wordt getransporteerd van voorziening W1
naar stad C2 . Het doel van het waterbedrijf is om de twee steden van water te voorzien tegen

minimale kosten. De doelfunctie wordt gegeven door:

min w = 2x11 + x12 + x21 + 3x22.

Bovendien heeft het bedrijf te maken met de volgende voorwaarden. Voorziening W1 heeft een

maximaal aanbod van 8 eenheden. Omdat voorziening W1 x11 eenheden naar stad C1 en x12 eenheden

naar stad C2 transporteert, hebben we de volgende voorwaarde:

x11 + x12 � 8.

Op een vergelijkbare manier vinden we voor voorziening W2:

x21 + x22 � 4.

De vraag van de steden leidt ook tot voorwaarden. Stad C1 ontvangt x11 eenheden water van

voorziening W1 en x12 eenheden water van voorziening W2. Omdat stad C1 een vraag heeft van 5

eenheden, hebben we de volgende voorwaarde:

x11 + x21 � 5.

Op een vergelijkbare manier vinden we voor stad C2 :

x12 + x22 � 7.

Als we ook rekening houden met de tekenvoorwaarden, kunnen we concluderen dat het transport-

probleem geformuleerd kan worden als het volgende LP-probleem:

min . w = 2x11 + x12 + x21 + 3x22
o.d.v. x11 + x12 � 8

x21 + x22 � 4
x11 + x21 � 5

x12 + x22 � 7
x11 � 0,x12 � 0,x21 � 0,x22 � 0.

We zien dat het optimalisatieprobleem dat volgt uit een transportprobleem met 2 voorzieningen

en 2 steden kan worden gemodelleerd als een LP-probleem met 4 variabelen en 4 voorwaarden.

De oplossing van dit LP-probleem is (x11, x12, x21, x22) = ( 1, 7, 4, 0) (bepaald met behulp van een

computerpakket) en de minimale kosten zijn 13. Van de oplossing leren we dat het optimaal is om
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1 eenheid water van voorziening W1 te verplaatsen naar stad C1 , 7 eenheden water van voorziening

W1 naar stad C2, 4 eenheden water van voorziening W2 naar stad C1 en 0 eenheden water van

voorziening W2 naar stad C2.

Opgave 1.18 (transportprobleem)

Een waterbedrijf heeft drie voorzieningen, W1, W2 and W3, die twee grote steden, C1 and C2 , moeten

voorzien. De voorzieningen hebben een bepaald aanbod van water (per dag) en de steden hebben

een bepaalde vraag naar water (per dag). Bovendien zijn er kosten voor het transporteren van water

van een voorziening naar een stad. Het aanbod, de vraag en de kosten worden in de volgende tabel

weergegeven:

C1 C2 aanbod

W1 4 1 8
W2 2 3 4
W3 5 6 7
vraag 10 9

Bepaal het LP-probleem dat correspondeert met het optimalisatieprobleem van dit transportpro-

bleem.

1.8 Gemengde opgaven

Opgave 1.19

Los het volgende LP-probleem gra�sch op:

min . w = 6x + 4y
o.d.v. 4x + y � 56

2x + 5y � 100
x � 0,y � 0.

Opgave 1.20

Bepaal alle waarden van p zo dat het LP-probleem

max . z = px + 3y
o.d.v. x + 6y � 450

6x + 2y � 660
x � 0,y � 0,

oneindig veel oplossingen heeft.

Opgave 1.21

Voor bepaalde getallen a1, a2, . . . ,a9 en een onbekend nummer q heeft het LP-probleem

max z = 2x1 + qx2 + x3
o.d.v. a1x1 + a2x2 + a3x3 � q

a4x1 + a5x2 + a6x3 � 2
a7x1 + a8x2 + a9x3 � 1
x � 0,y � 0,
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een optimale oplossing (x1, x2, x3) = ( 10, 7, 5). Het corresponderende duale probleem heeft als opti-

male oplossing (y1, y2, y3) = ( 10, 5, 9). Bepaal q. [Hint: dualiteitsstelling.]

Opgave 1.22

Beschouw het volgende LP-probleem

max z = 6x1 + 7x2 + 2x3
o.d.v. x1 + x2 � x3 � 12

x1 � x3 � 8
� x1 + 2x2 + 2x3 � 6
x1 � 0,x2 � 0,x3 � 0.

a) Formuleer het corresponderende duale probleem.

b) De optimale locatie, die de optimale waarde van het duale probleem geeft, is gelijk aan (0, 14, 8).
Gegeven zijn de locaties (5, 5, 6) , (28, 0, 16) , (10, 10, 15) en (22, 0, 14) . Welke van de vier locaties

is een optimale locatie van het bovengenoemde maximalisatieprobleem?

Opgave 1.23

Beschouw het volgende LP-probleem:

max . 2x + 3y
o.d.v. x + y � 9

2x + y � 14
x � 0, y � 0

Bepaal het LP-probleem in standaardvorm dat hoort bij het bovenstaande LP-probleem en vind alle

toegelaten basisoplossingen van het LP-probleem in standaardvorm.

Opgave 1.24

Los het onderstaande LP-probleem op.

max . z = 3x1 + x2 + 4x3
o.d.v. x1 + x2 + x3 � 60

x1 + 2x2 + x3 � 40
x1 + x2 + 2x3 � 30

2x1 + x3 � 10
x1 � 0,x2 � 0, x3 � 0.

Opgave 1.25

Beschouw het volgende eindtableau dat verkregen is door de simplexmethode toe te passen op een

LP-maximalisatieprobleem:

z x1 x2 s1 s2 rz

1 2 a2 � 1 2 0 b
0 1 0 1 1 7
0 3 1 1 0 4

Verder is er gegeven dat de doelfunctie van het duale probleem gelijk is aan w = 4y1 + 3y2. Bepaal

a en b.
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Opgave 1.26

Beschouw het volgende LP-probleem.

max . z = x1 + x2 + x3
o.d.v. x1 � x2 � 1

x2 � x3 � 1
� x1 + x3 � 1
x1 � 0, x2 � 0, x3 � 0

a) Vind een toegelaten oplossing (x1, x2, x3) zodanig dat z(x1, x2, x3) > 1000.
b) Kan de waarde van de doelfunctie van dit LP-probleem onwillekeurig groot worden? (Oftewel,

is dit LP-probleem onbegrensd?) Leg uit.

Opgave 1.27

Beschouw het volgende optimalisatieprobleem.

max . z = 120 � x1 � 3x3 � 4x4
o.d.v. x1 + x2 + x3 = 4

3x1 + 4x2 + x4 = 16
x1 + 5x2 + x5 = 22
x1, x2, x3, x4, x5 � 0

Bepaal de optimale oplossing (x1, x2, x3, x4, x5).

Opgave 1.28

Beschouw het volgende LP-probleem.

max . z = 2x1 + 3x2
o.d.v. x1 � x2 � 7

� x1 + x2 � 5
x1, x2 � 0

a) Teken het toegelaten gebied en verklaar waarom dit probleem geen optimale oplossing heeft.

b) Onderzoek hoe dit in het simplexalgoritme tot uiting komt.

Opgave 1.29

Beschouw het volgende LP-probleem.

max . z = 2x1 + x2
o.d.v. 3x1 + 5x2 � 15

4x1 + 2x2 � 8
x1, x2 � 0

a) Laat met behulp van de gra�sche methode zien dat er oneindig veel oplossingen zijn.

b) Onderzoek hoe dit in de simplexmethode tot uiting komt.
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Opgave 1.30

Een bedrijf heeft een korte-termijn �nancieel planningsprobleem voor de productie van vier producten

(genummerd van 1 tot en met 4; de vier beslissingvariabelen x1 tot en met x4 ) uit drie grondsto�en

(genummerd van 1 tot en met 3; de drie voorwaarden) gemodelleerd als een LP-probleem. Bij

de oplossing van het LP-probleem met de simplexmethode ontstaat op een bepaald moment het

onderstaande tableau:

z x1 x2 x3 x4 s1 s2 s3
rij 0 1 � 4 0 0 � 2 1 3 0 50

rij 1 0 2 0 1 1 1 0 0 8

rij 2 0 � 3 1 0 1 3 1
2 0 13

rij 3 0 3 0 0 � 2 � 1 2 1 15

a) Maak de simplexmethode af.

b) Bepaal een optimale oplossing.

c) Bepaal de schaduwprijzen van de grondsto�en.

d) Is de in b) gegeven optimale oplossing de enige? Leg uit.
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Grafen, bomen en paden

In het dagelijks leven komen netwerken in vele vormen voor. Denk maar eens aan de plattegrond van

een stad, de kabelaansluiting bij je thuis of de informatiestroom op internet; zie voorbeeld 2.1.

Vo orb eeld 2.1: Kab elcentrale van Walcheren

Aan het einde van de jaren tachtig verandert de wijze waarop een televisie zijn input ontvangt; de

klassieke antenne wordt vervangen door de nu welbekende kabel. In Nederland wordt een aantal

`kabelcentrales' geplaatst, die elk hun input ontvangen van een sateliet. Vanuit zo'n centrale worden

de ontvangen signalen vervolgens (per kabel) naar de omliggende steden geleid. Er moet dus een

kabelnetwerk tot stand komen dat de omringende steden met de bijbehorende centrale verbindt.

Laten we kijken naar een kabelcentrale gelegen te Middelburg en vier omringende steden, te weten

Arnemuiden, Domburg, Vlissingen en Westkapelle. Figuur 2.1 geeft schematisch de plaatsen weer

en voor ieder tweetal plaatsen de kosten die gemoeid zijn met het aanleggen van een kabelverbinding

tussen deze plaatsen.
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Figuur 2.1: Kabelkosten op Walcheren

De vier omringende steden willen allen een (al dan niet rechtstreekse) kabelverbinding met Middelburg

realiseren. Indien iedere stad afzonderlijk een verbinding met Middelburg tot stand brengt, dan heeft

Arnemuiden een kostenpost van 20, Westkapelle een kostenpost van 12, en dan zijn de kosten

voor Vlissingen en Domburg beide gelijk 9. De gezamenlijke kosten zijn dan 50. Echter, indien de

steden besluiten om de kabelverbindingen Domburg-Middelburg, Vlissingen-Arnemuiden, Vlissingen-

Westkapelle en Westkapelle-Middelburg te realiseren, dan is ook iedereen verbonden met de centrale

33
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en dan bedragen de gezamenlijke kosten slechts 38.

Is 38 uit het bovenstaande voorbeeld de goedkoopste oplossing of is er nog een betere oplossing

mogelijk? En hoe vind je die beste oplossing? Dit probleem staat bekend als het minimale (of

kortste) opspannende boom probleem, een elementair probleem uit de operationele research. Hiervoor

zijn snelle oplossingsmethoden voor handen, die in paragraaf 2.2 worden behandeld. Je zou misschien

ook wel de kortste weg van Arnemuiden naar Domburg willen vinden. Dit staat bekend als het kortste

pad probleem, die we in paragraaf 2.3 zullen bespreken. Alvorens in te gaan op deze problemen geven

we een korte inleiding over bomen.

Begripp enlijst

Grafen, knopen en kanten

(Minimaal opspannende) bomen

Algoritmes van Prim en Kruskal

Kortste pad

Algoritme van Dijkstra

2.1 Grafen en b omen

Figuur 2.1 laat een netwerk van mogelijke verbindingen tussen vijf steden op Walcheren zien. Zo'n

netwerk wordt ook wel een graaf genoemd. Een (ongerichte) graaf (V, E) is een netwerk bestaande

uit een verzameling knopen V en een verzameling E van rechtstreekse verbinden tussen knopen uit

V . De elementen van E heten kanten en worden in een plaatje meestal aangegeven door een lijn

tussen twee knopen. Een graaf is volledig als je van ieder knooppunt rechtstreeks naar ieder ander

knooppunt kunt komen. De graaf van �guur 4.1 bijvoorbeeld is volledig.

Opgave 2.1

a) Hoeveel kanten heeft een volledige graaf op 3 knopen?

b) Hoeveel kanten heeft een volledige graaf op 4 knopen?

c) Hoeveel kanten liggen er aan een knoop in een volledige graaf op n knopen?

d) Hoeveel kanten heeft een volledige graaf op n knopen?

Twee knopen zijn verbonden als er een pad, bestaande uit kanten uit E, tussen de twee knopen

bestaat, eventueel via andere knopen. Een cykel is een speciaal pad: het begin- en eindpunt zijn

dezelfde knoop. We noemen een graaf samenhangend als er een pad is tussen elk tweetal knopen.

Een volledige graaf is altijd samenhangend; immers, er is een directe verbinding tussen ieder tweetal

knopen, dus is er ook een pad tussen ieder tweetal knopen.

Een andere speciale graaf is de Eulergraaf . Dit is een samenhangende graaf waarin je een rondwande-

ling kunt maken over alle kanten en eindigt in de startknoop. Een semi-Eulergraaf is een graaf waarin

je ook een rondwandeling over alle kanten, maar waarbij je niet in de startknoop hoeft te eindigen.

Zo'n rondwandeling is niet in alle grafen mogelijk; zie ook �guur 2.2.
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(a): Een Eulergraaf (b): Een semi-Eulergraaf (c): Geen (semi-)Eulergraaf

Figuur 2.2: Een Eulergraaf, een semi-Eulergraaf en een graaf zonder rondwandeling.

Opgave 2.2

Zie �guur 2.2. De linker�guur is een Eulergraaf, de middelste een semi-Eulergraaf en de rechter�guur

is geen (semi-)Eulergraaf.

a) Vind de rondwandelingen in �guren 2.2(a) en 2.2(b).

b) Leg uit waarom in �guur 2.2(c) geen rondwandeling kunt maken (zonder gebruik te maken van

de stellingen 2.1 en 2.2).

In opgave 2.2 heb je de rondwandelingen in kaart gebracht. Je wist van tevoren al bij welke grafen dit

wel mogelijk was en bij welke niet. Maar hoe kun je dat nu in het algemeen zien? Hiervoor hebben

we eerst het begrip graad nodig.

Graad van een kno op

De graad van een knoop is het aantal kanten dat in die knoop begint/eindigt.

Zie �guur 2.1. Alle knopen in deze graaf (de vijf steden) hebben graad 4. In �guur 2.3 zie je nog een

viertal voorbeelden.

(a): Graad 4. (b): Graad 3. (c): Graad 8. (d): Graad 2.

Figuur 2.3: Knopen en hun bijbehorende graden

We kunnen nu de volgende twee stellingen geven.

Stelling 2.1 : Eulergraaf

Een samenhangende graaf is een Eulergraaf dan en slechts dan als deze graaf enkel knopen

bevat met even graad.
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Stelling 2.2 : semi-Eulergraaf

Een samenhangende graaf is een semi-Eulergraaf dan en slechts dan als deze graaf enkel

knopen bevat met even graad, op twee knopen na.

We zullen nu eerst een hulpstelling formuleren en bewijzen. Deze gebruiken we om 2.1 te bewijzen.

Hulpstelling

Een graaf waarvan alle knopen een graad van tenminste twee hebben, bevat een cykel

Bewijs :

We zullen laten zien hoe we zo'n cykel kunnen construeren.

Begin bij een willekeurige knoop en start hier een pad door een kant te kiezen. Volg die kant; dan kom je in

een volgende knoop. In deze knoop vervolg je je pad, maar je gaat niet direct terug naar de knoop waar je

vandaan komt. Opnieuw kom je nu in een knoop; kies weer een kant (met uitzondering van de kant die je net

gehad hebt). Je kunt deze stap altijd uitvoeren, omdat elke knoop tenminste twee kanten bevat.

Omdat er een eindig aantal knopen zijn, zul je op een gegeven moment weer uitkomen in de knoop waar je al

geweest bent. Op dat moment is er een cykel.

Nu kunnen we stelling 2.1 gaan bewijzen.

Bewijs (stelling 2.1):

Stelling 2.1 is een `dan en slechts dan als' bewering. Dit betekent dat we eigenlijk twee delen moeten bewijzen:

) : Als een samenhangende graaf een Eulergraaf is, dan heeft iedere knoop een even graad.

( : Als in een samenhangende graaf iedere knoop een even graad heeft, dan is het een Eulergraaf.

We splitsen het bewijs dan ook op in deze twee delen.

) : Er bestaat een rondwandeling door de samenhangende graaf. Elke keer als de rondwandeling een knoop

passeert, draagt dit twee toe aan de graad van de knoop, omdat er een kant gebruikt wordt om naar de knoop

toe te gaan en een kant gebruikt wordt om bij de knoop te vertrekken. De start- en eindknoop lijkt misschien

een uitzondering, maar bij de start verlaat je deze knoop om er uiteindelijk ook te eindigen. Dus ook hier

wordt twee bijgedragen aan de graad van de knoop (één bij de start en één bij het einde). Dus, omdat bij

iedere passage twee aan de graad wordt bijgedragen, heeft iedere knoop in een Eulergraaf een even graad.

( : We weten dat iedere knoop in een samenhangende graaf een even graad heeft. Dat betekent dat iedere

knoop een graad van tenminste twee heeft (nul is ook even, maar als er knopen met graad nul zijn, dan

is de graaf niet samenhangend). Vanwege de hulpstelling weten we nu dat er deze graaf een cykel bevat.

Construeer zo'n cykel. Er kunnen nu twee dingen gebeuren:

(1) De cykel bevat alle kanten; je hebt dus de rondwandeling en deze graaf is inderdaad een Eulergraaf.

(2) De cykel bevat niet alle kanten. Verwijder dan alle kanten in je cykel en daarna alle knopen die nu

graad nul hebben. Je houdt nu een graaf over waarvan de graad van iedere knoop nog steeds even is, maar

deze hoeft niet langer samenhangend te zijn. Hij heeft nog wel verschillende samenhangende delen. Pas de

hulpstelling opnieuw toe op die delen en vindt zo opnieuw cykels.

Als je nu alle kanten hebt gebruikt, dan ben je klaar, zo niet, herhaal dan (2) net zolang totdat je alle kanten en
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knopen hebt verwijderd. Als je stap (2) één of meerdere keren nodig hebt gehad, dan kun je de verschillende

cykels verbinden tot één grote cykel (de originele graaf is samenhangend). Deze grote cykel is je rondwandeling

en daarmee is de graaf een Eulergraaf.

Opgave 2.3

Bepaal van ieder van de onderstaande grafen of dit een Eulergraaf is, een semi-Eulergraaf is, of geen

van beiden.

a) c)

b) d)

Opgave 2.4

De zeven bruggen van Koningsbergen is een beroemd probleem. Hieronder staat een schets van de

stad Koningsbergen, die doorsneden wordt door de rivier de Pregel, waarin twee eilanden liggen. De

eilanden zijn onderling verbonden met een brug en er zijn zes bruggen die de eilanden met de vaste

wal verbinden, zie ook �guur 2.4. Is het mogelijk om zó te wandelen dat je precies één maal over

elke brug loopt? Zo ja, geef de route. Zo nee, leg uit waarom niet.

Pregel

Rechteroever

Linkeroever

Figuur 2.4: De bruggen van Koningsbergen.

Opgave 2.5

De hulpstelling vertelt ons dat als in een graaf alle knopen een graad van tenminste twee hebben,

deze graaf een cykel bevat. Is het omgekeerde ook waar? Met andere woorden, als een graaf een

cykel bevat, hebben dan alle knopen een graad van tenminste twee? Zo ja, leg uit waarom. Zo niet,

geef een tegenvoorbeeld (een voorbeeld waaruit blijkt dat het beweerde niet waar is).

Opgave 2.6

Laat zien dat ook stelling 2.2 waar is.
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Een samenhangende graaf met zo weinig mogelijk kanten heet een boom . Een boom heeft geen

cykels, want als een samenhangende graaf een cykel bevat, kan er één kant verwijderd worden, terwijl

de graaf samenhangend blijft. Een boom wordt daarom (meestal) gede�nieerd als een graaf (V, E)
die aan de volgende twee eigenschappen voldoet:

1. (V, E) is samenhangend,

2. (V, E) heeft geen cykels .

Uit de twee bovenstaande eigenschappen leiden we een derde eigenschap af:

3. Het aantal knopen is één meer dan het aantal kanten (ofwel jV j = jEj + 1).

Opgave 2.7

Je hebt de volgende zes grafen.

Graaf G1 Graaf G2 Graaf G3

Graaf G4 Graaf G5 Graaf G6
a) Welke van de grafen is samenhangend?

b) Welke van de grafen is volledig?

c) Welke van de grafen is een boom?

d) Is het mogelijk dat graaf samenhangend, volledig én een boom is? Waarom (niet)?

We hebben daarnet gesteld dat eigenschap 3 volgt uit eigenschappen 1 en 2 en dat zullen we nu

bewijzen.

Stelling 2.3

Uit eigenschappen 1 en 2 volgt eigenschap 3 .

Bewijs (2.3):

We zullen bovenstaande stelling bewijzen met behulp van volledige inductie.

De bewering P(n) : een graaf met n knopen die samenhangend is en geen cykels bevat, heeft n � 1 kanten.

Basisstap ( P(1) is waar) : een graaf, bestaande uit 1 knoop, die samenhangend is en geen cykels bevat, heeft

ook geen kanten, dus geldt inderdaad dat deze graaf n � 1 = 1 � 1 = 0 kanten heeft.

Inductiestap (neem aan dat P(n) waar is en laat zien dat P(n + 1) waar is) : Stel eigenschap 3 geldt voor

elke boom op n � 1 punten. Laat T een boom zijn op n + 1 punten. Omdat T samenhangend is, heeft T
minstens een kant, zeg f x, yg. We volgen een pad beginnend met de punten x en y . Dit pad komt hoogstens
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één keer in elk punt (want T heeft geen cykels) en eindigt dus in een knooppunt z dat in precies een kant

zit. Verwijder nu knoop z en de bijbehorende kant. Dan ontstaat er een boom met n punten, die volgens de

inductieveronderstelling voldoet aan eigenschap 3 . Maar T heeft één knoop en één kant meer en voldoet dus

ook aan eigenschap 3 .

Er kan bewezen worden dat elke graaf (V, E) die twee van de drie eigenschappen 1 , 2 , of 3 heeft,

een boom is (en dus de derde eigenschap bezit).

Opgave 2.8

a) Bewijs dat eigenschap 1 volgt uit 2 en 3 .

b) Bewijs dat eigenschap 2 volgt uit 1 en 3 .

Beschouw een samenhangende graaf (V, E) . Een opspannende boom van een graaf (V, E) is een

boom (V, T) met dezelfde knopen als de graaf, en een deelverzameling van de kanten (dus T � E).

Het netwerk uit ons voorbeeld (�guur 1) heeft een groot aantal opspannende bomen. Met zo'n boom

correspondeert een kabelnetwerk dat elke knoop met de centrale in Middelburg verbindt. De twee

eerder genoemde netwerken vormen beide een opspannende boom. Echter met verschillende totale

kosten. De vraag die we ons stelden was: `Wat is het goedkoopste kabelnet dat iedere stad met de

centrale verbindt'? We zoeken dus een opspannende boom waarvoor de kosten minimaal zijn. Zo'n

boom noemen we een minimale opspannende boom (afgekort: mob). In plaats van `kosten' spreekt

men ook wel van de `lengte' van een kant. Een mob wordt in dat geval een kortste opspannende boom

genoemd. Om zo'n mob te vinden zouden we alle opspannende bomen kunnen bekijken en daarvan

de goedkoopste nemen. Dit is echter een slechte aanpak, omdat het aantal opspannende bomen erg

groot kan zijn. In de volgende paragraaf behandelen een veel slimmere methode.

Opgave 2.9

a) Bepaal het aantal opspannende bomen van een volledige graaf met 2 knopen.

b) Bepaal het aantal opspannende bomen van een volledige graaf met 3 knopen.

c) Bepaal het aantal opspannende bomen van een volledige graaf met 4 knopen. [Hint: vind de vier

verschillende vormen en tel hoe vaak die voorkomen.]

2.2 De algoritmes van Prim en Kruskal

We gaan uit van een graaf (V, E) met gegeven kosten cx,y voor elke kant f x, yg 2 E. Het algoritme

van Prim vindt een minimale opspannende boom van (V, E) . Het principe is eenvoudig. We kiezen een

willekeurige startknoop w (vaak wortel genoemd) en laten de boom kant voor kant groeien vanuit de

wortel. Zolang de boom nog niet volgroeid is, wordt er in elke stap een kant aan de boom toegevoegd

die een knoop van de boom verbindt met een knoop die nog niet in de boom is opgenomen, en

waarvoor de kosten minimaal zijn.

Algoritme van Prim

Stap 0 : Kies een startknoop (het maakt niet uit met welke knoop je begint).

Stap 1 : Kijk naar kanten die de voorlopige boom verbinden met vrije knopen.

Stap 2 : Kies de goedkoopste kant en voeg die kant en knoop toe aan de boom.

Stap 3 : Als er geen vrije knopen zijn, dan ben je klaar. Anders: terug naar stap 1 .
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De stappen 1 tot en met 3 worden meerdere keren doorlopen. Iedere keer dat je stap 1, 2 en 3 doet,

wordt een iteratie genoemd.

Het is bewezen dat dit algoritme altijd een minimale opspannende boom geeft. Dit bewijs kun je

vinden in bijlage A.2. We verduidelijken nu het algoritme aan de hand van ons voorbeeld van het

kabelnet.

Vo orb eeld 2.2: Kab elcentrale van Walcheren: Prim

De verzameling knopen is V = f A,D,M,V,W g (de beginletters van de vijf steden). Laten we W als

wortel kiezen. In het begin bestaat de boom alleen uit knoop W. Van de kanten tussen knoop W

en de rest heeft kant f W,V g de laagste kosten. Deze kant en knoop V worden dus toegevoegd aan

de boom. Van de zes kanten tussen de boom en de rest heeft kant f V,D g de laagste kosten. Deze

kant en knoop D worden aan de boom toegevoegd. Van de kanten tussen de knopen van boom

(W,V en D) en de overige knopen (A en M), hebben f D,M g en f V,M g beide de laagste kosten.

We kiezen een van die twee, bijvoorbeeld f D,M g. Kant f D,M g en knoop M komen er dan bij. Nu

is kant f A,V g de goedkoopste kant tussen de boom en het enige andere knooppunt A. We voegen

knoop A en kant f A,V g toe. De boom bevat nu alle knopen, en het algoritme stopt. We hebben de

onderstaande kortste opspannende boom gevonden. De kosten van de boom bedragen 34. In �guur

2.5 is de totstandkoming van de boom stap-voor-stap weergegeven.
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Iteratie 1: f W,V g Iteratie 2: f V,D g Iteratie 3: f D,M g
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Iteratie 4: f A,V g Een mob

Figuur 2.5: Het algoritme van Prim aan het werk.
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Opgave 2.10

Beschouw de onderstaande kostentabel voor het aanleggen van een netwerk op de knopen A , B, C,

D , E en F.

A B C D E F
A 0 7 3 1 5 9
B 7 0 3 9 5 2
C 3 3 0 3 4 4
D 1 9 3 0 11 5
E 5 5 4 11 0 9
F 9 2 4 5 9 0

a) Vind de minimaal opspannende boom als je begint vanuit E.

b) Vind de minimaal opspannende boom als je begint vanuit A .

Opgave 2.11

Beschouw de onderstaande kostentabel voor het aanleggen van een netwerk op de knopen A , B, C,

D en E.

A B C D E
A 0 10 9 3 7
B 10 0 11 15 6
C 9 11 0 5 10
D 3 15 5 0 20
E 7 6 10 20 0

Vind de minimaal opspannende boom als je begint vanuit A .

Opgave 2.12

a) Beschouw een samenhangende graaf met 3 knopen. Hoeveel iteraties heeft het algoritme van

Prim?

b) Beschouw een samenhangende graaf met 5 knopen. Hoeveel iteraties heeft het algoritme van

Prim?

c) Beschouw een samenhangende graaf met n knopen. Hoeveel iteraties heeft het algoritme van

Prim?

In Prim's algoritme komt het vaak voor dat er meerdere mogelijkheden zijn voor de keuze van de

volgende knoop en kant. Verschillende keuze's kunnen leiden tot verschillende mob's. Met een

redenering analoog aan het bovenstaande bewijs, kan worden ingezien dat iedere kortste opspannende

boom gevonden kan worden met Prim's algoritme. In ons voorbeeld hadden we in iteratie 3 ook kant

f M,V g kunnen kiezen. Dan zouden we een andere mob gevonden hebben, namelijk f M,V g, f A,V g,

f V,W g en f D,V g.

Een andere manier om een mob te construeren is met het algoritme van Kruskal . Ook dit algoritme

genereert in elke stap een kant van een mob, maar de gevonden kanten hoeven niet noodzakelijk een

samenhangende graaf te vormen. In elke stap wordt een goedkoopste ongebruikte kant toegevoegd,

die geen cykel creëert in het reeds gevonden deel.
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Algoritme van Kruskal

Stap 1 : Vind de goedkoopste kant die nog geen onderdeel is van de voorlopige boom en niet

gemerkt is als kant die een cykel veroorzaakt.

Stap 2 : Bekijk of deze kant een cykel veroorzaakt. Als dat wel het geval is, dan geef je deze

kant een merkje waardoor je deze niet meer kiest en ga je terug naar stap 1 . Zo niet, dan

voeg je deze kant toe en ga je verder met stap 3 .

Stap 3 : Als er nog knopen zijn die niet in de boom zitten, ga je terug naar stap 1 , anders

ben je klaar.

In ons voorbeeld beginnen we met de kortste kant f V,W g. Vervolgens is f D,V g de kortste ongebruikte

kant, dan volgt (bijvoorbeeld) f V,M g. Ten slotte voegen we f A,V g toe. We kiezen niet voor f D,M g,

want deze kant creëert een cykel en valt daarom buiten beschouwing. We vinden zo dezelfde boom

als boven. Toevalligerwijs wordt de minimaal opspannende boom volgens Kruskal op dezelfde wijze

opgebouwd als volgens Prim als je begint met knoop W , dus �guur 2.5 laat ook de totstandkoming

van een mob van het kabelnet op Walcheren zien als Kruskal gebruikt wordt.

Opgave 2.13

Kijk nog eens naar de kostentabel in opgave 2.10. Vind de mob met behulp van het algoritme van

Kruskal.

Opgave 2.14

Kijk nog eens naar de kostentabel in opgave 2.11. Vind de mob met behulp van het algoritme van

Kruskal.

Opgave 2.15

Gegeven is een volledige graaf (V, E) met V = f 0, 1, 2, 3, 4, 5g en de volgende kosten. c1,2 = 12,

c1,3 = 4, c1,4 = 5, c1,5 = 9, c1,0 = 5, c2,3 = 6, c2,4 = 4, c2,5 = 10, c2,0 = 7, c3,4 = 10, c3,5 = 20,

c3,0 = 15, c4,5 = 7, c4,0 = 5, c5,0 = 8.

a) Teken de bijbehorende graaf.

b) Gebruik het algoritme van Prim om een mob te vinden. Laat knoop 0 de wortel zijn.

c) Gebruik het algoritme van Kruskal om een mob te vinden.

d) Hoeveel mob's heeft de graaf ?

2.3 Kortste pad problemen

Een probleem wat op het eerste gezicht een beetje lijkt op het minimaal opspannende boom probleem,

is het kortste pad probleem. De naam zegt eigenlijk al wat het is: we hebben een netwerk waarin we

van punt A naar punt B willen komen en wel zo snel (of goedkoop) mogelijk. Dit netwerk kunnen we

wiskundig weergeven met een gerichte graaf , waarbij we in plaats van kanten pijlen hebben. Figuur

2.6 geeft een voorbeeld van een gerichte graaf.

Een pad in een gerichte graaf moet uiteraard rekening houden met de richting van de pijlen. Zo is
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Figuur 2.6: Een gerichte graaf met zes knopen, zeven pijlen en bijbehorende kosten.

1 ! 3 ! 4 ! 6 wel een pad van 1 naar 6 in �guur 2.6, maar 1 ! 2 ! 4 ! 3 ! 5 ! 6 niet. Het

kortste pad van 1 naar 6 is het pad van 1 naar 6 met de laagste kosten (of de kortste afstand). In

het onderstaande voorbeeld zullen we dit kortste pad vinden.

Vo orb eeld 2.3: Het kortste pad

Zie nogmaals �guur 2.6. Er zijn drie mogelijke paden van 1 naar 6, namelijk

1 ! 2 ! 4 ! 6 met lengte 3 + 5 + 3 = 11,

1 ! 3 ! 4 ! 6 met lengte 4 + 2 + 3 = 9,

1 ! 3 ! 5 ! 6 met lengte 4 + 3 + 1 = 8.

Het laatste pad is duidelijk het kortste, dus dat is het kortste pad in deze gerichte graaf.

Nu is de methode gebruikt in voorbeeld 2.3 gemakkelijk als de gerichte graaf klein is en je snel alle

paden kunt vinden. Maar in het algemeen zal dat niet het geval zijn. Er bestaat ook een stappenplan

om het kortste pad in een gerichte graaf te vinden, waarbij wel alle kosten/lengtes groter dan of gelijk

aan nul moeten zijn. Dit is het algoritme van Dijkstra .

Algoritme van Dijkstra

Er is een gerichte graaf op n knopen. We zoeken een kortste pad van knoop 1 naar knoop n .

Initialisatie: Knoop 1 is een vaste knoop; knopen 2 tot en met n zijn vrij. Knoop 1 krijgt

vast label (0, � ) , knoop i , waarbij i 2 f 2, . . . ,ng, krijgen het vrije label (c1,i , 1) . Hierin staat

c1,i voor de kosten van 1 naar knoop i en 1 voor de voorganger in de route. Als er geen

directe verbinding is tussen 1 en i , dan is c1,i = ¥ .

Stap 1: Kies de vrije knoop, zeg knoop x , met de laagste kosten ( ` (x) ) en maak zijn label

vast.

Stap 2: Ga voor ieder van de nog vrije knopen, zeg y , na of de route via x goedkoper is,

dan de beste route tot nu toe. Als dat het geval is, wordt het label geüpdatet: het wordt de

lengte van het pad van 1 naar y via x : ` (x) + cx,y . De voorganger wordt dan x .

Stap 3: Als er nog vrije knopen zijn, gaan dan terug naar stap 1.

Het algoritme van Dijkstra lijkt misschien lastig, maar als je goed bijhoudt wat je doet, is het niet

heel moeilijk om het uit te voeren. We zullen het toepassen op de gerichte graaf in �guur 2.6.
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Vo orb eeld 2.4: Het kortste pad met b ehulp van Dijkstra

Zie nogmaals �guur 2.6. We maken een pad van knoop 1 naar knoop 6.

Initialisatie: Knoop 1 krijgt het label (0, � ) , knoop 2 het label (3, 1) , knoop 3 het label (4, 1) en de

overige drie knopen krijgen het label (¥ , 1) . In een tabel ziet dat er als volgt uit, waarbij het vaste

label vetgedrukt is:

Knoop 1 2 3 4 5 6
Initialisatie (0, � ) (3, 1) (4, 1) (¥ , 1) (¥ , 1) (¥ , 1)

Stap 1: De vrije knoop met de laagste kosten is knoop 2. De laagste kosten zijn dus ` (2) = 3. Deze

knoop maken we nu vast.

Stap 2: De overige vrije knopen zijn 3, 4, 5 en 6. Knopen 3, 5 en 6 kunnen we vanaf 2 niet direct

bereiken, dus de labels van die knopen veranderen niet. Het label van knoop 4 verandert als geldt

dat ` (2) + c2,4 = 3 + 5 = 8 < ¥ . Dat is het geval, dus nu zal het label van knoop 4 veranderen in

(8, 2) , wat betekent dat we 4 via 2 kunnen bereiken met kosten 8. De tabel ziet er nu als volgt uit:

Knoop 1 2 3 4 5 6
Initialisatie (0, � ) (3, 1) (4, 1) (¥ , 1) (¥ , 1) (¥ , 1)
1e iteratie (3, 1) (4, 1) (8, 2) (¥ , 1) (¥ , 1)

Stap 3: Er zijn nog vrije knopen, dus we gaan weer terug naar stap 1.

Stap 1: De vrije knoop met de laagste kosten is knoop 3. De laagste kosten zijn dus ` (3) = 4. Deze

knoop maken we nu vast.

Stap 2: De overige vrije knopen zijn 4, 5 en 6. Knoop 6 kunnen we vanaf 3 niet direct bereiken, dus

het label van die knoop verandert niet. Het label van knoop 4 verandert als geldt dat ` (3) + c3,4 =
4+ 2 = 6 < 8. Dat is het geval, dus nu zal het label van knoop 4 veranderen in (6, 3) . Het label van

knoop 5 verandert als geldt dat ` (3) + c3,5 = 4 + 3 = 7 < ¥ . Dat is het geval, dus nu zal het label

van knoop 5 veranderen in (7, 3) . De tabel ziet er nu als volgt uit:

Knoop 1 2 3 4 5 6
Initialisatie (0, � ) (3, 1) (4, 1) (¥ , 1) (¥ , 1) (¥ , 1)
1e iteratie (3, 1) (4, 1) (8, 2) (¥ , 1) (¥ , 1)
2e iteratie (4, 1) (6, 3) (7, 3) (¥ , 1)

Stap 3: Er zijn nog vrije knopen, dus we gaan weer terug naar stap 1.

Stap 1: De vrije knoop met de laagste kosten is knoop 4. De laagste kosten zijn dus ` (4) = 6. Deze

knoop maken we nu vast.

Stap 2: De overige vrije knopen zijn 5 en 6. Knoop 5 kunnen we vanaf 4 niet direct bereiken, dus

het label van die knoop verandert niet. Het label van knoop 6 verandert als geldt dat ` (4) + c4,6 =
6 + 3 = 9 < ¥ . Dat is het geval, dus nu zal het label van knoop 6 veranderen in (9, 4) . De tabel

ziet er nu als volgt uit:

Knoop 1 2 3 4 5 6
Initialisatie (0, � ) (3, 1) (4, 1) (¥ , 1) (¥ , 1) (¥ , 1)
1e iteratie (3, 1) (4, 1) (8, 2) (¥ , 1) (¥ , 1)
2e iteratie (4, 1) (6, 3) (7, 3) (¥ , 1)
3e iteratie (6, 3) (7, 3) (9, 4)

Stap 3: Er zijn nog vrije knopen, dus we gaan weer terug naar stap 1.
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Stap 1: De vrije knoop met de laagste kosten is knoop 5. De laagste kosten zijn dus ` (5) = 7. Deze

knoop maken we nu vast.

Stap 2: De enige overgebleven vrije knoop is 6. Het label van knoop 6 verandert als geldt dat

` (5) + c5,6 = 7+ 1 = 8 < 9. Dat is het geval, dus nu zal het label van knoop 4 veranderen in (8, 5) .

De tabel ziet er nu als volgt uit:

Knoop 1 2 3 4 5 6
Initialisatie (0, � ) (3, 1) (4, 1) (¥ , 1) (¥ , 1) (¥ , 1)
1e iteratie (3, 1) (4, 1) (8, 2) (¥ , 1) (¥ , 1)
2e iteratie (4, 1) (6, 3) (7, 3) (¥ , 1)
3e iteratie (6, 3) (7, 3) (9, 4)
4e iteratie (7, 3) (8, 5)

Stap 3: Er is nog een vrije knoop over, dus we gaan weer terug naar stap 1.

Stap 1: De vrije knoop met de laagste kosten is knoop 6. De laagste kosten zijn dus ` (6) = 8. Deze

knoop maken we nu vast.

Stap 2: Er zijn geen vrije knopen meer, dus we hoeven ook geen labels meer te updaten. De tabel

ziet er nu als volgt uit:

Knoop 1 2 3 4 5 6
Initialisatie (0, � ) (3, 1) (4, 1) (¥ , 1) (¥ , 1) (¥ , 1)
1e iteratie (3, 1) (4, 1) (8, 2) (¥ , 1) (¥ , 1)
2e iteratie (4, 1) (6, 3) (7, 3) (¥ , 1)
3e iteratie (6, 3) (7, 3) (9, 4)
4e iteratie (7, 3) (8, 5)
4e iteratie (8, 5)

Stap 3: Er zijn geen vrije knopen meer, dus we zijn klaar.

Je vindt het kortste pad nu door vanaf de eindknoop terug te lezen. Immers, van iedere knoop is de

voorganger bekend. Dus 6 bereiken we vanuit 5, 5 bereiken we vanuit 3 en 3 vanuit 1, de startknoop.

Het kortste pad is 1 ! 3 ! 5 ! 6, met kosten 8. De kosten van een kortste pad is het linkse getal

in het label van de eindknoop.

Merk op dat we niet alleen het kortste pad tussen 1 en 6 uit de tabel kunnen a�ezen, maar ook alle

kortste paden tussen 1 en een van de overige knopen.

Opgave 2.16

Bekijk de gerichte graaf in �guur 2.7. Vind het korste pad van 1 naar 5.

1 2

3 4

5

2

8

5 4

12

6

10

Figuur 2.7: De graaf horende bij opgave 2.16.
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Opgave 2.17

Een vrachtwagen rijdt van New York (NY) naar Los Angeles (LA) via een aantal andere steden;

mogelijk Cleveland (C), St. Louis (SL), Nashville (N), Phoenix (P), Dallas (D) en Salt Lake City

(SLC). Het aantal liters brandstof dat de vrachtwagen nodig heeft om van één stad naar de volgende

te komen, staat in onderstaande tabel. Als er '�' staat, dan is er geen directe route.

Naar

NY C SL N P D SLC LA

Van

NY � 1500 3600 3050 � � � �

C � � � � 6800 3400 � �

SL � � � � 4150 2250 � �

N � � � � � 2250 4550 �

P � � � � � � � 1500

D � � � � 3400 � 3800 4900

SLC � � � � � � � 2250

LA � � � � � � � �

a) Teken de bijbehorende gerichte graaf.

b) Vind de route waarbij de minste brandstof gebruikt wordt. Hoeveel brandstof wordt er in totaal

gebruikt?

Opgave 2.18

Bekijk de gerichte graaf in �guur 2.8.

1

2

3

4

2

1

� 2

1

1

Figuur 2.8: De graaf horende bij opgave 2.18.

a) Vind het kortste pad van 1 naar 4 door alle mogelijke paden te bekijken.

b) Vind het kortste pad van 1 naar 4 met behulp van het algoritme van Dijkstra.

c) Waarom gaat het mis als je Dijkstra gebruikt?

2.4 Gemengde opgaven

Opgave 2.19

Beschouw een graaf (V, E) , waarvan alle kanten verschillende kosten hebben. Voor elk knooppunt

x 2 V is k(x) gede�nieerd als de goedkoopste kant die x bevat. Bewijs dat elke k(x) bevat is in de

mob van (V, E) . [Hint: Prim.]

Opgave

�
2.20

Zie eventueel opgave 2.9. Hoeveel opspannnende bomen telt een volledige graaf op 5 knopen?
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Opgave

�
2.21

Een bibliotheek moet opslagruimte bouwen voor 200 boeken van 10 cm hoog, 100 boeken van 20

cm hoog en 80 boeken van 30 cm hoog. Ieder boek is 1.5 cm dik. De bibliotheek kan de boeken

op verschillende manieren opbergen. Op een schap die 20 cm hoog en voldoende lang is, kunnen

bijvoorbeeld alle boeken van 10 en 20 cm hoog staan. Op een schap die 30 cm hoog is, kunnen

alle types staan. Het kost 2300 euro om een schap te plaatsen en daarnaast kost het 1 euro

voor iedere vierkante centimeter opslagruimte (de opslagruimte per boek is de dikte van het boek

vermenigvuldigd met de hoogte van de schap waar hij op staat).

a) Wat kost het om alle boeken op één schap te zetten? [Hint: wat moet de hoogte van dat schap

zijn?]

b) Wat kost het om alle boeken van 10 cm op een schap van 10 cm te zetten?

De bibliotheek wil natuurlijk weten wat de goedkoopste oplossing is. We kunnen dit probleem

schrijven als een kortste pad probleem, waarbij de gerichte graaf de vorm heeft, die in �guur 2.9

staat. De kosten van de pijlen i ! j zijn dan de kosten om alle boeken met een hoogte groter dan i

0

10

20

30

Figuur 2.9: De graaf horende bij opgave 2.21.

en hooguit j op één schap te zetten.

c) Wat zijn de kosten van de pijl 0 ! 20?

d) Geef ook de kosten van de overige pijlen. [Hint: je hebt bij a) en b) al het een en ander berekend.]

e) Gebruik Dijkstra om het kortste pad in �guur 2.9 te vinden.

f ) Wat is nu de beste oplossing voor de bibliotheek?
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Optimale toewijzingen

Begripp enijst

Minimale toewijzingen

Hongaarse methode

Maximale toewijzingen

Beschouw het volgende probleem: er zijn vier machines (M1, M2, M3, M4) beschikbaar voor vier

opdrachten ( J1, J2, J3, J4) . Elke machine kan hoogstens één opdracht uitvoeren. De kosten van een

opdracht, uitgevoerd door een bepaalde machine, zijn te vinden in onderstaande tabel.

Opdracht Opdracht Opdracht Opdracht

1 2 3 4

Machine 1 55 50 17 48

Machine 2 34 31 31 34

Machine 3 57 55 21 45

Machine 4 55 48 20 42

Tabel 3.1: Vier machines die vier opdrachten uit kunnen voeren.

Machine M1 kan bijvoorbeeld opdracht J1 doen, M2 kan J2 doen, M3 kan J3 doen en M4 kan J4 doen.

In dit geval zijn de totale kosten 55+ 31+ 21+ 42 = 149. Het is de vraag of dit de goedkoopste

manier is om de opdrachten toe te wijzen aan de machines.

Opgave 3.1

a) Op hoeveel manieren kun je in bovenstaand voorbeeld de 4 machines aan de 4 opdrachten

toewijzen?

b) Op hoeveel manieren kun je 6 machines aan 6 opdrachten toewijzen?

c) Op hoeveel manieren kan je n machines aan n opdrachten toewijzen?

Het aantal mogelijke toewijzingen is eindig, dus in principe zou je voor alle mogelijke toewijzingen de

kosten kunnen berekenen. Echter, in opgave 3.1 heb je gezien dat het aantal mogelijke toewijzingen

snel erg groot wordt en dat deze methode net erg handig is.

In hoofdstuk 1 hebben we geleerd om problemen te modelleren als een LP-probleem. Ook het toe-

wijzingsprobleem in het voorbeeld kan worden opgelost met behulp van een lineair programmerings-

49
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probleem met 16 variabelen x1,1, x1,2, ...,x4,4, waar variabele xi ,j gelijk is aan 1 als machine M i wordt

toegewezen aan opdracht Jj , en anders gelijk is aan 0.

Opgave 3.2

a) Schrijf de totale kosten als functie van de variabelen xi,j .

b) Vertaal de voorwaarde dat elke machine hoogstens één opdracht kan uitvoeren in vier lineaire

ongelijkheden.

c) Vertaal de voorwaarde dat elke opdracht door minstens één machine moet worden uitgevoerd in

vier lineaire onglijkheden.

d) Bepaal het lineaire programmeringsprobleem dat correspondeert met dit toewijzingsprobleem,

rekening houdend met de ongebruikelijke voorwaarden dat xi,j = 0 of 1.

1

Het vinden van de optimale toewijzing door gebruik te maken van lineair programmeren is meestal

niet e�ciënt. We zullen een e�ciëntere methode, de zogenoemde Hongaarse methode , bespreken.

3.1 De Hongaarse metho de

Het doel is om de goedkoopste (optimale) toewijzing te vinden om machines toe te wijzen aan

opdrachten. Eerst merken we op dat als één van de machines, zeg M1 , alle opdrachten 9 eenheden

goedkoper kan uitvoeren, de totale kosten voor elke mogelijke toewijzing met 9 eenheden verminderen.

In andere woorden, als in rij M1 alle elementen van de tabel met 9 eenheden kleiner worden, verandert

het probleem niet: een optimale toewijzing voor het originele probleem is ook een optimale toewijzing

voor het nieuwe probleem en vice versa.

Op een vergelijkbare manier kunnen we concluderen dat als alle machines opdracht J2 7 eenheden

goedkoper kunnen uitvoeren, de totale kosten voor elke mogelijke toewijzing met 7 eenheden vermin-

deren. Dit betekent dat het probleem niet verandert als alle elementen van een kolom met hetzelfde

getal worden verminderd of verhoogd.

We kunnen dit principe gebruiken om een �transparantere� tabel te maken. Na het verminderen en

verhogen van sommige rijen en kolommen, krijgen we de volgende tabel (hoe we deze tabel hebben

verkregen, wordt later uitgelegd):

J1 J2 J3 J4
M1 5 3 0 7
M2 0 0 30 9
M3 3 4 0 0
M4 4 0 2 0

Als machine M1 opdracht J3 doet, M2 opdracht J1 doet, M3 opdracht J4 doet en M4 opdracht

J2 doet, zijn de kosten in de gereduceerde tabel precies gelijk aan 0. Het is duidelijk dat er geen

toewijzing is waarvoor de kosten minder zijn. Als bovendien de totale (gereduceerde) kosten gelijk

zijn aan 0, moet M1 J3 doen. Omdat M3 dan niet J3 kan doen, moet M3 J4 doen. Nu zijn ook de

opdrachten voor M4 en M2 bepaald. Er volgt dat deze oplossing de enige optimale toewijzing is. De

totale kosten zijn gelijk aan 144. De kosten zijn berekend aan de hand van de originele tabel.

1

Merk op dat deze ongebruikelijke voorwaarden overbodig zijn, omdat het bewezen kan worden dat voor een optimale

oplossing van dit LP-probleem (zonder de ongebruikelijke voorwaarden) geldt dat deze oplossing bestaat uit nullen en

enen.
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De �gereduceerde� tabel is verkregen door gebruik te maken van de �Hongaarse methode�. Het

stappenplan van deze methode wordt hieronder gegeven en uitgewerkt aan de hand van het voorbeeld

aan het begin van dit hoofdstuk (zie voorbeeld 3.1).

De Hongaarse metho de

Stap 0 . Vind in elke rij van de tabel (met evenveel rijen als kolommen) het minimale element

en verminder de hele rij met dit getal. Vind vervolgens (in de nieuwe tabel) voor elke kolom

het minimale element en verminder de hele kolom met dit getal. Ga naar stap 1.

Stap 1 . Bekijk of het mogelijk is om in de nieuwe tabel een toewijzing te vinden met 0

kosten. Als dit lukt, hebben we een optimale toewijzing gevonden en kunnen we stoppen.

Als dit niet lukt, is het mogelijk om alle nullen in de nieuwe tabel te bedekken met minder

dan m lijnen (horizontaal en verticaal). Trek deze lijnen en ga naar stap 2.

Stap 2 . Vind in de nieuwe tabel het kleinste element dat niet bedekt is door één van de in

stap 1 getrokken lijnen (zeg dat het element gelijk is aan k). Verminder elk onbedekt element

van de nieuwe tabel met k, en verhoog elk element dat twee keer bedekt is met k (dit is gelijk

aan het met k verminderen van elk element van een onbedekte kolom en het met k verhogen

van elk element van een bedekte rij; dit beïnvloedt de optimale oplossing niet). Ga naar stap

1.

Merk op dat stap 0 niet essentieel is voor het algoritme. Stap 0 wordt slechts één keer (aan het

begin) uitgevoerd om het algoritme te versnellen.

Vo orb eeld 3.1: Hongaarse metho de

Stap 0 . Verminder rij M1 met 17, rij M2 met 31, rij M3 met 21, en rij M4 met 20. De tabel wordt

J1 J2 J3 J4
M1 38 33 0 31
M2 3 0 0 3
M3 36 34 0 24
M4 35 28 0 22

Verminder vervolgens kolom J1 met 3 en kolom J4 met 3 om de volgende tabel te krijgen:

J1 J2 J3 J4
M1 35 33 0 28
M2 0 0 0 0
M3 33 34 0 21
M4 32 28 0 19

Stap 1 . Het is niet mogelijk om in de nieuwe tabel een toewijzing te vinden met 0 kosten (in een

toewijzing met 0 kosten moeten zowel M1, M3, als M4 opdracht J3 uitvoeren). We kunnen alle nullen

in de tabel met 2 lijnen bedekken: een lijn door kolom J3 en een lijn door rij M2 .

J1 J2 J3 J4
M1 35 33 0 28
M2 0 0 0 0
M3 33 34 0 21
M4 32 28 0 19
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Stap 2 . Het minimale onbedekte element is gelijk aan 19. Hieruit volgt dat we alle onbedekte ele-

menten met 19 verminderen en alle tweemaal bedekte elementen met 19 verhogen. (Zoals voorheen

werd opgemerkt, is dit gelijk aan het met 19 verminderen van elk element van een onbekte kolom,

d.w.z. kolommen J1, J2, en J4 ; en het met 19 verhogen van elk element van een bedekte rij, d.w.z.

rij M2 .) We krijgen de volgende tabel:

J1 J2 J3 J4
M1 16 14 0 9
M2 0 0 19 0
M3 14 15 0 2
M4 13 9 0 0

Stap 1 . Het is nog steeds niet mogelijk om een toewijzing met 0 kosten te vinden ( M1 en M2
moeten beide nog steeds opdracht J3 uitvoeren). Nu kunnen we alle nullen met drie lijnen bedekken,

bijvoorbeeld door kolommen J3 en J4 , en rij M2 te bedekken.

J1 J2 J3 J4
M1 16 14 0 9
M2 0 0 19 0
M3 14 15 0 2
M4 13 9 0 0

Stap 2 . Het minimale onbedekte element is gelijk aan 9. We verminderen alle onbedekte elementen

met 9 en verhogen alle twemaal bedekte elementen met 9. We krijgen de volgende tabel:

J1 J2 J3 J4
M1 7 5 0 9
M2 0 0 28 9
M3 5 6 0 2
M4 4 0 0 0

Stap 1 . Het is nog steeds niet mogelijk om een toewijzing met 0 kosten te vinden. We trekken

lijnen door de rijen M2 en M4 , en door kolom J3.

J1 J2 J3 J4
M1 7 5 0 9
M2 0 0 28 9
M3 5 6 0 2
M4 4 0 0 0

Stap 2 . Het minimale onbedekte element is gelijk aan 2. We verminderen alle onbedekte elementen

met 2 en vergroten alle tweemaal bedekte elementen met 2 om de volgende tabel te krijgen:

J1 J2 J3 J4
M1 5 3 0 7
M2 0 0 30 9
M3 3 4 0 0
M4 4 0 2 0

Stap 1 . Nu hebben we een toewijzing met 0 kosten (zoals we eerder hebben gezien): M2 doet J1,
M4 doet J2, M1 doet J3 en M3 doet J4.
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Opgave 3.3

Gebruik de Hongaarse methode om een toewijzing met minimale kosten te vinden. De kosten zijn

te vinden in de volgende tabel:

A B C D
W 17 7 19 21
X 20 12 20 23
Y 8 10 7 11
Z 13 8 15 21

Opgave 3.4

a) Gebruik de Hongaarse methode om een optimale toewijzing voor de volgende kostenmatrix te

vinden.

A B C
X 1 2 3
Y 4 5 6
Z 7 8 9

b) Wat valt je op?

Merk op dat als het aantal rijen en het aantal kolommen in de kostentabel niet gelijk zijn, het probleem

ongebalanceerd is. In dit geval kan het zijn dat de Hongaarse methode een oplossing geeft die niet gelijk

is aan de optimale oplossing. Om dit te voorkomen moeten dummyrijen of -kolommen, bestaande uit

nullen, worden toegevoegd aan de matrix voordat de Hongaarse methode wordt toegepast.

Vo orb eeld 3.2: Dummyrij

Stel dat in het voorbeeld, waarmee we dit hoofdstuk begonnen, machine 4 buiten werking is en dus

niet gebruikt kan worden. We krijgen dan de onderstaande tabel. Nu is het aantal rijen kleiner dan

Opdracht Opdracht Opdracht Opdracht

1 2 3 4

Machine 1 55 50 17 48

Machine 2 34 31 31 34

Machine 3 57 55 21 45

Tabel 3.2: Drie machines die vier opdrachten uit kunnen voeren.

het aantal kolommen en werkt de Hongaarse methode niet. We voegen een dummyrij toe en krijgen

dan de volgende tabel, waarbij M d een dummymachine is. Dat betekent dat de opdracht die aan

deze machine wordt toegewezen, niet uitgevoerd zal worden.

J1 J2 J3 J4
M1 55 50 17 48
M2 34 31 31 34
M3 57 55 21 45
M d 0 0 0 0

Voer volgens de Hongaarse methode op bovenstaande tabel uit.
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Stap 0: Het minimum in de kolommen is 0, dus we kunnen alleen van de eerste drie rijen het

minimum aftrekken.

J1 J2 J3 J4
M1 38 33 0 31
M2 3 0 0 3
M3 36 34 0 24
M d 0 0 0 0

Stap 1: Er is geen nultoewijzing mogelijk; we kunnen de nullen bedekken met 3 lijnen: J3 , M2 en

M d .

J1 J2 J3 J4
M1 38 33 0 31
M2 3 0 0 3
M3 36 34 0 24
M d 0 0 0 0

Stap 2: Het kleinste onbedekte getal is 24, dus we kunnen van alle onbedekte getallen 24 aftrekken

en bij alle dubbel bedekte getallen 24 optellen.

J1 J2 J3 J4
M1 14 9 0 7
M2 3 0 24 3
M3 12 10 0 0
M d 0 0 24 0

Stap 1: Nu is er wel een nultoewijzing mogelijk: M1 doet J3 , M2 doet J2 , M3 doet J4 en M d �doet�

J1 . Dat betekent dus dat opdracht 1 niet uitgevoerd zal worden. De kosten van deze toewijzing zijn

17+ 31+ 45 = 93.

Opgave 3.5

Vijf personen moeten vier opdrachten uitvoeren. De tijd die een persoon nodig heeft om een bepaalde

opdracht uit te voeren, is te vinden in de volgende tabel:

J1 J2 J3 J4
P1 22 18 30 18
P2 18 � 27 22
P3 26 20 28 28
P4 16 22 � 14
P5 21 � 25 28

Een � geeft aan dat een persoon de opdracht niet kan uitvoeren. Bepaald de toewijzing van

opdrachten aan de personen zodat de totale tijd voor het uitvoeren van de vier opdrachten gemini-

maliseerd wordt. Welke persoon heeft geluk?

Opgave 3.6

Een sinterklaasbedrijf heeft 8 sinterklazen S1 tot en met S8 . Op pakjesavond willen 7 warenhuizen

M1 tot en met M7 voor de gehele dag een sinterklaas. Het huren van een sinterklaas kost $1000

per dag. De kosten voor het sinterklaasbedrijf hangen af van de sinterklaas en van het warenhuis

(rekening houdend met reiskosten, vergoedingen, etc.) en worden getoond in onderstaande tabel (in
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$100-eenheden). Welke sinterklaas moet naar welk warenhuis om de winst van het sinterklaasbedrijf

te maximaliseren?

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7
S1 1 6 4 4 1 4 5
S2 4 6 3 5 4 3 5
S3 3 7 2 7 3 4 5
S4 4 7 4 4 2 5 5
S5 2 6 5 7 3 5 6
S6 3 8 5 4 1 6 6
S7 2 5 1 3 2 3 2
S8 4 8 4 5 5 5 7

3.2 Maximale to ewijzingen

Met behulp van de Hongaarse methode willen we een minimale toewijzing vinden.

Om maximale toewijzingsproblemen op te lossen moeten we enkele trucs toepassen. Laten we het

volgende voorbeeld bekijken: op 30 april kunnen de vier artiesten Cirsten, Dida, Gomes en Harry optre-

den in vier grote steden Amsterdam, Breda, Rotterdam en Tilburg. Hun mogelijke netto opbrengsten

zijn gegeven in de volgende tabel:

A B R T
C 8 16 14 20
D 7 7 8 8
G 9 21 21 23
H 7 19 15 20

De vier artiesten beslissen dat twee artiesten niet in dezelfde stad kunnen spelen. Hoe moeten de

artiesten aan de steden worden toegewezen om de totale opbrengst te maximaliseren?

Als we de Hongaarse methode gebruiken, kunnen we natuurlijk een toewijzing vinden die de totale

opbrengst minimaliseert. Bedenk dat het verdienen van x euro gelijk is aan het verliezen van � x euro,

kunnen we proberen om een toewijzing te vinden die het totale verlies minimaliseert. De verliezen zijn

gegeven in de volgende tabel:

A B R T
C � 8 � 16 � 14 � 20
D � 7 � 7 � 8 � 8
G � 9 � 21 � 21 � 23
H � 7 � 19 � 15 � 20

We hebben een maximaal toewijzingsprobleem vertaald in een minimaal toewijzingsprobleem. Toch

kunnen we de Hongaarse methode nog steeds niet toepassen, omdat de tabel bestaat uit negatieve

getallen (ondanks dat het niet expliciet genoemd is, is het essentieel voor de Hongaarse methode

dat alle getallen niet-negatief zijn). Er is echter een makkelijke oplossing voor dit probleem: tel een

groot getal (bijvoorbeeld 1 miljoen) op bij elk element van de tabel. Zoals we eerder hebben gezien,

verandert dit het probleem niet. Een subtielere oplossing is om rij C met 20 te vergroten, rij D met

8 te vergroten, rij G met 23 te vergroten, en rij H met 20 te vergroten. Nu kunnen we de Hongaarse

methode gebruiken.
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Opgave 3.7

Bepaal een maximale toewijzing voor het bovenstaande probleem.

3.3 Gemengde opgaven

Opgave 3.8

Een zwemcoach stelt een team samen voor de 4 keer 100 meter wisselslagestafette. Alle vier de

slagen moeten door een andere zwemmer worden gezwommen. De coach denkt dat elke zwemmer

de tijd zal halen die in onderstaande tabel staat.

vrije slag schoolslag vlinderslag rugslag

Zwemmer 1 54 54 51 53

Zwemmer 2 51 57 52 52

Zwemmer 3 50 53 54 56

Zwemmer 4 56 54 55 53

a) Welke zwemmer moet welke slag zwemmen om de totale wedstrijdtijd van het team te mini-

maliseren? Wat is de snelste tijd?

b) Bepaal ook het langzaamste team. Wat is de langzaamste tijd?

Opgave 3.9

Een bedrijf wil de producten 1, 2, 3 en 4 produceren. Om dit te realiseren heeft het bedrijf 5

machines A, B, C, D, E. Elke machine kan hoogstens één product te maken. De productietijd van

een product op een bepaalde machine wordt weergegeven in de volgende tabel:

A B C D E
1 1 6 4 4 1
2 4 5 3 6 4
3 3 7 2 7 3
4 4 7 4 4 2

Bepaal een toewijzing van de producten 1, 2, 3, 4 aan de machines, die de totale productietijd

minimaliseert.

Opgave 3.10

Een bedrijf heeft vijf machines M1,M2, . . . ,M5 en produceert vijf producten P1, P2, . . . ,P5 . De kosten

voor het produceren van een product op een bepaalde machine zijn weergegeven in de volgende tabel:

P1 P2 P3 P4 P5
M1 x 9 8 2 7
M2 3 9 2 8 5
M3 5 3 5 7 7
M4 8 4 5 4 5
M5 5 9 9 4 3

a) Neem x = 6. Wat is een optimale toewijzing van de producten aan de machines, die de totale

kosten minimaliseert? En wat zijn de totale kosten van deze toewijzing?

b) Stel machine M1 moet product P1 produceren. Wat is een optimale toewijzing van de andere

producten en wat zijn de totale kosten van deze toewijzing, als functie van x ?

c) Wat is de maximale waarde van x zodat in een optimale toewijzing (zonder restricties) machine

M1 product P1 produceert?
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Opgave 3.11

Beschouw het volgende LP-probleem.

min 5x1 + 2x2 + 2x4 + 3x5 + 3x6 + 4x8 + 5x11 + x12

o.d.v. x1 + x2 + x3 + x4 = 1
x5 + x6 + x7 + x8 = 1
x9 + x10 + x11 + x12 = 1
x1 + x5 + x9 � 1
x2 + x6 + x10 � 1
x3 + x7 + x11 � 1
x4 + x8 + x12 � 1
xi 2 f 0, 1g voor i = 1, . . . , 12.

Vertaal dit probleem naar een toewijzingsprobleem, en los het op met de Hongaarse methode.

Opgave 3.12

Transportbedrijf Klaverblad heeft vier vrachtwagens ( w1 tot en met w4 ). Op een dag kan het bedrijf

vijf mogelijke vrachten vervoeren ( v1 tot en met v5 ). Voor elke vracht is één vrachtwagen een hele

dag nodig. Het onderstaande diagram geeft voor elke wagen en vracht aan hoeveel er verdiend wordt

als de betre�ende wagen die vracht vervoert.

| v1 v2 v3 v4 v5
w1 30 40 45 35 30
w2 35 45 60 30 50
w3 50 70 65 55 30
w4 45 25 50 60 60

De vraag is hoe de vier wagens aan vrachten moeten worden toegewezen, zo dat Klaverblad die dag

zoveel mogelijk winst maakt?





4

Handelsreizigersprobleem

In de hoofdstukken 2 en 3 hebben we problemen gezien die we konden schrijven als een LP-probleem,

maar die door hun structuur ook op een andere manier snel opgelost kunnen worden. In dit hoofdstuk

kijken we naar het handelsreizigersprobleem. Dit probleem kun je schrijven als een LP-probleem, maar

je hebt er een heleboel voorwaarden voor nodig. Daarnaast kan ook de structuur niet helpen om op

een snelle manier de optimale oplossing te vinden. Daarom gaan we kijken naar heuristieken . Dit zijn

stappenplannen die een oplossing geven, maar dat hoeft niet noodzakelijkerwijs de optimale oplossing

te zijn. We willen natuurlijk weten of zo'n oplossing wel een beetje in de buurt komt van de optimale

oplossing en daarom kijken we ook naar de kwaliteit van de heuristiek en zoeken we een onder- en

bovengrens voor de optimale oplossing. Maar we beginnen met een inleidend voorbeeld.

Begripp enlijst

Handelsreizigersprobleem

Nearest neighbor heuristiek

Minimale-opspannende-boom heuristiek

Relatieve performance

Onder- en bovengrens

Vo orb eeld 4.1: Printed circuit b oards

Het bedrijf Siemens Nixdorf heeft in Augsburg een fabriek staan waar met name PC's worden

gemaakt. Een belangrijk en geavanceerd onderdeel van deze fabriek is de productie van printkaarten

(`printed circuit boards' of `pcb's'). Voorbeelden van printkaarten zijn moederborden, videokaarten

en audiokaarten in een PC, maar ook in TV's, monitoren en telefoons komen deze kaarten voor. Ten

tijde van grote productievolumes blijkt dat een van de bottlenecks in het productieproces gevormd

wordt door de boormachines die in de verschillende lagen gaatjes boren zodat componenten van ver-

schillende lagen met elkaar kunnen worden verbonden. Van elk laag je van elke printkaart is een lijstje

beschikbaar met daarin de x - en y -coördinaten van de locaties waar geboord moet worden. In �guur

4.1 zien we de 1173 boorlocaties van een pcb welke bij Siemens in productie is. De bijbehorende

coördinaten zijn te vinden op de internetsite TSPLIB van Gerd Reinelt onder de naam `pcb1173'

(zie volgende paragraaf ). We zullen deze pcb als illustratie gebruiken.

Voor het bewegen van de boorkop ten opzichte van de plaatjes zijn er twee aandrijvingen. Een

aandrijving verplaatst de boorkop naar links en rechts (in de x -richting) en de andere aandrijving

verplaatst de tafel met de plaatjes (er worden 6 plaatjes tegelijk geboord) naar boven en beneden

(in de y -richting). Stel dat twee boorlocaties u en v gegeven zijn welke corresponderen met de

punten (xu, yu) en (xv, yv) in het vlak. De x -motor verplaatst de boorkop van xu naar xv terwijl de

59
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Figuur 4.1: Boorlocaties van pcb1173.

y -motor de tafel van yu naar yv beweegt. De beweging die het langst duurt, bepaalt de duur van de

verplaatsing van u naar v . De motoren hebben dezelfde snelheid.

Siemens wil de productie van de printkaarten optimaliseren zonder te investeren in nieuwe machines.

De productietijd per printkaart is onder te verdelen in een `boortijd' welke wordt bepaald door het

aantal gewenste gaatjes en een `verplaatstijd' welke afhankelijk is van de volgorde waarin de gaatjes

worden geboord. Door een boorvolgorde van de gaatjes te nemen met de kleinst mogelijke verplaats-

tijd, wordt de productietijd per plaatje geminimaliseerd. De vraag is dus: gegeven de coördinaten

van de boorlocaties, welke boorvolgorde van deze locaties minimaliseert de totale verplaatstijd?

4.1 Het handelsreizigersprobleem

Het boorprobleem van Siemens is een voorbeeld van een symmetrisch handelsreizigersprobleem. In

het Engels spreekt men van een traveling salesman problem , meestal afgekort tot tsp . Bij een han-

delsreizigersprobleem is een verzameling

1

knooppunten V gegeven en voor elke v, w 2 V kosten cvw
om van v naar w te `reizen'. De knooppunten worden ook wel `steden' genoemd, de kosten ook wel

`afstanden'. Het idee is dat een handelsreiziger een aantal steden ( jV j in dit geval) wil bezoeken waar-

bij hij, uitgaande van één van de steden, elk van de andere steden precies eenmaal moet aandoen om

uiteindelijk weer naar de beginstad terug te keren. Een gesloten route waarbij elk van de steden precies

eenmaal bezocht wordt, wordt een tour (of tsp-tour ) genoemd. Het maakt bij een tour overigens niet

uit welke stad beginstad is. Het gaat om de gevolgde rondgang. Het handelsreizigersprobleem bestaat

nu uit de bepaling van een tour waarvoor de totale reisafstand minimaal is. Indien het niet uitmaakt in

welke richting je tussen twee steden reist, spreken we van een symmetrisch handelsreizigersprobleem .

Voor informatie over, mooie plaatjes van, en links met betrekking tot het handelsreizigersprobleem

verwijzen we naar de (Engelstalige) website `http://www.math.princeton.edu/tsp/'. Hier is ook een

link naar TSPLIB te vinden.

1

Zie bijlage A.1 voor notatie betre�ende verzamelingen.
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Opgave 4.1

a) Kijk naar een handelsreizigersprobleem met 3 steden. Hoeveel mogelijke tours zijn er in het

algemeen en hoeveel bij een symmetrisch handelsreizigersprobleem?

b) Kijk naar een handelsreizigersprobleem met 4 steden. Hoeveel mogelijke tours zijn er in het

algemeen en hoeveel bij een symmetrisch handelsreizigersprobleem?

c) Kijk naar een handelsreizigersprobleem met 5 steden. Hoeveel mogelijke tours zijn er in het

algemeen en hoeveel bij een symmetrisch handelsreizigersprobleem?

d) Kijk naar een handelsreizigersprobleem met n steden. Hoeveel mogelijke tours zijn er in het

algemeen en hoeveel bij een symmetrisch handelsreizigersprobleem?

Bij het boorprobleem van Siemens vormen de boorlocaties de steden en kunnen we de afstand tussen

locatie (xu, yu) en (xv, yv) de�niëren als

cuv = maxf dx, dyg,

waarbij dx en dy respectievelijk de horizontale en de verticale afstand is. Deze zijn gede�nieerd als

dx =
�

xu � xv als xu � xv
xv � xu als xu < xv

en dy =
�

yu � yv als yu � yv
yv � yu als yu < yv

Aangezien het voorbeeld met de 1173 boorlocaties te groot is om de verschillende oplossingsmethoden

te illustreren, zullen we een kleine instantie introduceren met vijf steden:

B E H N T
Breda ¥ 54 48 92 25
Eindhoven 54 ¥ 32 61 35
's-Hertogenbosch 48 32 ¥ 45 23
Nijmegen 92 61 45 ¥ 67
Tilburg 25 35 23 67 ¥

We bespreken in dit hoofdstuk twee manieren om het probleem aan te pakken met behulp van de vijf

steden hierboven. Bij één van de twee manieren maken van gebruik van een minimaal opspannende

boom; dit begrip is behandeld in paragrafen 2.1 en 2.2.

4.2 Heuristieken vo or het handelsreizigerprobleem

Aangezien het aantal mogelijke tours bij het handelsreizigersprobleem eindig is, kan de optimale

oplossing gevonden worden door alle mogelijkheden langs te lopen en daaruit de beste te nemen.

Dit is op zich een juiste methode maar aangezien het aantal oplossingen al snel heel erg groot wordt,

is de benodigde rekentijd al vrij snel onacceptabel (zie ook opgave 3.1). Graag zouden we, net als bij

het toewijzingsprobleem, een snelle methode willen hebben om de optimale oplossing te vinden. Voor

het handelsreizigersprobleem is dit tot op heden echter niet mogelijk gebleken en zeer waarschijnlijk

bestaan er überhaubt geen e�ciënte oplossingsalgoritmen. Bestaande methoden om de optimale

oplossing van een handelsreizigersprobleem te vinden, komen in principe neer op het nagaan van alle

mogelijkheden. Dit laatste probeert men dan wel zo slim mogelijk te doen. Voor veel praktische

toepassingen is de rekentijd van deze exacte methoden onacceptabel lang. Om deze reden wordt

voor problemen als het handelsreizigersprobleem vaak (noodgedwongen) genoegen genomen met een

methode die misschien geen optimale oplossing geeft, maar een `goede' oplossing in korte tijd. Dit

zijn benaderingsalgoritmen of heuristieken .
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4.2.1 De nearest neighb or heuristiek

De eenvoudigste heuristiek voor het handelsreizigersprobleem is de zogenaamde nearest neighbor

heuristiek waarmee een tour als volgt wordt opgebouwd. Stel dat een deelroute v1 ! � � � ! vk reeds

opgebouwd is. Bepaal dan een stad vk+ 1 die niet op de huidige deelroute ligt en het dichtst bij stad

vk ligt en breid de deelroute uit tot v1 ! � � � ! vk ! vk+ 1. Ga zo voort tot alle n steden in een

route v1 ! � � � ! vn opgenomen zijn en dit geeft dan een tour v1 ! � � � ! vn ! v1.

Nearest neighb or heuristiek

Stap 0 : Kies een beginstad.

Stap 1 : Voeg de stad toe die het dichtst bij de laatst toegevoegde stad ligt, maar nog geen

onderdeel van de tour is.

Stap 2 : Als er nog steden zijn die niet in de tour zitten, ga je terug naar stap 1 , anders ga

je terug naar de beginstad en ben je klaar.

We zullen `nearest neighbor' vaak afkorten tot NN. We zullen de NN heuristiek toepassen op het

vijfstedenprobleem.

Vo orb eeld 4.2: vijfstedenprobleem: NN heuristiek

Laten we beginnen met Breda. De dichtstbijzijnde stad is dan Tilburg, dus Tilburg wordt de tweede

stad in de tour. Vanuit Tilburg is 's-Hertogenbosch de dichtstbijzijnde stad, dus dat wordt nummer

drie. Vanuit 's-Hertogenbosch is Tilburg het dichtstbijzijnd, maar Tilburg zit al in de tour, dus

die laten we buiten beschouwing. Eindhoven is de stad die het dichtst bij 's-Hertogenbosch ligt,

maar nog niet in de tour zit. Vanuit Eindhoven gaan we naar Nijmegen, want dat is de enige stad

die nog niet in de tour zit en tenslotte moeten we terug naar Breda. De lengte van deze tour is

25+ 23+ 32+ 61+ 92 = 233 kilometer. Als we beginnen met één van de vier andere steden, kan er

een andere tour uitkomen. Je ziet alle tours in tabel 4.1. Toevallig vinden we tweemaal de optimale

Beginstad NN-tour Lengte

Breda B ! T ! H ! E ! N ! B 233

Eindhoven E ! H ! T ! B ! N ! E 233

's-Hertogenbosch H ! T ! B ! E ! N ! H 208

Nijmegen N ! H ! T ! B ! E ! N 208

Tilburg T ! H ! E ! B ! N ! T 268

Tabel 4.1: Kosten van de vijf NN-tours van het vijfstedenprobleem.

tour. Dit komt omdat we een voorbeeld van slechts beperkte omvang bekijken. Het aantal mogelijke

tours is namelijk slechts 12.

In het algemeen zullen we met de nearest neighbor heuristiek geen optimale tour vinden. Als we NN

toepassen op het pcb1173, vinden we de tour welke is afgebeeld in �guur 4.2. Deze tour heeft een

lengte van 67822. Een overduidelijk nadeel van deze methode is het feit dat, hoewel alle `vroege'

kanten in zekere zin minimaal zijn, de laatst gekozen kanten behoorlijk lang kunnen zijn en de kwaliteit

van de oplossing bederven. Zelfs voor kleine problemen kan dit al een enorme afwijking van de optimale

oplossing geven.
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Figuur 4.2: Een NN-tour met lengte 67822.

Opgave 4.2

Een handelsreiziger moet de plaatsen A , B, C, D , E en F bezoeken. Hun onderlinge afstanden zijn

gegeven in de afstandentabel hieronder.

A B C D E F
A 0 7 3 1 5 9
B 7 0 3 9 5 2
C 3 3 0 3 4 4
D 1 9 3 0 11 5
E 5 5 4 11 0 9
F 9 2 4 5 9 0

Vind alle zes de NN-tours door iedere plaats een keer beginplaats te laten zijn.

Opgave 4.3

Beschouw de afstandentabel hieronder.

A B C D E
A 0 10 9 3 7
B 10 0 11 15 6
C 9 11 0 5 10
D 3 15 5 0 20
E 7 6 10 20 0

Vind alle vijf de NN-tours.
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Opgave 4.4

Gegeven is de onderstaande afstandentabel.

A B C D
A 0 M 2 2
B M 0 2 2
C 2 2 0 1
D 2 2 1 0

a) Laat M = 10 zijn. Vind alle NN tours.

b) Laat M = 20 zijn. Vind alle NN tours.

c) Laat M een groot getal zijn. Vind alle NN tours.

d) Laat M een groot getal zijn en laat zien dat de optimale tour lengte 8 heeft.

Aangezien bij een benaderingsalgoritme optimaliteit van de uiteindelijk gevonden tour geen vereiste is,

is het gewenst om een soort kwaliteitsgarantie te hebben van de gevonden oplossing. Het is gebruikelijk

om de kwaliteit van een benadering uit te drukken als de procentuele afwijking ten opzichte van de

optimale oplossing. De kwaliteit van een benaderingsalgoritme zou gede�nieerd kunnen worden als

de maximale procentuele afwijking of als de gemiddelde procentuele afwijking over alle mogelijke

instanties. Voor beide de�nities valt iets te zeggen. Wij zullen hier de `worst-case' analyse toepassen.

Relatieve p erformance

Laat A een benaderingsalgoritme zijn voor het handelsreizigersprobleem. Laat voor een

instantie I van het handelsreizigersprobleem OPT( I ) de lengte van de optimale tour zijn en

A( I ) de lengte van de tour gegeven door algoritme A . De verhouding

A( I )
OPT( I ) wordt vaak

aangeduid met de relatieve performance van het algoritme voor instantie I .

Uit opgave 4.4 volgt dat er voor nearest neighbour geen maximale relatieve performance bestaat,

immers

M + 5
8 kan willekeurig groot zijn. Voor het symmetrische handelsreizigersprobleem bestaan

geen snelle benaderingsalgoritmen met een bepaalde maximale procentuele afwijking van de lengte

van de gevonden tour. De reden is dat afstandentabellen zeer `wild' kunnen zijn. Nu bestaat er een

restrictie op de afstandentabel die dit soort tabellen uitsluit, maar niet de meeste instanties die vanuit

praktisch oogpunt interessant zijn. De restrictie die we bedoelen is de driehoeksongelijkheid . Laat dvw
de afstand tussen knoop (of stad) v en w zijn. Een afstandentabel voldoet aan de driehoeksongelijkheid

indien

duv � 0 en duv + dvw � duw voor alle u, v, w 2 V.

De driehoeksongelijkheid zegt eigenlijk niets anders dan dat de afstand van de route van stad u naar

stad w via stad v niet korter is dan de directe weg van u naar w .

Opgave 4.5

a) Voor welke waarden van M voldoet de afstandenmatrix van opgave 4.4 aan de driehoeksonge-

lijkheid?

b) Welke maximale procentuele afwijking van de nearest-neighbourheuristiek is nu te realiseren?

c) Beantwoord dezelfde vragen indien elke 2 in de afstandenmatrix van opgave 4.4 wordt vervangen

door 1.001.
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Opgave 4.6

a) Voldoet de afstandentabel in opgave 4.2 aan de driehoeksongelijkheid? [Hint: je hoeft maar

één paar steden te vinden waarvoor geldt dat er een omweg is die korter is dan de rechtstreekse

route.]

b) Voldoet de afstandentabel in opgave 4.3 aan de driehoeksongelijkheid?

De afstandsmaat die gebruikt wordt bij het boorprobleem voldoet aan de driehoeksongelijkheid. Een

andere, veel gebruikte, afstandsmaat is de Euclidische afstand. Deze afstand is de lengte van de

rechte lijn tussen twee punten. Ook de Euclidische afstand voldoet aan de driehoeksongelijkheid.

Hoewel de prestaties van de nearest neighbour heuristiek beter zijn voor problemen waarbij aan de

driehoeksongelijkheid voldaan is, is er nog steeds geen maximale procentuele afwijking te geven. Het

is mogelijk om voor elke K voorbeelden te verzinnen waarbij de nearest neighbour tour een factor K
langer is dan de optimale tour. Naarmate K groter is, moeten deze voorbeelden wel steeds groter

worden. Voor het volgende benaderingsalgoritme is wel een maximale procentuele afwijking te geven.

4.2.2 De minimale-opspannende-b o omheuristiek

De minimale opspannende boom (mob) levert een ondergrens op voor de optimale tourlengte. Indien

men namelijk een kant weglaat uit de optimale tour, onstaat een opspannende boom op de n steden.

Dus de optimale tourlengte is minstens de lengte van een mob. Er zijn reeds twee e�ciënte algoritmes

behandeld (Prim en Kruskal; zie paragraaf 2.2) om de mob van een graaf te vinden. Een manier om

uitgaande van een mob alle steden te bezoeken, is om alle kanten van de boom te verdubbelen en

vervolgens als route een rondwandeling te nemen die alle kanten precies een keer gebruikt (zo'n

rondwandeling wordt vaak Eulercykel genoemd). De lengte van deze cykel is het dubbele van de

lengte van de boom. Het enige manco waardoor de gevonden Eulercykel nog geen tour is, is het

optreden van meermaals bezochte steden. Deze zijn echter uit de cykel te verwijderen door ze voorbij

te lopen. Zo vinden we uiteindelijk een tour welke vanwege de driehoeksongelijkheid niet langer is dan

de Eulercykel en dus niet langer dan tweemaal de lengte van de optimale tour. Het algoritme, dat we

de minimale-opspannende-boomheuristiek noemen, kan als volgt worden samengevat.

Minimale-opspannende-b o omheuristiek

Stap 1 : Vind een minimale opspannende boom T .

Stap 2 : Verdubbel de kanten van T , dit geeft T0
.

Stap 3 : Construeer een Eulercykel voor T0
.

Stap 4 : Verwijder de dubbel bezochte knooppunten uit de Eulercykel.

We zullen de beschreven methode toepassen op het vijfstedenprobleem.

Vo orb eeld 4.3: vijfstedenprobleem: minimale-opspannende-b o omheuristiek

Indien we voor het vijfstedenprobleem de minimale opspannende boom bepalen, vinden we de boom

met totale lengte 125 welke is afgebeeld in �guur 4.3.
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Figuur 4.3: Een minimale opspannende boom van het vijfstedenprobleem.

Als we de kanten van de mob verdubbelen vinden we bijvoorbeeld de volgende Eulercykel:

B ! T ! H ! N ! H ! E ! H ! T ! B

In deze cykel komt Tilburg nog dubbel voor en 's-Hertogenbosch drie maal. We moeten dus één T
en twee H 's uit de cykel verwijderen. Er kunnen dus zes verschillende tours gemaakt worden; zie

tabel 4.2 voor deze zes mob-tours.

Tour Lengte

B ! T ! H ! N ! E ! B 208

B ! T ! N ! H ! E ! B 223

B ! T ! N ! E ! H ! B 233

B ! H ! N ! E ! T ! B 214

B ! N ! H ! E ! T ! B 229

B ! N ! E ! H ! T ! B 233

Tabel 4.2: Zes mogelijke mob-tours van het vijfstedenprobleem.

In het algemeen is het aantal mogelijke uitkomsten van de minimale-opspannende-boom heuristiek erg

groot. Er kunnen meerdere minimale opspannende bomen bestaan. Uit een minimale opspannende

boom kunnen meerdere Eulercykels gevormd worden en dubbele steden kunnen op meerdere manieren

uit de Eulercykel verwijderd worden.

We hebben de minimale-opspannende-boom heuristiek ook toegepast op pcb1173. De mob heeft

lengte 51488. Een van de mogelijke resulterende tours heeft lengte 72337. De boom en de tour

staan afgebeeld in �guren 4.4 en 4.5.

We hebben reeds de volgende stelling geclaimd.

Stelling 4.1

Laat Amob( I ) is de lengte van de tour gevonden met behulp van de minimale-opspannende-

boom-heuristiek voor instantie I . Voor alle instanties I van het symmetrische handelsreizi-

gersprobleem welke voldoen aan de driehoeksongelijkheid geldt dat

Amob( I ) � 2OPT( I ).
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Figuur 4.4: Een minimale opspannende boom (mob) met lengte 51488.

Figuur 4.5: Een tsp-tour met lengte 72337 afgeleid van de mob.

Bewijs :

Laat l (T( I )) de lengte van de kortste opspannende boom T( I ) zijn en ` (T0( I )) de som zijn van de lengtes

van de kanten van de Eulercykel T0( I ) . Dan geldt

Amob( I ) � ` (T0( I )) = 2 ` (T( I )) � 2OPT( I ).

De eerste ongelijkheid volgt uit de driehoeksongelijkheid en de tweede uit het feit dat de optimale tour minus

een kant een opspannende boom is. Het gelijkteken volgt uit de verdubbeling van de kanten. De factor 2 is ook

de best mogelijke garantie omdat er instanties I bekend zijn (zelfs van het Euclidische handelsreizigersprobleem)

waarvoor Amob( I ) = 2n � 1 terwijl OPT( I ) = n .
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Opgave 4.7

Pas op de onderstaande afstandentabel de twee behandelde heuristieken van het handelsreizigers-

probleem toe. Binnen welke grenzen ligt de lengte van de optimale tour?

A B C D E
A 0 132 217 164 58
B 132 0 290 201 79
C 217 290 0 113 303
D 164 201 113 0 196
E 58 79 303 196 0

Opgave 4.8

a) Pas op de afstandentabel in opgave 4.2 de minimale-opspannende-boomheuristiek toe.

b) Binnen welke grenzen ligt de lengte van de optimale tour?

Opgave 4.9

a) Pas op de afstandentabel in opgave 4.3 de minimale-opspannende-boomheuristiek toe.

b) Binnen welke grenzen ligt de lengte van de optimale tour?

Opgave 4.10

Een fabrikant van printkaarten gebruikt een programmeerbare boormachine om in een bepaald type

plaat zes gaatjes te boren. De x - en y -coördinaten van elk gat zijn als volgt:

x y Gat
0 0 0
1 2 1
3 1 2
5 6 3
7 2 4
8 3 5

De boormachine heeft tijdens het boorproces een vaste positie terwijl de printkaart onder de boor

verschoven kan worden. Er zijn twee bewegingen mogelijk: horizontaal en verticaal. De printkaart kan

even snel in horizontale richting worden verplaatst als in verticale richting en bovendien kan men deze

twee bewegingen tegelijk uitvoeren. De printkaartfabrikant is geïnteresseerd in die boorvolgorde van

de gaten waarbij de boor uiteindelijk weer in de oorspronkelijke stand (gat 0) terug komt en waarvoor

de totale productietijd per printkaart minimaal is.

a) Maak een tabel met de onderlinge afstanden tussen de zes gaten.

b) Welke volgorde zou men krijgen indien men vanuit gat 0 de nearest neighbor heuristiek toepast?

c) Teken de gevonden tour met rechte lijnstukjes tussen de opeenvolgende punten. Verbeter de

gevonden oplossing door snijdende lijnstukjes door andere te vervangen.

4.3 Geheeltallige LP

Indien, zoals bij het handelsreizigersprobleem, het niet praktisch is om een exact oplossingsalgoritme

te gebruiken en gekozen wordt voor een benaderingsalgoritme, is het belangrijk om goed in te kunnen

schatten wat de kwaliteit van een bepaalde oplossing is. Hiervoor is een ondergrens nodig van de

lengte van de optimale tour. Hoe dichter onder- en bovengrens van de lengte van een optimale tour

bij elkaar liggen, des te beter is de gegarandeerde kwaliteit van de benadering. In het voorgaande
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zijn we al een ondergrens tegengekomen voor de lengte van een optimale tour van een symmetrisch

handelsreizigersprobleem, namelijk de lengte van de kortste opspannende boom. In deze paragraaf

zullen we nog een tweede ondergrens a�eiden gebruikmakend van lineair programmeren.

Om het handelsreizigersprobleem als geheeltallig lineair programmeringsprobleem te formuleren, in-

troduceren we beslissingsvariabelen

xi j =
�

1 als de verbinding i j in de tour wordt opgenomen

0 anders;

voor 1 � i � n en 1 � j � n . We komen dan tot de volgende formulering, waarbij di j de afstand

tussen steden i en j is

min .
n
å

i= 1

n
å

j= 1
di j xi j

o.d.v.
n
å

j= 1
xi j = 1 voor 1 � i � n (elke stad wordt gevolgd door precies één andere stad)

n
å

i= 1
xi j = 1 voor 1 � j � n (aan elke stad gaat precies één andere stad vooraf )

xi j 2 f 0, 1g ( xi j kan alleen 0 of 1 zijn).

Hierbij kiezen we dii = M (een zeer groot getal), zodat automatisch xii = 0, 1 � i � n . Bovenstaande

beperkingen zijn voor het beschrijven van het handelsreizigersprobleem nog niet voldoende. Merk op

dat de beschrijving overeenkomt met die van het reeds eerder behandelde en makkelijk oplosbare

toewijzingsprobleem. Indien we dit oplossen voor het vijfstedenprobleem krijgen we als oplossing:

xBT = xTB = xEN = xNH = xHE = 1 met afstand 188

Weliswaar heeft elke stad een opvolger en voorganger, maar we hebben niet één grote tour; we

hebben twee subtours B- T - B en E- N - H - E. Wat er in bovenstaande omschrijving nog ontbreekt, zijn

zogenaamde subtourcondities welke er voor zorgen dat de optimale oplossing altijd met één grote

tour correspondeert. Blijkbaar zorgen deze beperkingen er ook voor dat het handelsreizigersprobleem

moeilijk wordt, aangezien het toewijzingsprobleem snel oplosbaar is en het handelsreizigersprobleem

niet. Dit aan het handelsreizigersprobleem gerelateerde toewijzingsprobleem is een zogenaamde re-

laxatie van het handelsreizigersprobleem. Elke toegelaten tour correspondeert met een toewijzing met

dezelfde kosten, echter een toewijzing hoeft niet met een tour te corresponderen. Dit betekent dat de

waarde van de optimale toewijzing een ondergrens is voor de lengte van de optimale tour. Bovendien

is deze ondergrens eenvoudig te bepalen met de Hongaarse methode.

Opgave 4.11

Bepaal door het oplossen van het toewijzingsprobleem met de aangepaste afstandenmatrix als kosten-

matrix ondergrenzen voor de lengte van de optimale tours voor de instanties van de volgende opgaven.

Bepaal ook de subtours die ontstaan.

a) Opgave 4.7.

b) Opgave 4.8.

c) Opgave 4.9.

d) Opgave 4.10.

Het is mogelijk om voorwaarden te vinden die subtours uitsluiten, maar die zullen we hier niet behan-

delen. Het enige dat rest, is het geven van de optimale tour voor pcb1173. Deze heeft lengte 56892

en is te zien in �guur 4.6.
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Figuur 4.6: De optimale tour met lengte 56892.

Opgave 4.12

Beschouw de volgende symmetrische afstandenmatrix van een handelsreizigersprobleem:

1 2 3 4 5 6 7
1 � 28 21 14 17 18 22
2 28 � 47 36 25 20 35
3 21 47 � 26 37 30 20
4 14 36 26 � 15 31 34
5 17 25 37 15 � 29 39
6 18 20 30 31 29 � 16
7 22 35 20 34 39 16 �

a) Bepaal een ondergrens voor de lengte van de optimale tour met de minimale opspannende boom.

b) Bepaal een ondergrens voor de lengte van de optimale tour met het toewijzingsprobleem.

c) Bepaal een bovengrens met de nearest neighbor heuristiek.

d) Bepaal een bovengrens met de minimale-opspannende-boomheuristiek.
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4.4 Gemengde opgaven

Opgave 4.13

Gegeven is de onderstaande (symmetrische) afstandenmatrix:

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 92 99 50 41 79 46 29 50 70
2 78 49 94 21 64 63 42 37
3 60 84 61 54 86 76 51
4 45 35 20 26 17 20
5 80 36 55 59 64
6 46 50 29 16
7 45 37 30
8 21 45
9 25

a) Bepaal een minimale opspannende boom T .

b) Laat OPT de lengte zijn van de kortste tsp-tour langs de tien gegeven plaatsen en laat ` (T) de

lengte zijn van de kortste opspannende boom T uit onderdeel i . Laat zien dat OPT � ` (T) + 54.

[Hint: Merk op dat de plaatsen 7 en 10 het dichtst bij plaats 3 liggen.]

c) Bepaal een tour en zijn lengte met behulp van de nearest neighbor heuristiek.

d) Bepaal een tour en zijn lengte met behulp van de minimale-opspannende-boomheuristiek.

e) Bepaal een ondergrens en een bovengrens voor de lengte van de optimale tour met behulp van

de antwoorden bij onderdelen a) tot en met d).

Opgave 4.14

Beschouw de onderstaande symmetrische afstandstabel tussen steden 1 tot en met 7:

1 2 3 4 5 6 7
1 0 1 3 4 6 4 3
2 0 2 x 5 3 2
3 0 1 3 3 2
4 0 2 4 3
5 0 2 3
6 0 3
7 0

a) Bepaal x zo, dat aan de driehoeksongelijkheid is voldaan (hint: beschouw de steden 3 en 5).

b) Bepaal bij de gevonden x een handelsreizigerstour met behulp van de minimale-opspannende-

boomheuristiek. Gebruik hierbij het algoritme van Prim met startpunt 1.

c) Laat ` de lengte zijn van de zojuist gevonden minimale opspannende boom. Verklaar waarom de

lengte van een optimale handelsreizigerstour niet kleiner is dan ` + 3.
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Projectplanning

In het bedrijfsleven hebben managers vaak te maken met complexe projecten die bestaan uit vele, en

mogelijk afhankelijke, activiteiten. Meestal bestaat het probleem uit het bepalen van de hoeveelheid

benodigde tijd om een project uit te voeren. Een methode om dit probleem aan te pakken is door

gebruik te maken van netwerken die activiteiten van een project op een toepasselijke wijze beschrij-

ven. Door het bepalen van een zogenaamd kritiek pad in het netwerk, kan de manager de minimale

hoeveelheid tijd om het project uit te voeren, bepalen.

Begripp enlijst

Netwerk

Vroegste eventtijd

Laatste eventtijd

Totale �oat

Kritiek pad

5.1 Van project naar netwerk

In deze paragraaf zullen we ons richten op het omzetten van een project naar een netwerk dat alle

benodigde informatie over het project bevat. Alvorens we dit doen, zullen we eerst de inhoud van een

project bespreken.

Het maken van auto's, het organiseren van het Wereld Kampioenschap Voetbal, de installatie van een

computernetwerk, het maken van een studieplan; allemaal voorbeelden van projecten. De voornaamste

eigenschap van al deze projecten is dat ze bestaan uit een verzameling van activiteiten. Bijvoorbeeld,

het maken van een auto bestaat uit activiteiten zoals de productie van de motor, de constructie

van het chassis, het verven van de auto, etc. Bovendien kunnen sommige activiteiten pas worden

uitgevoerd nadat andere activiteiten zijn uitgevoerd. Zo kan een auto pas worden geverfd als het

chassis in elkaar is gezet.

Een ander voorbeeld van een project is het volgende bouwproject. Een universiteit plant de bouw van

een nieuw gebouw op haar campus. Alvorens een aannemer kan beginnen met het bouwproject moet

hij een plan maken. Eerst zal hij na moeten denken over de precieze activiteiten die een rol spelen

tijdens de bouw (bijvoorbeeld het maken van de fundering, muren, dak). Ten tweede zal hij moeten

beslissen in welke volgorde de activiteiten uitgevoerd dienen te worden.

73
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Het volgende voorbeeld beschrijft een eenvoudig bouwproject.

Vo orb eeld 5.1: een project

Beschouw een bouwproject dat bestaat uit de volgende drie activiteiten: activiteit A (fundering),

activiteit B (muren) en activiteit C (dak). Het is duidelijk dat activiteit C volgt na activiteiten A en

B, en activiteit B volgt na activiteit A. Dit project is beschreven in tabel 5.1.

Activiteit Beschrijving Afhankelijk van

A fundering �
B muren A

C dak B

Tabel 5.1: Een tabel die een project weergeeft.

In het geval dat een project bestaat uit vele activiteiten, is een tabel niet handig om een project te

beschrijven. Meestal wordt een netwerk gemaakt om een beter inzicht te krijgen in de organisatie van

een project. Een netwerk bestaat uit een verzameling van events die zijn verbonden met pijlen: een

pijl in een netwerk beschrijft een activiteit van een project en een event beschrijft het begin en/of het

einde van een activiteit.

Het beginevent van een activiteit is het event waar deze activiteit begint en het eindevent van een

activiteit is het event waar deze activiteit eindigt. Een beginevent van een project is een event waar

alleen activiteiten beginnen en een eindevent van een project is een event waar alleen activiteiten

eindigen. Het is duidelijk dat een beginevent van een project het begin van het project weergeeft en

een eindevent het einde van het project weergeeft.

Voor het gemak geven we elk event een nummer: het beginevent van het project krijgt nummer 1 en

het eindevent van het project krijgt het hoogste nummer. De andere events worden op een willekeurige

manier genummerd. Het volgende voorbeeld illustreert de begrippen activiteit en (begin/einde) event

in een netwerk dat het project beschreven door tabel 5.1 weergeeft.

Vo orb eeld 5.2: activiteit en event in een netwerk

Figuur 5.1 laat het netwerk zien van het project dat wordt beschreven door tabel 5.1. Event 1 is

A B C

1 2 3 4

Figuur 5.1: Een netwerk dat een project weergeeft.

het beginevent van activiteit A (in feite is event 1 het beginevent van het project), event 2 is het

eindevent van activiteit A en het beginevent van activiteit B, event 3 is het eindevent van activiteit

B en het beginevent van activiteit C, en event 4 is het eindevent van activiteit C (in feite is event 4

het eindevent van het project).

Het volgende voorbeeld illustreert een netwerk waarin één event het beginevent (eindevent) is van

meer dan één activiteit.
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Vo orb eeld 5.3: van project naar netwerk

Tabel 5.2 beschrijft een project bestaande uit zes activiteiten.

Activiteit Afhankelijk van

A �
B A

C B

D A

E D

F E,C

Tabel 5.2: Een tabel die een project weergeeft.

Het corresponderende netwerk wordt weergegeven in �guur 5.2. Merk op dat event 2 het beginevent

1 2

3

4

5 6
A

B C

D E

F

Figuur 5.2: Het netwerk dat correspondeert met tabel 5.2.

van activiteit B en D is en dat event 5 het eindevent van activiteit C en E is.

Opgave 5.1 (van project naar netwerk)

a) Beschouw het project dat met de volgende tabel wordt beschreven:

Activiteit Afhankelijk van

A �
B A

C A

D B

E C,D

Maak een netwerk dat dit project weergeeft.

b) Geef van ieder van de events aan van welke activiteiten het een begin- of eindevent is. Bepaal

ook het begin- en eindevent van het project.



76 5. Projectplanning

Opgave 5.2 (van project naar netwerk)

a) Beschouw het project dat met de volgende tabel wordt beschreven:

Activiteit Afhankelijk van

A �
B A

C B,F

D C

E A

F E

G B,F

Maak een netwerk dat dit project weergeeft.

b) Geef van ieder van de events aan van welke activiteiten het een begin- of eindevent is. Bepaal

ook het begin- en eindevent van het project.

Een algemene methode om een netwerk te maken is door te beginnen met de activiteiten die niet

van andere activiteiten afhankelijk zijn. Voeg vervolgens de activiteiten toe die afhankelijk zijn van

deze eerste activiteiten, daarna de activiteiten die afhankelijk zijn van de laatst toegevoegden, en zo

verder. Om de berekeningen in de volgende paragraaf eenvoudiger te maken, moet het uiteindelijke

netwerk dat verkregen wordt met deze algemene methode aan de volgende drie voorwaarden voldoen:

Vo orwaarden vo or een netwerk dat een project weergeeft

1. elk netwerk heeft exact één beginevent en één eindevent van het project

2. elke activiteit wordt door exact één pijl weergegeven

3. twee willekeurige events kunnen alleen door exact één pijl verbonden zijn

Voorwaarde 1 geeft aan dat er exact één beginevent (eindevent) van het project is. Hieruit volgt dat

er exact één event is waar alleen pijlen beginnen (eindigen). Voorwaarde 2 geeft aan dat een activiteit

slechts één keer voorkomt in een netwerk. Voorwaarde 3 beweert dat de activiteiten die beginnen

(eindigen) in dezelfde event, allemaal een andere eindevent (beginevent) hebben. Het volgende voor-

beeld illustreert de algemene methode voor het maken van een netwerk, rekening houdend met de

drie voorwaarden.
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Vo orb eeld 5.4: van project naar netwerk

Beschouw een project dat wordt beschreven door tabel 5.3.

Activiteit Afhankelijk van

A �
B �

C �
D A

E A

F B

G C

H D

I E,F

J G

Tabel 5.3: Een tabel die een project weergeeft.

De stappen weergegeven in �guur 5.3 leiden tot een netwerk dat het project van tabel 5.3 weergeeft.

1

A

B

C

stap 1

1

2

3

4

A

B

C

D

E

F

G

stap 2

1

2

3

4

5

6

7

8

A

B

C

D

E

F

G

H

I

J

stap 3

Figuur 5.3: Het maken van het netwerk dat correspondeert met tabel 5.3.

Opgave 5.3 (van project naar netwerk)

Maak het netwerk dat correspondeert met het project dat wordt beschreven door de onderstaande

tabel.

Activiteit Afhankelijk van

A �
B �

C A

D A

E C

F D

G B

H G

I E,F

Ondanks deze algemene methode hebben we soms de hulp nodig van zogenaamde dummyactiviteiten.
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Deze dummyactiviteiten zijn nodig om de voorwaarden voor een netwerk te handhaven of om de

volgorde waarin de activiteiten dienen te worden uitgevoerd, te behouden.

Het eerste voorbeeld illustreert dat een dummyactiviteit nodig is in het geval twee activiteiten dezelfde

beginevent en eindevent hebben.

Vo orb eeld 5.5: dummyactiviteit

Beschouw tabel 5.4.

Activiteit Afhankelijk van

A �
B �

C A,B

Tabel 5.4: Een tabel die een project weergeeft.

Waarschijnlijk wil je tabel 5.4 weergeven zoals in �guur 5.4.

A

B

C

1 2 3

Figuur 5.4: Een tussennetwerk dat tabel 5.4 weergeeft.

Het netwerk in �guur 5.4 schendt echter voorwaarde 3 van een netwerk: twee willekeurige events

zijn met maximaal één pijl verbonden. Hier hebben zowel activiteit A als activiteit B dezelfde

beginevent en eindevent. We lossen dit probleem op door een dummyactiviteit, genoteerd met

X , te introduceren. Het tussenvoegen wordt in �guur 5.5 weergegeven.

1 3 4

2

A C

B X

Figuur 5.5: Een netwerk, met dummyactiviteit X , dat tabel 5.4 weergeeft.

Het tweede voorbeeld geeft weer dat een dummyactiviteit ook gebruikt kan worden om de volgorde

te behouden waarin de activiteiten dienen te worden uitgevoerd.
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Vo orb eeld 5.6: dummyactiviteit om de uitvo ervolgorde te b ehouden

Beschouw het project dat samengevat wordt in tabel 5.5.

Activiteit Afhankelijk van

A �
B �

C A

D A,B

Tabel 5.5: Een tabel die een project weergeeft.

Aan de hand van tabel 5.5 kunnen we het deelnetwerk in �guur 5.6 maken.

1

2

3

4
A

B

C

Figuur 5.6: Een netwerk dat tabel 5.5 gedeeltelijk weergeeft.

Nu moeten we activiteit D toevoegen aan het netwerk dat in �guur 5.6 wordt weergegeven. Het is

duidelijk dat activiteit D verbonden moet worden met event 2 en event 3. Dit kan alleen als we de

eindevents van A en B verbinden met een dummyactiviteit. In dit geval moet een dummyactiviteit

X event 2 en event 3 verbinden. Indien we namelijk event 3 met event 2 verbinden kan activiteit C
pas beginnen als zowel activiteit A als B zijn afgerond en dat is niet noodzakelijk. Immers, activiteit

C mag beginnen als A klaar is. Door event 3 als beginevent en event 4 als eindevent van activiteit

D te nemen, krijgen we een netwerk dat het project beschreven in tabel 5.5 weergeeft. Het netwerk

dat het project op een juiste manier uitbeeldt, is weergegeven in �guur 5.7.

1

2

3

4
A

B

C

D

X

Figuur 5.7: Een netwerk, met een dummyactiviteit, dat tabel 5.5 weergeeft.
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Opgave 5.4 (een netwerk met dummyactiviteiten)

Beschouw de volgende tabel:

Activiteit Afhankelijk van

A �
B �

C A,B

D A,B

E D

F C,E

Maak een netwerk dat deze tabel weergeeft.

5.2 De duur van een project: projectanalyse

In deze paragraaf zullen we ons richten op de berekening van de minimale benodigde tijd om een

project te voltooien. Voor we dit doen, bepalen we eerst van iedere activiteit de duur. Bovendien

bekijken we welke activiteiten kritiek zijn in een project, d.w.z. welke activiteiten geen vertraging

kunnen oplopen zonder de voltooiing van het project te vertragen. Voor deze analyse hebben we

zowel de afhankelijkheidsvoorwaarden als de duur van de activiteiten nodig. Voor de berekening van

de minimale benodigde tijd en de kritieke activiteiten zullen we de begrippen vroegste eventtijd, laatste

eventtijd en totale �oat van een activiteit introduceren.

Herinner dat we het beginevent van het project nummer 1 geven en het eindevent van het project het

hoogste nummer geven. De andere events worden genummerd in willekeurige volgorde. Gebruikma-

kend van deze manier van nummeren, noteren we een activiteit als een paar nummers ( i , j) waar de

pijl die deze activiteit weergeeft, is gericht van i naar j , met i het nummer van het beginevent van

deze activiteit en j het nummer van het eindevent van deze activiteit.

Duur van activiteit

De tijd die nodig is om een activiteit uit te voeren, wordt de duur van een activiteit genoemd.

De duur van activiteit ( i , j) wordt weergeven door d( i , j) .

Indien alle activiteiten zo vroeg mogelijk beginnen, rekeninghoudend met de begintijd van een project

en de afhankelijkheidsvoorwaarden, verkrijgen we de minimale projecttijd: de minimale tijd waarin het

project voltooid kan worden. Voor de berekening van de minimale projecttijd hebben we het begrip

vroegste eventtijd nodig.

Vro egste eventtijd

De vroegste eventtijd van een event is de vroegste tijd waarop alle activiteiten die beginnen

vanuit het desbetre�ende event kunnen starten.
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De vroegste eventtijd van event i wordt weergegeven door ET( i) . Voor het gemak, stellen we de

vroegste eventtijd van het beginevent van het project gelijk aan 0, d.w.z. ET(1) = 0. Het volgende

voorbeeld illustreert de vroegste eventtijd.

Vo orb eeld 5.7: vro egste eventtijd

Beschouw een event waar activiteiten A, B en C eindigen en waar activiteiten D en E beginnen (zie

�guur 5.8).

i

A

B

C

D

E

Figuur 5.8: Vroegste eventtijd.

Veronderstel dat activiteit A eindigt op tijdstip 3 in event i , activiteit B eindigt op tijdstip 6 in event i
en activiteit C eindigt op tijdstip 5 in event i . Omdat de activiteiten D en E moeten wachten totdat

de activiteiten A, B en C zijn beëindigd, kunnen ze op zijn vroegst beginnen op tijdstip 6. Hieruit

volgt dat de vroegste eventtijd ET( i) = 6.

Herinner dat het eindevent van het project correspondeert met het einde van het project. Dit leidt

tot de volgende de�nitie van minimale projecttijd .

Minimale projecttijd

De minimale projecttijd is gelijk aan de vroegste eventtijd van het eindevent van het project.

Het volgende voorbeeld illustreert de vroegste eventtijd en de minimale projecttijd van een project.

Vo orb eeld 5.8: vro egste eventtijd en minimale projecttijd

Figuur 5.9 laat een netwerk zien dat een project en de duur van elke activiteit in dagen weergeeft.

Uit het netwerk volgt dat ET(2) = 1, omdat de duur van activiteit (1, 2) gelijk is aan 1 dag. Het

is duidelijk dat ET(3) = 6, omdat event 3 bereikt wordt vanuit event 2 door activiteit (2, 3) te

voltooien. Dit duur ET(2) + 5 = 1 + 5 = 6 dagen. Op een zelfde manier vinden we ET(4) =
ET(2) + 6 = 1 + 6 = 7 dagen. Vervolgens moeten we ET(5) berekenen. Event 5 wordt bereikt

vanuit event 3 door activiteit (3, 5) te voltooien en vanuit event 4 door activiteit (4, 5) te voltooien.

De vroegste tijd waarop activiteit (5, 6) kan beginnen is het tijdstip waarop zowel activiteit (3, 5) als

activiteit (4, 5) zijn voltooid. Dit betekent dat we het maximum van beide eindtijden moeten nemen.

Er volgt,

ET(5) = max f ET(3) + d(3, 5); ET(4) + d(4, 5)g = max f 6 + 4; 7+ 1g = 10.
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Figuur 5.9: Een netwerk.

Tenslotte geldt dat ET(6) = ET(5) + 2 = 10+ 2 = 12. Event 6 is de event die het einde van het

project weergeeft. Hieruit kunnen we concluderen dat de minimale projecttijd gelijk is aan 12 dagen.

Opgave 5.5 (vroegste eventtijd)

Beschouw het project dat wordt weergegeven door het volgende netwerk.

2

3

1

2

5

4

1

2

4

1

1

2

3

4

5

6

7

8

a) Bereken de vroegste eventtijd voor alle events.

b) Wat is de minimale projecttijd?

Opgave 5.6 (vroegste eventtijd)

De volgende tabel geeft een project weer:

Activiteit Afhankelijk van Duur

A � 1

B � 3

C A 2

D A 1

E C 5

F D 2

G B 3

H G 1

I E,F 2

a) Teken het bijbehorende netwerk inclusief de duur van de activiteiten (kijk eventueel terug naar

opgave 5.3).

b) Bereken de vroegste eventtijd voor alle events.

c) Wat is de minimale projecttijd?
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Nu bekijken we elke activiteiten kritiek zijn, dus welke activiteiten geen vertraging kunnen oplopen

zonder de projecttijd te verlengen. We introduceren hiervoor het begrip laatste eventtijd.

Laatste eventtijd

De laatste eventtijd van een event is de laatste tijd waarop minstens één activiteit, die begint

vanuit het desbetre�ende event, moet beginnen zonder de voltooiing van het project te

vertragen.

De laatste eventtijd van een event i wordt weergegeven door LT( i) . Voor het gemak nemen we de

laatste eventtijd van het eindevent van het project gelijk aan de minimale projecttijd. Het volgende

voorbeeld illustreert het begrip laatste eventtijd.

Vo orb eeld 5.9: laatste eventtijd

Beschouw het netwerk in �guur 5.10. Merk op dat dit hetzelfde netwerk is als het netwerk in �guur

5.9.

1 2
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4

5 6
1

5 4

6 1

2

Figuur 5.10: Een netwerk.

Omdat de minimale projecttijd gelijk is aan 12 dagen (zie vorige voorbeeld), nemen we LT(6) = 12.

Dan volgt dat LT(5) = LT(6) � 2 = 10, omdat activiteit (5, 6) niet later dan tijdstip 10 kan

beginnen zonder het project te vertragen. Hetzelfde argument geeft LT(4) = LT(5) � 1 = 9 en

LT(3) = LT(5) � 4 = 6. Voor het berekenen van LT(2) zien we dat event 3 bereikt wordt vanuit

event 2 door activiteit (2, 3) en event 4 wordt bereikt vanuit event 2 door activiteit (2, 4) . Het is

duidelijk dat activiteit (2, 3) niet later kan beginnen dan tijdstip 1, omdat anders activiteit (2, 3) te

laat begint. De duur van activiteit (2, 3) is immers 5 dagen. Op eenzelfde manier concluderen we

dat activiteit (2, 4) niet later kan beginnen dan tijdstip 3. Nu volgt dat

LT(2) = min f LT(3) � d(2, 3); LT(4) � d(2, 4)g

= min f 6 � 5; 9� 6g = 1

Tenslotte geldt dat LT(1) = LT(2) � 1 = 1 � 1 = 0.

Opgave 5.7 (laatste eventtijd)

a) Bereken de laatste eventtijd voor alle events in het netwerk van opgave 5.5.

b) Bereken de laatste eventtijd voor alle events in het netwerk van opgave 5.6.
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Nu we de vroegste eventtijd en de laatste eventtijd hebben geïntroduceerd, is het mogelijk om de

kritieke activiteiten van een project te bepalen. We introduceren daarom het begrip totale �oat van

een activiteit.

Totale �oat van een activiteit

De totale �oat van een activiteit is de hoeveelheid tijd waarmee de begintijd van een ac-

tiviteit vertraagd kan worden zonder dat de duur van het project verlengd wordt, als wordt

aangenomen dat geen andere activiteit vertraagd is.

Omdat de totale �oat van activiteit ( i , j) , genoteerd door TF( i , j) , de grootst mogelijke vertraging is

zonder dat het project wordt vertraagd, hebben we

TF( i , j) = LT( j) � ET( i) � d( i , j).

Deze formule wordt verduidelijkt in het volgende voorbeeld.

Vo orb eeld 5.10: totale �oat van een activiteit

Beschouw het deelnetwerk in �guur 5.11. Er geldt dat ET( i) = 5, LT( j) = 10 en de duur van

i j

Figuur 5.11: Een netwerk.

activiteit ( i , j) is d( i , j) = 3.

Activiteit ( i , j) mag niet later dan tijdstip 10 event j bereiken, anders zal het begin van de vol-

gende activiteit een vertraging van het project veroorzaken. Het vroegste tijdstip waarop activiteit

( i , j) event j kan bereiken is 8, omdat de activiteit niet vroeger dan tijdstip 5 kan beginnen en 3

tijdseenheden duurt. Hieruit volgt dat activiteit ( i , j) hoogstens een vertraging kan hebben van

TF( i , j) = LT( j) � ET( i) � dij = 10 � 5 � 3 = 2

tijdseenheden zonder het project te vertragen.

Het volgende voorbeeld toont de totale �oat van elke activiteit in een project.
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Vo orb eeld 5.11: totale �oat van een activiteit

Beschouw het netwerk in �guur 5.12 (zie Voorbeeld 'vroegste eventtijd' en Voorbeeld 'laatste event-

tijd').
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Figuur 5.12: Een netwerk.

Tabel 5.6 toont de duur van een activiteit en de vroegste en laatste eventtijd van deze activiteit.

( i , j) LT( j) ET( i) d( i , j)
(1, 2) 1 0 1
(2, 3) 6 1 5
(2, 4) 9 1 6
(3, 5) 10 6 4
(4, 5) 10 7 1
(5, 6) 12 10 2

Tabel 5.6: Laatste eventtijd, vroegste eventtijd en duur.

Vervolgens kunnen we met behulp van tabel 5.6 de totale �oat van elke activiteit berekenen.

TF(1, 2) = LT(2) � ET(1) � d(1, 2) = 1 � 0 � 1 = 0
TF(2, 3) = LT(3) � ET(2) � d(2, 3) = 6 � 1 � 5 = 0
TF(2, 4) = LT(4) � ET(2) � d(2, 4) = 9 � 1 � 6 = 2
TF(3, 5) = LT(5) � ET(3) � d(3, 5) = 10 � 6 � 4 = 0
TF(4, 5) = LT(5) � ET(4) � d(4, 5) = 10 � 7 � 1 = 2
TF(5, 6) = LT(6) � ET(5) � d(5, 6) = 12 � 10 � 2 = 0

Tabel 5.7: Totale �oat.

Hieruit volgt, bijvoorbeeld, dat activiteit (2, 4) 2 dagen vertraagd kan zijn zonder dat het project

wordt vertraagd. Verder blijkt dat activiteit (2, 3) onmiddellijk moet beginnen.

Uit het vorige voorbeeld blijkt dat in het geval de totale �oat van een activiteit gelijk is aan nul, deze

activiteit niet vertraagd kan worden.
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Kritieke activiteit/kritiek pad

Een kritieke activiteit is een activiteit waarvan de totale �oat gelijk is aan nul.

Een pad van het beginevent naar het eindevent bestaande uit enkel kritieke activiteiten wordt

een kritiek pad genoemd.

Vo orb eeld 5.12: kritieke activiteit en pad

De kritieke activiteiten in het vorige voorbeeld zijn (1, 2), (2, 3), (3, 5) en (5, 6). Bovendien is het pad

dat bestaat uit deze activiteiten het kritieke pad.

Opgave 5.8 (totale �oat)

a) Bepaal de totale �oat van alle activiteiten in het netwerk van opgave 5.5.

b) Bepaal de totale �oat van alle activiteiten in het netwerk van opgave 5.6.

Opgave 5.9 (kritieke pad)

a) Bepaal de kritieke activiteiten en paden in het project beschreven in opgave 5.5.

b) Bepaal de kritieke activiteiten en paden in het project beschreven in opgave 5.6.

5.3 To epassing: een pro ductiepro ces

In deze paragraaf zullen we, aan de hand van een voorbeeld, het gebruik van een projectplanning in een

productieproces illustreren. Bovendien zullen we laten zien hoe er gehandeld dient te worden indien

de timing van een project niet de deadline haalt, d.w.z. dat de lengte van het kritieke pad de deadline

overschrijdt.

Vo orb eeld 5.13: pro ductiepro ces

Het computerbedrijf ComPU wil een nieuwe, krachtige computer ontwikkelen. Het productieproces

bestaat uit de volgende activiteiten: het ontwerp van de computer, de aankoop van software en

hardware, het in elkaar zetten van de computer, het testen van de computer, de marketingcampagne

en het transport naar de distributiecentra. Tabel 5.8 toont de afhankelijkheid van de verschillende

activiteiten in dit productieproces en de duur van elke activiteit in weken.

Activiteit Afhankelijk van Duur

D (= ontwerp computer) - 2

PH (= aankoop hardware) D 10

PS (= aankoop software) D 9

A (= in elkaar zetten computer) PH,PS 1

T (= testen computer) A 3

M (= marketing activiteiten) A 2

Trans (= transport computers) T,M 1

Tabel 5.8: De tabel die het productieproces weergeeft.

Het netwerk dat correspondeert met tabel 5.8 is weergegeven in �guur 5.13.
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Figuur 5.13: Het netwerk corresponderend met het productieproces.

Tabel 5.9 toont de vroegste en laatste eventtijd.

ET(1) = 0 LT(1) = 0
ET(2) = 2 LT(2) = 2
ET(3) = 11 LT(3) = 12
ET(4) = 12 LT(4) = 12
ET(5) = 13 LT(5) = 13
ET(6) = 15 LT(6) = 16
ET(7) = 16 LT(7) = 16
ET(8) = 17 LT(8) = 17

Tabel 5.9: Vroegste eventtijd en laatste eventtijd.

Tenslotte kunnen we met behulp van tabel 5.9 en de duur van de activiteiten gemakkelijk de totale

�oat van elke activiteit berekenen. Het resultaat is te vinden in tabel 5.10.

TF(1, 2) = LT(2) � ET(1) � d(1, 2) = 2 � 0 � 2 = 0
TF(2, 3) = LT(3) � ET(2) � d(2, 3) = 12 � 2 � 9 = 1
TF(2, 4) = LT(4) � ET(2) � d(2, 4) = 12 � 2 � 10 = 0
TF(3, 4) = LT(4) � ET(3) � d(3, 4) = 12 � 11 � 0 = 1
TF(4, 5) = LT(5) � ET(4) � d(4, 5) = 13 � 12 � 1 = 0
TF(5, 6) = LT(6) � ET(5) � d(5, 6) = 16 � 13 � 2 = 1
TF(5, 7) = LT(7) � ET(5) � d(5, 7) = 16 � 13 � 3 = 0
TF(6, 7) = LT(7) � ET(6) � d(6, 7) = 16 � 15 � 0 = 1
TF(7, 8) = LT(8) � ET(7) � d(7, 8) = 17 � 16 � 1 = 0

Tabel 5.10: Total �oat activiteiten.

We kunnen concluderen dat het kritieke pad gelijk is aan (1, 2), (2, 4), (4, 5), (5, 7), (7, 8) en de mini-

male projecttijd gelijk is aan 17. Dit betekent dat het product van het bedrijf over 17 weken op de

markt zal zijn.

Stel nu dat ComPU informatie heeft verkregen dat de concurrent ook een nieuwe computer aan het

ontwikkelen is die over 14 weken op de markt zal zijn. Als ComPU het productieproces niet versnelt,

zal zijn computer 3 weken na de computer van de concurrent op de markt verschijnen. Om dit te

voorkomen, besluit het management van ComPU dat de computer één week voor de computer van

de concurrent op de markt moet zijn, d.w.z. over 13 weken. Dit is alleen mogelijk als de duur van

de activiteiten verkort kan worden. Neem aan dat het reduceren van de duur van een activiteit met
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één week 10000 Euros kost. Bijvoorbeeld, het reduceren van de aankooptijd van hardware met twee

weken, dus dat de duur van deze activiteit 10-2=8 weken wordt, zal 2 � 10000= 20000 euro kosten.

We zullen nu bepalen welke activiteiten verkort worden. Er wordt verondersteld dat na verkorting van

de duur van een activiteit, de duur van deze activiteit niet minder is dan één week. Het is duidelijk

dat het met één week verminderen van de activiteiten (1, 2) , (2, 4) en (5, 7) , deze activiteiten kritiek

zullen blijven en daardoor de projecttijd dus met 3 weken zal verminderen. Als activiteit (2, 4) wordt

verkort met een extra week zal de projecttijd niet verminderen, omdat in deze situatie activiteit

(2, 3) kritiek wordt. Hieruit volgt dat we zowel activiteit (2, 3) als (2, 4) met één week verminderen

om de projecttijd met nog een week te verkorten. Door deze laatste ingreep hebben we een totale

vermindering van 4 weken in de projecttijd met als resultaat dat de nieuwe minimale projecttijd

gelijk is aan 13 weken, het doel van het managementteam. Omdat 5 activiteiten met één week zijn

verminderd, zijn de kosten van de ingreep gelijk aan 5 � 10000= 50000 euro.

Opgave 5.10 (product ontwikkeling)

Een concurrent van ComPU heeft het volgende productieplan. De volgende tabel toont de afhanke-

lijkheid van de verschillende activiteiten in dit project en de duur van elke activiteit in weken:

activiteit afhankelijk van duur
D - 4

PH D 13

PS D 15

A PH,PS 3

T A 5

M A 6

Trans T,M 2

De kosten voor het verkorten van een activiteit met één week zijn 5000 euro. Bovendien wordt

verondersteld dat na reductie de duur van een willekeurige activiteit niet minder is dan één week.

Bepaal de kosten voor het managementteam als het project voltooid moet zijn in 15 weken.

5.4 Gemengde opgaven

Opgave 5.11

De volgende tabel beschrijft de relatie tussen de activiteiten in een project.

activiteit afhankelijk van duur activiteit afhankelijk van duur

A J 1 I J 3

B C, G 2 J � 2

C A 4 K B 5

D F, K, N 3 L I 5

E J 2 M I 4

F B, H, L 6 N M 2

G A, E, I 5 O M 4

H G 4 P O 3

a) Maak een netwerk dat het project beschreven in de tabel weergeeft.

b) Bepaal de minimale projecttijd.

c) Bepaal het(de) kritieke pad(en).
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Opgave 5.12

Beschouw het volgende netwerk:

1

2
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4

5
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8
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7

8

a) Bepaal de vroegste eventtijd van elke activiteit.

b) Bepaal de laatste eventtijd van elke activiteit.

c) Bepaal de total �oat van elke activiteit.

d) Bepaal de kritieke paden en de minimale projecttijd.

Opgave 5.13

Beschouw het volgende netwerk:

1

2

3

4

5

6

a

3

5

2

4

1

2

Bepaal alle positieve waarden van a waarvoor activiteit (1, 2) kritiek is.



90 5. Projectplanning

Opgave 5.14

Beschouw het volgende netwerk:

1

2

3

4

5

6
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2

3

4

1

1

3
1

2

a

a) Neem a = 2. Bepaal de vroegste eventtijd van event 5.

b) Neem a = 2. Bepaal de laatste eventtijd van event 3.

c) Bepaal alle positieve waarden van a waarvoor (1,2),(2,4),(4,7) het unieke kritieke pad is.

Opgave 5.15

Beschouw het volgende netwerk:

1
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a) Bepaal de vroegste eventtijd van elke activiteit.

b) Bepaal de laatste eventtijd van elke activiteit.

c) Bepaal de total �oat van activiteit (2, 5) .

Opgave 5.16

1

Ook het vinden van het kritieke pad in een projectplanning kun je modelleren als een LP-probleem. We

gaan zo'n model in deze opgave in elkaar zetten. Hiervoor zullen we eerst het probleem beschrijven

en het op de manier oplossen zoals we dat tot nu toe gedaan hebben.

Het bedrijf Got2 staat op het punt om een nieuwe mp3-speler te introduceren. De mp3-speler bestaat

uit twee onderdelen, namelijk de computer en het omhulsel. Het maken van de mp3 speler bestaat

uit 6 deelactiviteiten, die hieronder in een tabel weergegeven zijn, samen met hun afhankelijkheden:

1

vrij naar: W.L. Winston (1994). Operations research: applications and algorithms (Derde druk). Verenigde Staten:

International Thomson Publishing.
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activiteit omschrijving afhankelijk van duur (in dagen)

A opleiden werknemers � 6

B inkoop grondsto�en � 9

C produceren omhulsel A, B 8

D produceren computer A, B 7

E testen computer D 10

F assemblage C, E 12

Het bijbehorende netwerk heb je al bepaald in opgave 5.4. Voor de volledigheid staat het hieronder

nogmaals gegeven.

4

1

2

3 5 6

D E

F

B

A

X

C

a) Bepaal de minimale projecttijd.

b) Bepaal het(de) kritieke pad(en).

Tot zover niets nieuws. Laten we nu dit eens gaan schrijven als een LP-probleem. We de�niëren de

beslissingsvariabelen x1, . . . ,x6 als volgt:

xi = het tijdstip waarop event i plaatsvindt .

c) Het doel is om het project zo snel mogelijk af te hebben. Schrijf de projectduur als functie van

de variabelen x1 en x6 .

d) Voor iedere pijl in het netwerk gaan we een voorwaarde toevoegen. Bekijk eerst pijl (1, 3) : event

3 kan pas plaatsvinden nadat event 1 heeft plaatsgevonden en activiteit (1,3) (activiteit A dus)

heeft plaatsgevonden. Oftewel: x3 � x1 + d(1, 3) = x1 + 6. Bepaal voor de overige 6 pijlen de

bijbehorende voorwaarden.

e) Welke waarden mogen de variabelen hebben? En wat als x1 per de�nitie gelijk gesteld wordt aan

0?

f ) Schrijf het volledige LP probleem, bestaande uit de doelfunctie inclusief minimalisatie of maxi-

malisatie, de voorwaarden en de tekenvoorwaarden, op.

g) Laat x1 gelijk zijn aan 0 en herschrijf hiermee het LP-probleem.

h) Dit probleem kunnen we oplossen met behulp van de simplexmethode, maar daarvoor moeten we

eerst het duale probleem bepalen. Herschrijf eerst alle voorwaarden zodat de beslissingsvariabelen

aan de linkerzijde staan en de constanten aan de rechterzijde. Bepaal vervolgens het duale

probleem.

i) Gebruik de simplexmethode om het duale probleem op te lossen.

j) Gebruik het eindtableau van het duale probleem om de oplossing van het primaire probleem te

vinden.





A

Bijlagen

A.1 Verzamelingen

In deze paragraaf wordt een overzicht gegeven van notaties met betrekking tot verzamelingen. Een

verzameling bestaat uit een aantal elementen en kan weergegeven worden door de elementen op te

sommen en deze tussen accolades te zetten. Zo kun je de verzameling getallen van 1 tot en met n ,

genoteerd door N , weergeven met N = f 1, 2, . . . ,ng. Het aantal elementen van een verzameling N
wordt genoteerd met jN j . Als N = f 1, 2, 3, 4, 5g dan geldt bijvoorbeeld dat jN j = 5. Het 2 -teken

geeft aan dat een element tot een verzameling behoort. Dus als N = f 1, 2, 3, 4g, dan geldt 1 2 N ,

2 2 N , 3 2 N en 4 2 N , maar 5 is geen element van de verzameling N en dat noteren we met 5 62N .

Een willekeurige groep elementen van een verzameling noemen we ook wel een deelverzameling . Dus

als N = f 1, 2, 3, 4g, dan is bijvoorbeeld S = f 1, 3g een deelverzameling van N . We noteren dit met

S � N . De deelverzameling die geen elementen heeft wordt ook wel de lege verzameling genoemd

en wordt genoteerd met Æ. De verzameling NnS (uitspraak N min S) bestaat uit alle spelers uit N
die niet in S liggen. Dus in bovenstaand voorbeeld is NnS = f 2, 4g.

Soms ben je geïnteresseerd in alle elementen van twee verzamelingen samen, dit noemen we in de

wiskunde ook wel de vereniging van twee verzamelingen. De vereniging van twee verzamelingen S en

T , notatie S [ T , bestaat uit alle elementen die ofwel in S liggen, ofwel in T of in allebei. Dus als

S = f 1, 2g en T = f 5g, dan geldt S [ T = f 1, 2, 5g, maar ook als S = f 1, 2g en T = f 2, 5g geldt

S [ T = f 1, 2, 5g.

De doorsnede van twee verzamelingen S en T , notatie S \ T , bevat alle elementen die zowel in de

verzameling S als in de verzameling T liggen. Dus als S = f 1, 2g en T = f 5g, dan is S \ T = Æ, en

als S = f 1, 2g en T = f 2, 5g, dan geldt S \ T = f 2g.

Opgave A.1

Laat N = f 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7g, S = f 1, 3, 5g en T = f 2, 3, 4, 5, 6g.

a) Bepaal jN j , jSj en jTj .

b) Bepaal S [ T .

c) Bepaal S \ T .

d) Bepaal Nn(S [ T) .

Opgave A.2

Geef twee verzamelingen S en T zodanig dat S [ T = f 1, 3, 5, 7, 9g en S \ T = f 1, 3g.
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Opgave A.3

Laat N = f 1, 2, 3g. Bepaal alle combinaties van verzamelingen S en T zodanig dat S [ T � N en

S \ T = Æ.

A.2 Bewijs Prim's algoritme

Stelling A.1 : Prim's algoritme

Het algoritme van Prim resulteert in een minimaal opspannende boom.

We zullen deze stelling bewijzen door aan te tonen dat in iedere iteratie de voorlopige boom onderdeel

is van een mob. We laten dit zien aan de hand van volledige inductie.

1

In dit bewijs wordt ook de

bewijstechniek `bewijs uit het ongerijmde' gebruikt.

Bewijs :

De bewering P( i) : De boom aan het begin van iteratie i in het algoritme van Prim gevormd is (genoteerd

door Ti ), is onderdeel van een mob van de graaf (V, E) .

Basisstap ( P(1) is waar) : De eerste boom bestaat enkel uit de wortel (alleen stap 0 is dan uitgevoerd).

Aangezien alle knopen van een graaf onderdeel zijn van de mob, geldt dat ook voor de wortel. Dus P(1) is

waar.

Inductiestap (neem aan dat P( i) waar is en laat zien dat P( i + 1) waar is) : Stel dat we aan het begin van

iteratie i zijn. De voorlopige boom telt dan i knopen. Neem aan dat Ti deel is van een mob voor (V, E) ( P( i)
is waar). Laat x een knoop zijn die nog niet verbonden is met de voorlopige boom en die met een goedkoopste

kant (genoteerd door f x, yg) verbonden kan worden met de boom. De kosten van deze kant noteren we met

cxy . Dan wordt Ti+ 1 verkregen door knoop x en kant f x, yg aan Ti toe te voegen.

Stel nu eens dat Ti+ 1 geen deel is van een mob. Laat

T een mob zijn die Ti bevat (zie de �guur hiernaast;

de vette lijnen en knopen vormen Ti ). Dan zit kant

f x, yg niet in T . Als we f x, yg toevoegen aan T , dan

ontstaat er een cykel. Deze cykel bevat naast f x, yg
nog minstens een kant, zeg f v, wg, met v vrij en w
verbonden aan de voorlopige boom aan het begin van

iteratie i . Als we nu f v, wg verwijderen, ontstaat er

weer een boom T0
, immers T0

voldoet aan eigenschap-

pen 1 en 3 uit paragraaf 2.1. Bovendien is Ti+ 1 deel

van T0
. De kosten cvw zijn ten minste ` (w) (per de�ni-

tie). Maar x was een vrije knoop met ` (x) minimaal,

dus cvw � ` (w) � ` (x) = cxy . Hieruit volgt dat T0

niet meer kost dan T . Dus is ook T0
een mob die Ti+ 1

bevat. Dit is een tegenspraak, en dus is Ti+ 1 deel van

een mob.
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Normaal spreken we over P(n) bij volledige inductie, maar omdat n in dit hoofdstuk staat voor het aantal knopen

in de graaf, hebben we ervoor gekozen om de bewering P( i) te noemen. Hierbij staat i voor de iteraties in Prim's

algoritme.
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Eindantwoorden

Eindantwo orden ho ofdstuk 1

Opgave 1.1

a) maximaliseer 5b + 7d
onder de b + 2d � 5
voorwaarden 2b + d � 8

b, d � 0
b)

A = ( 0, 0)

B = ( 0, 2.5)

C = ( 32
3 , 2

3 )

D = ( 4, 0) b

d

b+ 2d = 5

2l + d = 8

Opgave 1.2

a) maximaliseer 24m + 22t
onder de 2m + 3t � 140
voorwaarden 2m + t � 80

c, t � 0
b)

A = ( 0, 0)

B = ( 0, 462
3 )

C = ( 25, 30)

D = ( 40, 0) m

t

2m + 3t = 140

2m + t = 80

Opgave 1.3

a) z(32
3 , 2

3 ) = 23.

b) z(25, 30) = 1260.
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Opgave 1.4

a) z(32
3 , 2

3 ) = 23.

b) z(25, 30) = 1260.

Opgave 1.5

a) z(4, 2) = 30.

b) z(0, 6) = z(2, 5) = 240.

Opgave 1.6

a) w(0, 4) = 4.

b) w( 3
2 , 0) = w( 3

4 , 3
2 ) = 3.

Opgave 1.7

a) min . w = 5y1 + 8y2

o.d.v. y1 + 2y2 � 5
2y1 + y2 � 7
y1, y2 � 0

b) min . w = 140y1 + 80y2

o.d.v. 2y1+ 2y2 � 24
3y1+ y2 � 22

y1, y2 � 0

Opgave 1.8

a) Locatie maximum: ( 5
3 , 5

3 ) ; waarde: 81
3 .

b) min . w = 10y1 + 10y2

o.d.v. 4y1 + y2 � 3
2y1 + 5y2 � 2
y1, y2 � 0

Locatie minimum: ( 13
18, 1

9 ) ; waarde: 81
3 .

Opgave 1.9

1.

Opgave 1.10

Toenemen met 100.

Opgave 1.11

Afnemen met

8
11 .

Opgave 1.12

a) max . z = 2x + 3y

o.d.v. x + 2y + s1 = 6
� x + y � e1 = 4

x, y, s1, e1 � 0.
b) max . z = 4x + y

o.d.v. 8x + 2y + s1 = 16
2x + y + s2 = 6

x, y, s1, s2 � 0.
c) max . z = 2x + 3y

o.d.v. x + y � e1 = 5
2x + y � e2 = 10

x, y, e1, e2 � 0.

Opgave 1.13

a) max . z = 5b + 7d

o.d.v. b + 2d + s1 = 5
2b + d + s2 = 8

b, d, s1, s2 � 0.
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Basis- Vrije Basisoplossing Toegelaten Hoek-

variabelen variabelen (b,d, s1, s2) punt

s1, s2 b, d (0, 0, 5, 8) Ja (0, 0)
d, s2 b, s1 (0, 21

2 , 0, 51
2 ) Ja (0, 21

2 )
d, s1 b, s2 (0, 8,� 11, 0) Nee �
b, s2 d, s1 (5, 0, 0,� 2) Nee �
b, s1 d, s2 (4, 0, 1, 0) Ja (4, 0)
b, d s1, s2 (32

3 , 2
3 , 0, 0) Ja (32

3 , 2
3 )

b) max . z = 24m + 22t

o.d.v. 2m + 3t + s1 = 140
2m + t + s2 = 80
m, t, s1, s2 � 0.

Basis- Vrije Basisoplossing Toegelaten Hoek-

variabelen variabelen (m, t, s1, s2) punt

s1, s2 m, t (0, 0, 140, 80) Ja (0, 0)
t, s2 m, s1 (0, 462

3 , 0, 331
3 ) Ja (0, 462

3 )
t, s1 m, s2 (0, 80,� 100, 0) Nee �
m, s2 t, s1 (70, 0, 0,� 60) Nee �
m, s1 t, s2 (40, 0, 60, 0) Ja (40, 0)
m, t s1, s2 (25, 30, 0, 0) Ja (25, 30)

Opgave 1.14

a) Locatie maximum: (b,d) = ( 32
3 , 2

3 ) ; waarde: z = 23.

b) Locatie maximum: (m, t) = ( 25, 30) ; waarde: z = 1260.

Opgave 1.15

Locatie maximum: (x1, x2, x3) = ( 30, 5, 0) ; waarde: z = 25.

Opgave 1.16

a) min . w = 50y1 + 300y2 + 40y3

o.d.v. y1 + 3y2 + 2y3 � 3
10y2 � 2

2y1 + 6y2 + y3 � 4
y1 � 0,y2 � 0,y3 � 0

b) Locatie minimum: (y1, y2, y3) = ( 16
15, 1

5 , 2
3 ) ; waarde: w = 140.

c) Voorwaarden leveren geen problemen; w( 16
15, 1

5 , 2
3 ) = 140.

Opgave 1.17

a) min . w = 120y1 + 20y2 + 40y3

o.d.v. 3y1 + y2 + y3 � 1
2y1 � 2y2 + 2y3 � � 1
2y1 + 4y2 � 2y3 � 1

y1 � 0,y2 � 0,y3 � 0
b) Locatie minimum: (y1, y2, y3) = ( 0, 3

4 , 1
4 ) ; waarde: w = 25.

c) Voorwaarden leveren geen problemen; w(0, 3
4 , 1

4 ) = 25.

Opgave 1.18

Laat xi ,j de hoeveelheid water zijn die door voorziening Wi aan stad Cj geleverd wordt. De kosten van de levering zijn

dan

4x1,1 + x1,2 + 2x2,1 + 3x2,2 + 5x3,1 + 6x3,2.

De geleverde hoeveelheid vanuit voorziening Wi kan niet groter zijn dan het aanbod:

x1,1 + x1,2 � 8 (aanbod voorziening W1 ),

x2,1 + x2,2 � 4 (aanbod voorziening W2 ),

x3,1 + x3,2 � 7 (aanbod voorziening W3 ).

Er moet wel aan de vraag van stad Cj voldaan worden:

x1,1 + x2,1 + x3,1 � 10 (vraag stad C1 ),

x1,2 + x2,2 + x3,2 � 9 (vraag stad C2 ).

Tenslotte kun je geen negatieve hoeveelheden water leveren:

x1,1, x1,2, x2,1, x2,2, x3,1, x3,2 � 0.

Dit levert het volgende LP-minimalisatieprobleem op:
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min . w = 4x1,1 + x1,2 + 2x2,1 + 3x2,2 + 5x3,1 + 6x3,2
o.d.v. x1,1 + x1,2 � 8

x2,1 + x2,2 � 4
x3,1 + x3,2 � 7
x1,1 + x2,1 + x3,1 � 10
x1,2 + x2,2 + x3,2 � 9
x1,1, x1,2, x2,1, x2,2, x3,1, x3,2 � 0

Opgave 1.19

Locatie minimum: (10, 16) ; waarde: 124.

Opgave 1.20

p = 9 of p = 1
2 .

Opgave 1.21

q = 2.

Opgave 1.22

a) min . w = 12y1 + 8y2 + 6y3

o.d.v. y1 + y2 � y3 � 6
y1 + 2y3 � 7

� y1 � y2 + 2y3 � 2
y1, y2, y3, � 0

b) (22, 0, 14)

Opgave 1.23

max . z = 2x + 3y

o.d.v. x + y + s1 = 9
2x + y + s2 = 14

x, y, s1, s2 � 0

Basis- Vrije Basisoplossing Toegelaten Hoek-

variabelen variabelen (x1, x2, s1, s2) punt

s1, s2 x1, x2 (0, 0, 9, 14) Ja (0, 0)
x2, s2 x1, s1 (0, 9, 0, 5) Ja (0, 9)
x2, s1 x1, s2 (0, 14,� 5, 0) Nee �
x1, s2 x2, s1 (9, 0, 0,� 4) Nee �
x1, s1 x2, s2 (7, 0, 2, 0) Ja (7, 0)
x1, x2 s1, s2 (5, 4, 0, 0) Ja (5, 4)

Opgave 1.24

Locatie maximum: (x1, x2, x3) = ( 0, 10, 10) ; waarde: z = 50. (Ook: locaties maximum: (x1, x2, x3) = ( 5, 15, 5) en alle

punten op het lijnstuk tussen (0, 10, 10) en (5, 15, 5) .)

Opgave 1.25

a = 1 _ a = � 1 en b = 8.

Opgave 1.26

a) Bijv. (x1, x2, x3) = ( 500, 500, 500) .

b) Ja.

Opgave 1.27

Locatie maximum: (x1, x2, x3, x4, x5) = ( 0, 4, 0, 0, 2) ; waarde: z = 120.

Opgave 1.28

a) Uit het toegelaten gebied blijkt dat het LP-probleem onbegrensd is.

b) We zien dit in de simplexmethode doordat er dan op een gegeven moment nog wel een negatieve coë�ciënt in

rij 0 staat, maar er geen vrije variabele gekozen kan worden, omdat we de ratiotest op geen van de rijen kunnen

uitvoeren.

Opgave 1.29

a) Het maximum ligt in twee hoekpunten en daarmee zijn alle punten op het lijnstuk tussen die twee hoekpunten

ook maximumlocaties.

b) We zien dit in de simplexmethode doordat een vrije variabele een coë�ciënt 0 in rij 0 heeft. We vinden vervolgens

alle oplossingen door van die vrije variabele een basisvariabele te maken, daarmee het tweede hoekpunt te bepalen

waarin zich het optimum bevindt; alle optimale punten worden dan gevonden door het lijnstuk tussen de twee

hoekpunten te nemen.
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Opgave 1.30

a) z x1 x2 x3 x4 s1 s2 s3 rz b.v. ratio

rij 0 1 0 0 2 0 3 3 0 66 z = 66
rij 1 0 1 0 1

2
1
2

1
2 0 0 4 x1 = 4

rij 2 0 0 1 3
2

5
2

9
2

1
2 0 25 x2 = 25

rij 3 0 0 0 � 3
2 � 7

2 � 5
2 2 1 3 s3 = 3

Geen verbetering meer mogelijk, dus klaar.

b) Locatie maximum: (x1, x2, x3, x4) = ( 4, 25, 0, 0) ; waarde: z = 66.

c) Schaduwprijs van grondstof 1: 3, schaduwprijs van grondstof 2: 3, schaduwprijs van grondstof 3: 0.

d) Nee.



100 Antwoorden

Eindantwo orden ho ofdstuk 2

Opgave 2.1

a) 3 kanten.

b) 6 kanten.

c) n � 1 kanten.

d)

n�(n� 1)
2 kanten.

Opgave 2.2

a)

b)

c) Begin linksboven en eindig rechtsboven. Bekijk dan het driehoekje in het midden.

Opgave 2.3

a) Geen van beide.

b) Semi-Eulergraaf.

c) Eulergraaf.

d) Eulergraaf.

Opgave 2.4

Niet mogelijk. [Hint: vind een graaf die dit probleem weergeeft.]

Opgave 2.5

Nee. [Hint: vind een samenhangende graaf die een cykel bevat en een knoop heeft met graad 1.]

Opgave 2.6

Hint: hoe kun je van de semi-Eulergraaf een Eulergraaf maken?

Opgave 2.7

a) G1 , G2 , G4 en G5 .

b) G1 .

c) G4 en G5 .

d) Ja, als 1 of 2 knopen, anders niet, hint: aantal kanten.

Opgave 2.8

a) Hint: volledige inductie.

b) Hint: volledige inductie.

Opgave 2.9

a) 1 opspannende boom.

b) 3 opspannende bomen.

c) 16 opspannende bomen.

Opgave 2.10

a)

F B D

E C A

b)

F B A

E C D
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Opgave 2.11

D E

C A B

Opgave 2.12

a) 2 iteraties.

b) 4 iteraties.

c) n � 1 iteraties.

Opgave 2.13

f A, Dg, f B, Fg, f D, Cg, f C, Bg, f C, Eg.

Opgave 2.14

f A, Dg, f D,Cg, f E, Bg, f A, Eg.

Opgave 2.15

a)

0

1

2

5

4

3

5

7

8

5

15

12

9

5

4

10

4

6

7

20

10

b)

5 4 2

0 1 3

c)

5 4 2

0 1 3

d) 3 mob's.

Opgave 2.16

Pad 1 ! 2 ! 4, lengte 14.
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Opgave 2.17

a)

NY

C

SL

N

P

D

SLC

LA

b) Pad NY ! SL ! P ! LA , verbruik is 9250 liter.

Opgave 2.18

a) Pad 1 ! 2 ! 3 ! 4, lengte 1.

b) Pad 1 ! 3 ! 4, lengte 3.

c) Hint: kijk naar het verschil tussen a) en b) en volg de tussenstappen van het algoritme van Dijkstra.

Opgave 2.19

Hint: gebruik de volgende drie overwegingen:

� Het maakt niet uit met welke knoop je begint als met behulp van Prim een mob construeert.

� Je kiest altijd de goedkoopste kant van de beginknoop als de eerste kant die je toevoegt.

� Doordat alle kanten verschillende kosten hebben, is er precies één mob; je hebt immers nooit een keuze tussen

twee even dure kanten.

Opgave 2.20

125 bomen.

Opgave 2.21

a) 19400 euro.

b) 5300 euro.

c) 11300 euro.

d) 0 ! 10: 5300; 0 ! 30: 19400; 10 ! 20: 5300; 10 ! 30: 10400; 20 ! 30: 5900.

e) Pad 0 ! 10 ! 30, lengte 15700.

f ) Alle boeken van 10 cm op één schap en alle boeken van 20 en 30 cm op één schap.
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Eindantwo orden ho ofdstuk 3

Opgave 3.1

a) 24 manieren.

b) 720 manieren.

c) n! manieren.

Opgave 3.2

a) C = 55x11 + 50x12 + 17x13 + 48x14 + 34x21+ 31x22 + 31x23 + 34x24 + 57x31 + 55x32 + 21x33 + 45x34 + 55x41 + 48x42 +
20x43 + 42x44

b) xi1 + xi2 + xi3 + xi4 � 1, voor i = 1, 2, 3, 4,
c) x1j + x2j + x3j + x4j � 1, voor j = 1, 2, 3, 4,

d) min . C = 55x11 + 50x12 + 17x13 + 48x14 + 34x21 + 31x22 + 31x23 + 34x24
+ 57x31 + 55x32 + 21x33 + 45x34 + 55x41 + 48x42 + 20x43 + 42x44

o.d.v. x11 + x12 + x13 + x14 � 1
x21 + x22 + x23 + x24 � 1
x31 + x32 + x33 + x34 � 1
x41 + x42 + x43 + x44 � 1
x11 + x21 + x31 + x41 � 1
x12 + x22 + x32 + x42 � 1
x13 + x23 + x33 + x43 � 1
x14 + x24 + x34 + x44 � 1
x11, x12, x13, x14, x21, x22, x23, x24, x31, x32, x33, x34, x41, x42, x43, x44 = 0 of 1.

e) Oplossing: Deze oplossing is verkregen met een computerpakket:

x11 = 0, x12 = 0, x13 = 1, x14 = 0, x21 = 1, x22 = 0, x23 = 0, x24 = 0, x31 = 0, x32 = 0, x33 = 0, x34 = 1, x41 = 0,

x42 = 1, x43 = 0, x44 = 0, C = 144.

Opgave 3.3

W - B, X - D , Y - C, Z - A , met kosten 50.

Opgave 3.4

a) In de aangepaste kostentabel heeft elke toewijzing 0 kosten. Daarom zijn alle toewijzingen optimaal.

b) Het maakt hier niet hoe je A , B en C toewijst aan X , Y en Z , want iedere toewijzing heeft dezelfde kosten (15

volgens de originele tabel).

Opgave 3.5

P1 - J2 , P2 - J1 , P4 - J4 , P5 - J3 , P3 heeft geluk.

Opgave 3.6

S1 - M1 , S2 - M6 , S3 - M3 , S4 - M4 , S5 - M2 , S6 - M5 , S7 - M7 met kosten van $1900.

Opgave 3.7

C- T , D - A , G- R, H - B, met netto winst 67.

Opgave 3.8

a) Zwemmer 1 zwemt vlinderslag, 2 rugslag, 3 vrije slag en 4 schoolslag; tijd = 207.

b) Zwemmer 1 zwemt vrije slag, 2 schoolslag, 3 rugslag en 4 vlinderslag; tijd = 222.

Opgave 3.9

A - 1, B- 2, C- 3, E- 4; D wordt niet gebruikt. Productietijd = 10.

Opgave 3.10

a) M1 - P4 , M2 - P1 , M3 - P2 , M4 - P3 , M5 - P5 met kosten 16.

b) M2 - P3 , M3 - P2 , M4 - P4 , M5 - P5 , met kosten 12+ x .

c) 0 � x � 4.

Opgave 3.11

x1 = x2 = x3 = x5 = x6 = x8 = x9 = x11 = x12 = 0, x4 = 1, x7 = 1, x10 = 1. Kosten zijn 2.

Opgave 3.12

w1 - v3 , w2 - v5 , w3 - v2 , w4 - v4 , v1 wordt niet vervoerd. Winst is 220.
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Antwo orden ho ofdstuk 4

Opgave 4.1

a) Algemeen: 2 mogelijke tours.

Symmetrisch: 1 tour.

b) Algemeen: 6 mogelijke tours.

Symmetrisch: 3 tours.

c) Algemeen: 24 mogelijke tours.

Symmetrisch: 12 tours.

d) Algemeen: (n � 1) ! mogelijke tours.

Symmetrisch:

(n� 1) !
2 tours.

Opgave 4.2

Beginplaats NN-tour kosten

A A ! D ! C ! B ! F ! E ! A 23

B B ! F ! C ! A ! D ! E ! B 26

C C ! A ! D ! F ! B ! E ! C 20

D D ! A ! C ! B ! F ! E ! D 29

E E ! C ! A ! D ! F ! B ! E 20

F F ! B ! C ! A ! D ! E ! F 29

Opgave 4.3

Beginplaats NN-tour kosten

A A ! D ! C ! E ! B ! A 34

B B ! E ! A ! D ! C ! B 32

C C ! D ! A ! E ! B ! C 32

D D ! A ! E ! B ! C ! D 32

E E ! B ! A ! D ! C ! E 34

Opgave 4.4

a) NN-heuristiek:

Beginplaats NN-tour kosten

A A ! C ! D ! B ! A 15

B B ! C ! D ! A ! B 15

C C ! D ! A ! B ! C 15

D D ! C ! A ! B ! D 15

b) NN-heuristiek:

Beginplaats NN-tour kosten

A A ! C ! D ! B ! A 25

B B ! C ! D ! A ! B 25

C C ! D ! A ! B ! C 25

D D ! C ! A ! B ! D 25

c) NN-heuristiek:

Beginplaats NN-tour kosten

A A ! C ! D ! B ! A M + 5
B B ! C ! D ! A ! B M + 5
C C ! D ! A ! B ! C M + 5
D D ! C ! A ! B ! D M + 5

d) Optimale tour: A ! C ! B ! D ! A ; lengte = 8.

Opgave 4.5

a) 0 � M � 4.

b)

9
8 = 1.125.

c) 0 � M � 2.002;

2.002+ 3.002
4.004 � 1.2498.

Opgave 4.6

a) Nee, bekijk D en E.

b) Nee, bekijk A en C.
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Opgave 4.7

a) NN-heuristiek:

Beginplaats NN-tour kosten

A A ! E ! B ! D ! C ! A 668

B B ! E ! A ! D ! C ! B 704

C C ! D ! A ! E ! B ! C 704

D D ! C ! A ! E ! B ! D 668

E E ! A ! B ! D ! C ! E 807

b) Mob (m.b.v. Kruskal): f A, Eg, f B, Eg, f C, Dg, f A, Dg; lengte 414.

mob-tour kosten

1 A ! E ! B ! D ! C ! A 668

2 A ! E ! B ! C ! D ! A 704

3 A ! B ! E ! D ! C ! A 737

4 A ! B ! E ! C ! D ! A 791

1 E ! B ! A ! D ! C ! E 791

2 E ! B ! A ! C ! D ! E 791

3 B ! E ! A ! D ! C ! B 704

4 B ! E ! A ! C ! D ! B 668

c) Tussen 414 en 668.

Opgave 4.8

a)

mob-tour kosten

E ! D ! A ! F ! B ! C ! E 30

E ! D ! A ! C ! F ! B ! E 26

E ! C ! D ! A ! F ! B ! E 24

E ! D ! A ! B ! F ! C ! E 29

E ! D ! A ! C ! B ! F ! E 29

E ! C ! D ! A ! B ! F ! E 26

E ! A ! D ! F ! B ! C ! E 20

E ! A ! D ! C ! F ! B ! E 20

E ! C ! A ! D ! F ! B ! E 20

E ! A ! D ! B ! F ! C ! E 25

E ! A ! D ! C ! B ! F ! E 23

E ! C ! A ! D ! B ! F ! E 28

b) Tussen 13 en 20.

Opgave 4.9

a)

mob-tour kosten

C ! B ! E ! A ! D ! C 32

C ! E ! B ! A ! D ! C 34

C ! D ! B ! E ! A ! C 42

C ! D ! E ! B ! A ! C 50

C ! A ! B ! E ! D ! C 50

C ! A ! E ! B ! D ! C 42

C ! D ! A ! B ! E ! C 34

C ! D ! A ! E ! B ! C 32

b) Tussen 21 en 32.

Opgave 4.10

a) Afstandentabel:

0 1 2 3 4 5
0 0 2 3 6 7 8
1 2 0 2 4 6 7
2 3 2 0 5 4 5
3 6 4 5 0 4 3
4 7 6 4 4 0 1
5 8 7 5 3 1 0

b) 0 ! 1 ! 2 ! 4 ! 5 ! 3 ! 0, met lengte 18.
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c)

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

De lengte van de nieuwe tour is 17.

Opgave 4.11

a) Minimale toewijzing:

A B C D E
B E D C A

Ondergrens: 495.

Twee subtours: A ! B ! E ! A en C ! D ! C.

b) Minimale toewijzing:

A B C D E F
D F E A C B

Ondergrens: 14.

Drie subtours: A ! D ! A , B ! F ! B en C ! E ! C.

c) Minimale toewijzing:

A B C D E
D E A C B

Ondergrens 29.

Twee subtours: A ! D ! C ! A en B ! E ! B.

d) Minimale toewijzing:

0 1 2 3 4 5
1 2 0 4 5 3

Ondergrens: 15.

Twee subtours: 0 ! 1 ! 2 ! 0 en 3 ! 4 ! 5 ! 3.

Opgave 4.12

a) Ondergrens: 103.

b) Minimale toewijzing:

1 2 3 4 5 6 7
5 6 7 1 4 2 3

Ondergrens: 126

c) NN-heuristiek:

Beginplaats NN-tour kosten

1 1 ! 4 ! 5 ! 2 ! 6 ! 7 ! 3 ! 1 131

2 2 ! 6 ! 7 ! 3 ! 1 ! 4 ! 5 ! 2 131

3 3 ! 7 ! 6 ! 1 ! 4 ! 5 ! 2 ! 3 155

4 4 ! 1 ! 5 ! 2 ! 6 ! 7 ! 3 ! 4 138

5 5 ! 4 ! 1 ! 6 ! 7 ! 3 ! 2 ! 5 155

6 6 ! 7 ! 3 ! 1 ! 4 ! 5 ! 2 ! 6 131

7 7 ! 6 ! 1 ! 4 ! 5 ! 2 ! 3 ! 7 155

Bovengrens: 131
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d)

mob-tour kosten

5 ! 3 ! 7 ! 2 ! 6 ! 1 ! 4 ! 5 159

5 ! 7 ! 3 ! 2 ! 6 ! 1 ! 4 ! 5 173

5 ! 3 ! 7 ! 6 ! 2 ! 1 ! 4 ! 5 150

5 ! 7 ! 3 ! 6 ! 2 ! 1 ! 4 ! 5 166

5 ! 6 ! 3 ! 7 ! 2 ! 1 ! 4 ! 5 171

5 ! 6 ! 7 ! 3 ! 2 ! 1 ! 4 ! 5 169

5 ! 4 ! 3 ! 7 ! 2 ! 6 ! 1 ! 5 151

5 ! 4 ! 7 ! 3 ! 2 ! 6 ! 1 ! 5 171

5 ! 4 ! 3 ! 7 ! 6 ! 2 ! 1 ! 5 142

5 ! 4 ! 7 ! 3 ! 6 ! 2 ! 1 ! 5 164

5 ! 4 ! 6 ! 3 ! 7 ! 2 ! 1 ! 5 176

5 ! 4 ! 6 ! 7 ! 3 ! 2 ! 1 ! 5 174

5 ! 1 ! 3 ! 7 ! 2 ! 6 ! 4 ! 5 159

5 ! 1 ! 7 ! 3 ! 2 ! 6 ! 4 ! 5 172

5 ! 1 ! 3 ! 7 ! 6 ! 2 ! 4 ! 5 145

5 ! 1 ! 7 ! 3 ! 6 ! 2 ! 4 ! 5 160

5 ! 1 ! 6 ! 3 ! 7 ! 2 ! 4 ! 5 171

5 ! 1 ! 6 ! 7 ! 3 ! 2 ! 4 ! 5 169

5 ! 4 ! 1 ! 3 ! 7 ! 2 ! 6 ! 5 154

5 ! 4 ! 1 ! 7 ! 3 ! 2 ! 6 ! 5 167

5 ! 4 ! 1 ! 3 ! 7 ! 6 ! 2 ! 5 131

5 ! 4 ! 1 ! 7 ! 3 ! 6 ! 2 ! 5 146

5 ! 4 ! 1 ! 6 ! 3 ! 7 ! 2 ! 5 157

5 ! 4 ! 1 ! 6 ! 7 ! 3 ! 2 ! 5 155

Bovengrens: 131.

Opgave 4.13

a) f 1, 8g, f 8, 9g, f 9, 4g, f 4, 7g, f 4, 10g, f 10, 6g, f 6, 2g, f 7, 5g, f 10, 3g. Lengte is 231.

b) Hint: 3 is een uiteinde van de boom en die knoop moet dus nog ergens aan vast gemaakt worden als je een

handelsreizigerstour wilt creëren. Hoe kan dat zo goedkoop mogelijk?

c) NN-heuristiek (één tour is voldoende):

Beginplaats NN-tour kosten

1 1 ! 8 ! 9 ! 4 ! 7 ! 10 ! 6 ! 2 ! 3 ! 5 ! 1 357

2 2 ! 6 ! 10 ! 4 ! 9 ! 8 ! 1 ! 5 ! 7 ! 3 ! 2 333

3 3 ! 10 ! 6 ! 2 ! 9 ! 4 ! 7 ! 5 ! 1 ! 8 ! 3 359

4 4 ! 9 ! 8 ! 1 ! 5 ! 7 ! 10 ! 6 ! 2 ! 3 ! 4 349

5 5 ! 7 ! 4 ! 9 ! 8 ! 1 ! 10 ! 6 ! 2 ! 3 ! 5 392

6 6 ! 10 ! 4 ! 9 ! 8 ! 1 ! 5 ! 7 ! 3 ! 2 ! 6 333

7 7 ! 4 ! 9 ! 8 ! 1 ! 5 ! 10 ! 6 ! 2 ! 3 ! 7 361

8 8 ! 9 ! 4 ! 7 ! 10 ! 6 ! 2 ! 3 ! 5 ! 1 ! 8 357

9 9 ! 4 ! 7 ! 10 ! 6 ! 2 ! 8 ! 1 ! 5 ! 3 ! 9 397

10 10 ! 6 ! 2 ! 9 ! 4 ! 7 ! 5 ! 1 ! 8 ! 3 ! 10 359

d) Een aantal mob-tours (één tour is voldoende):

mob-tour kosten

1 ! 5 ! 7 ! 3 ! 2 ! 6 ! 10 ! 4 ! 9 ! 8 ! 1 333

1 ! 8 ! 5 ! 7 ! 3 ! 2 ! 6 ! 10 ! 4 ! 9 ! 1 376

1 ! 7 ! 5 ! 3 ! 2 ! 6 ! 10 ! 4 ! 9 ! 8 ! 1 368

1 ! 9 ! 5 ! 7 ! 3 ! 6 ! 2 ! 10 ! 4 ! 8 ! 1 393

1 ! 5 ! 7 ! 4 ! 3 ! 2 ! 6 ! 10 ! 9 ! 8 ! 1 347

1 ! 8 ! 5 ! 7 ! 4 ! 3 ! 6 ! 2 ! 10 ! 9 ! 1 394

1 ! 7 ! 5 ! 4 ! 3 ! 10 ! 6 ! 2 ! 9 ! 8 ! 1 367

1 ! 4 ! 7 ! 5 ! 3 ! 2 ! 6 ! 10 ! 9 ! 8 ! 1 380

1 ! 9 ! 4 ! 5 ! 7 ! 3 ! 6 ! 2 ! 10 ! 8 ! 1 395

1 ! 4 ! 7 ! 5 ! 10 ! 3 ! 6 ! 2 ! 9 ! 8 ! 1 395

e) Ondergrens: 285; bovengrens: 333.
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Opgave 4.14

a) x = 3.

b) Mob: f 1, 2g, f 2, 3g, f 3, 4g, f 4, 5g, f 5, 6g, f 2, 7g. Mob-tours (één tour is voldoende):

mob-tour kosten

1 ! 7 ! 6 ! 5 ! 4 ! 3 ! 2 ! 1 14

1 ! 7 ! 5 ! 6 ! 4 ! 3 ! 2 ! 1 16

1 ! 7 ! 4 ! 6 ! 5 ! 3 ! 2 ! 1 18

1 ! 7 ! 4 ! 5 ! 6 ! 3 ! 2 ! 1 16

1 ! 7 ! 3 ! 6 ! 5 ! 4 ! 2 ! 1 16

1 ! 7 ! 3 ! 5 ! 6 ! 4 ! 2 ! 1 18

1 ! 7 ! 3 ! 4 ! 6 ! 5 ! 2 ! 1 18

1 ! 7 ! 3 ! 4 ! 5 ! 6 ! 2 ! 1 14

1 ! 3 ! 7 ! 6 ! 5 ! 4 ! 2 ! 1 16

1 ! 3 ! 7 ! 5 ! 6 ! 4 ! 2 ! 1 18

1 ! 3 ! 7 ! 4 ! 6 ! 5 ! 2 ! 1 20

1 ! 3 ! 7 ! 4 ! 5 ! 6 ! 2 ! 1 16

1 ! 2 ! 7 ! 6 ! 5 ! 4 ! 3 ! 1 14

1 ! 2 ! 7 ! 5 ! 6 ! 4 ! 3 ! 1 16

1 ! 2 ! 7 ! 4 ! 6 ! 5 ! 3 ! 1 18

1 ! 2 ! 7 ! 4 ! 5 ! 6 ! 3 ! 1 16

1 ! 2 ! 7 ! 3 ! 6 ! 5 ! 4 ! 1 16

1 ! 2 ! 7 ! 3 ! 5 ! 6 ! 4 ! 1 18

1 ! 2 ! 7 ! 3 ! 4 ! 6 ! 5 ! 1 18

1 ! 2 ! 7 ! 3 ! 4 ! 5 ! 6 ! 1 14

1 ! 2 ! 3 ! 7 ! 6 ! 5 ! 4 ! 1 16

1 ! 2 ! 3 ! 7 ! 5 ! 6 ! 4 ! 1 18

1 ! 2 ! 3 ! 7 ! 4 ! 6 ! 5 ! 1 20

1 ! 2 ! 3 ! 7 ! 4 ! 5 ! 6 ! 1 16

c) Zie opgave 4.13b).
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Eindantwo orden ho ofdstuk 5

Opgave 5.1

a)

1 2

3

4 5
A

B

C

D

E

b) Event 1: beginevent van activiteit A.

Event 2: eindevent van activiteit A en beginevent van activiteiten B en C.

Event 3: eindevent van activiteit B en beginevent van activitieit D.

Event 4: eindevent van activiteiten C en D en beginevent van activiteit E.

Event 5: eindevent van activiteit E.

Event 1 is het beginevent van het project en event 5 is het eindevent van het project.

Opgave 5.2

a)

5

1 2

3

4 6

C D

A

E

B

F

G

b) Event 1: beginevent van activiteit A.

Event 2: eindevent van activiteit A en beginevent van activiteiten B en E.

Event 3: eindevent van activiteit E en beginevent van activitieit F.

Event 4: eindevent van activiteiten F en B en beginevent van activiteiten C en G.

Event 5: eindevent van activiteit C en beginevent van activiteit D.

Event 6: eindevent van activiteiten D en G.

Event 1 is het beginevent van het project en event 6 is het eindevent van het project.

Opgave 5.3

1

2

3

4

5

7

6

8

A

B

C

D

E

F

G

I

H
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Opgave 5.4

4

1

2

3 5 6

D E

F

A

B

X

C

Opgave 5.5

a)

i 1 2 3 4 5 6 7 8
ET( i) 0 2 3 1 4 7 2 11

b) Minimale projecttijd = ET(8) = 11

Opgave 5.6

a) Zie opgave 5.3.

b) ET(1) = 0,ET(2) = 1,ET(3) = 3,ET(4) = 3,ET(5) = 2,ET(6) = 6, ET(7) = 8,ET(8) = 10
c) Minimale projecttijd = ET(8) = 10.

Opgave 5.7

a)

i 1 2 3 4 5 6 7 8
LT( i) 0 2 3 9 9 7 10 11

b)

i 1 2 3 4 5 6 7 8
LT( i) 0 1 6 3 6 9 8 10

Opgave 5.8

a) TF(1, 2) = 0, TF(2, 5) = 5, TF(4, 7) = 8, TF(7, 8) = 8,
TF(1, 3) = 0, TF(2, 6) = 0, TF(5, 8) = 5,
TF(1, 4) = 8, TF(3, 6) = 0, TF(6, 8) = 0,

b) TF(1, 2) = 0, TF(2, 5) = 4, TF(3, 6) = 3,
TF(1, 3) = 3, TF(4, 7) = 0, TF(6, 8) = 3,
TF(2, 4) = 0, TF(5, 7) = 4, TF(7, 8) = 0.

Opgave 5.9

a) kritieke activiteiten: (1, 2), (1, 3), (2, 6), (3, 6), (6, 8)
kritieke paden: (1, 2), (2, 6), (6, 8) en (1, 3), (3, 6), (6, 8)

b) kritieke activiteiten: (1, 2), (2, 4), (4, 7), (7, 8)
kritieke paden: (1, 2), (2, 4), (4, 7), (7, 8)

Opgave 5.10

105000 euro.

Opgave 5.11

a) Merk op dat we vier dummyactiviteiten (W, X, Y en Z) hebben gebruikt.

1 2 4 7 9 11 13

3

5

6 8

10 12

J

2

E

2

G

5

H

4

F

6

D

3

A

1

I

3

C

4

L

5

M

4

B

2

K

5

N

2

O

4

P

3

W
0

X
0

Y
0

Z
0

b) De minimale projecttijd is ET(13) = 23.

c) Het (enige) kritieke pad is (1, 2) , (2, 5) , (5, 4) , (4, 7) , (7, 9) , (9, 11) , (11, 13) .
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Opgave 5.12

a) ET(1) = 0, ET(2) = 3, ET(3) = 4, ET(4) = 5,
ET(5) = 4, ET(6) = 10, ET(7) = 13, ET(8) = 21,

b) LT(1) = 0, LT(2) = 7, LT(3) = 4, LT(4) = 9,
LT(5) = 8, LT(6) = 14, LT(7) = 13, LT(8) = 21,

c) TF(1, 2) = 4, TF(1, 3) = 0, TF(2, 4) = 4, TF(2, 5) = 4,
TF(3, 7) = 0, TF(4, 6) = 4, TF(5, 6) = 4, TF(6, 8) = 4,
TF(7, 8) = 0,

d) Kritieke pad: (1,3),(3,7),(7,8)

Minimale projecttijd = ET(8) = 21.

Opgave 5.13

a � 3

Opgave 5.14

a) ET(5) = 7
b) LT(3) = 3

c) 0 < a < 1

Opgave 5.15

a) ET(1) = 0, ET(2) = 1, ET(3) = 3,
ET(4) = 3, ET(5) = 6, ET(6) = 10.

b) LT(1) = 0, LT(2) = 1, LT(3) = 4,
LT(4) = 4, LT(5) = 6, LT(6) = 10.

c) TF(2, 5) = 0.

Opgave 5.16

a) MPT = 38.

b) (1, 2) , (2, 3) , (3, 4) , (4, 5) , (5, 6) .

c) p = x6 � x1 .

d) x2 � x1 + 9.

x3 � x2 .

x4 � x3 + 7.

x5 � x3 + 8.

x5 � x4 + 10.

x6 � x5 + 12.

e) Alle waarden. Niet negatief.

f ) Het LP-probleem:

min p = x6 � x1

o.d.v. x2 � x1 + 9
x3 � x1 + 6
x3 � x2
x4 � x3 + 7
x5 � x3 + 8
x5 � x4 + 10
x6 � x5 + 12
x1, x2, x3, x4, x5, x6 vrij

g) Het LP-probleem met x1 = 0:

min p = x6

o.d.v. x2 � 9
x3 � 6
x3 � x2
x4 � x3 + 7
x5 � x3 + 8
x5 � x4 + 10
x6 � x5 + 12
x2, x3, x4, x5, x6 � 0
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h) Het duale probleem:

max p = 9y1 + 6y2 + 7y4 + 8y5 + 10y6 + 12y7

o.d.v. y1 � y3 � 0
y2 + y3 � y4 � y5 � 0
y4 � y6 � 0
y5 + y6 � y7 � 0
y7 � 1
y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7 � 0

i) Het eindtableau:

z y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 s1 s2 s3 s4 s5 rz b.v. ratio

rij 0 1 0 3 0 0 5 0 0 9 9 16 26 38 38 z = 38
rij 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 y1 = 1

rij 2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 y3 = 1

rij 3 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 y4 = 1

rij 4 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 y6 = 1

rij 5 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 y7 = 1

Maximum in (y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7) = ( 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1) met waarde z = 38.

j) x2 = 9, x3 = 9, x4 = 16, x5 = 26, x6 = 38 en, per de�nitie, x1 = 0. Maximum met waarde p = 38.
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Eindantwo orden bijlage A

Opgave A.1

a) jN j = 7, jSj = 3 en jTj = 5.

b) S [ T = f 1, 2, 3, 4, 5, 6g.

c) S \ T = f 3, 5g.

d) Nn(S[ T) = f 7g.

Opgave A.2

Bijvoorbeeld S = f 1, 3, 5, 7, 9g en T = f 1, 3g of S = f 1, 3, 5g en T = f 1, 3, 7, 9g.

Opgave A.3

In onderstaande tabel zijn voor elke deelverzameling S alle deelverzamelingen T gegeven zodanig dat S [ T � N en

S \ T = Æ.

S T
Æ f 1g, f 2g, f 3g, f 1, 2g, f 1, 3g, f 2, 3g, N

f 1g Æ, f 2g, f 3g, f 2, 3g
f 2g Æ, f 1g, f 3g, f 1, 3g
f 3g Æ, f 1g, f 2g, f 1, 2g

f 1, 2g Æ, f 3g
f 1, 3g Æ, f 2g
f 2, 3g Æ, f 1g

N Æ


