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Voorwoord
Tilburg, juni 2011Dit di
taat is ges
hreven om gebruikt te worden voor wiskunde B lessen voor 5 en 6 VWO s
holieren.Dit di
taat is tot stand gekomen door samenwerking met Lambert van Stratum van het Mill Hill
ollege te Goirle.

Informatie wiskunde B/D op de UvT:In 2007 is op de Universiteit van Tilburg een proje
tteam begonnen met het proje
t `wiskunde D opde UvT'. Dit team heeft onder andere di
taten ontwikkeld die voor het vrije deel van wiskunde Dgebruikt kunnen worden. In 2009 is dit proje
t uitgebreid: ook voor het vak wiskunde B zijn di
tatenontwikkeld, die gebruikt kunnen worden voor verdieping van bestaande onderwerpen of toepassing vanbekende wiskunde op nieuwe onderwerpen.Voor meer informatie kunt u kijken op de websites die voor dit proje
t ontwikkeld zijn: www.uvt.nl/wiskundeben www.uvt.nl/wiskunded. U kunt ook 
onta
t opnemen met de proje
tleider, prof. dr. Herbert Ha-mers (H.J.M.Hamers�uvt.nl). i
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1Inleiding
Een matrix (meervoud matri
es) is een re
hthoekig s
hema met getallen. De getallen zijn hierbijgeordend in rijen en kolommen, bijvoorbeeld

A =

(

2 1 5

3 2 9

)

.Matri
es spelen een belangrijke rol in de wiskunde. In dit di
taat zullen we bekijken hoe we met behulpvan matri
es vers
hillende wiskundige problemen kunnen oplossen. Hoofdstuk 2 ri
ht zi
h op stelselslineaire vergelijkingen. We zullen zien hoe we deze stelsels om kunnen zetten naar matri
es en zosnel alle oplossingen van het onderliggende stelsel vergelijkingen kunnen bepalen. Hoofdstuk 3 ri
htzi
h op een spe
iale klasse van matri
es, de zogenaamde overgangsmatri
es. Deze matri
es speleneen belangrijke rol in dynamis
he pro
essen, variërend van het verhuisgedrag van mensen tot aan hetvinden van de meest ges
hikte webpagina door internetzoekma
hine Google. We zullen zien hoe wemet behulp van matrixrekening evenwi
htstoestanden voor dergelijke pro
essen kunnen bepalen.In de tekst is een groot aantal opgaven opgenomen. Met deze opgaven kun je testen of je de stofgoed hebt begrepen. Bij opgaven die voorzien zijn van het label (TI-83/84) dient gebruik te wordengemaakt van een gra�s
he rekenma
hine. In appendix A wordt bes
hreven hoe je met de rekenma
hineTI-83/84 matrixberekeningen kunt uitvoeren.
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2Stelsels vergelijkingen
In dit hoofdstuk bekijken we stelsels lineaire vergelijkingen. We zullen zien hoe we met behulp vanmatrixrekening alle mogelijke oplossingen van een gegeven stelsel kunnen bepalen.2.1 Lineaire vergelijkingenEen lineaire vergelijking is een vergelijking van de vorm

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b.We noemen x1, . . . , xn de variabelen, a1, . . . , an de 
oë�
iënten en b de 
onstante term van devergelijking1. Kiezen we bijvoorbeeld n = 3, a1 = 5, a2 = −1, a3 = 7 en b = 13, dan geeft dit delineaire vergelijking
5x1 − x2 + 7x3 = 13. (2.1)Opgave 2.1 Lineaire vergelijkingenGeef aan welke van de volgende vergelijkingen lineair zijn.a) 4 + x3 = 3x1 − x2 + x2

3b) 4x3 − 5x4 + 2 = x1
) x2 = 2(
√

6 − x1) + x3d) 4x1 − 5x2 = x1x2We noemen (x1, x2, . . . , xn) een oplossing van een vergelijking, wanneer invullen van de waarden van
x1, . . . , xn de vergelijking kloppend maakt. Zo zijn bijvoorbeeld (2, 4, 1) en (0, 1, 2) beide oplossingenvan vergelijking (2.1).Opgave 2.2 Meerdere oplossingena) Ga na dat (2, 4, 1) en (0, 1, 2) beide oplossingen van vergelijking (2.1) zijn.1Wanneer we in dit di
taat over vergelijkingen spreken, dan bedoelen we lineaire vergelijkingen (tenzij anders ver-meld). 3



4 Matrixrekeningb) Geef nog twee andere oplossingen van vergelijking (2.1).In de praktijk zoeken we vaak een oplossing die aan meerdere vergelijkingen tegelijkertijd voldoet. Eenvoorbeeld van zo'n stelsel vergelijkingen is






3x1 − x2 + 2x3 = 11

x2 = 1

x1 + x2 = 3

, (2.2)met als enige oplossing (x1, x2, x3) = (2, 1, 3).Aantal oplossingenBij het oplossen van een stelsel vergelijkingen zijn er drie mogelijkheden:1. het stelsel heeft geen oplossing;2. het stelsel heeft pre
ies één oplossing;3. het stelsel heeft oneindig veel oplossingen.Hieruit volgt dire
t dat vergelijking (2.1) oneindig veel oplossingen heeft. Welke waarde we ook kiezenvoor x1 en x2, we kunnen altijd een waarde voor x3 vinden die de vergelijking kloppend maakt. Ditin tegenstelling tot stelsel (2.2), dat pre
ies één oplossing heeft (waarom?). Later zullen we zien hoewe met behulp van matrixrekening alle oplossingen van een willekeurig stelsel vergelijkingen kunnenbepalen.Opgave 2.3 Aantal oplossingenBepaal het aantal oplossingen voor ieder van de volgende stelsels vergelijkingen. Je hoeft de stelselsdus niet op te lossen.a)






2x1 + x2 + x3 = −2

2x2 + 2x3 = 1

4x1 + 2x2 + 2x3 = −4b)
{

x1 − 2x2 = 3

4x1 + x2 = 3
)






x1 − x2 + x3 = 3

x1 + 2x2 = −6

−x1 + x2 − x3 = 4



2. Stelsels vergelijkingen 52.2 Stelsels vereenvoudigenOm alle oplossingen van een stelsel vergelijkingen te bepalen is het vaak handig om het stelsel tevereenvoudigen. Het liefste vereenvoudigen we het stelsel zodanig dat we dire
t de oplossingen kunnena�ezen. We moeten er hierbij wel rekening mee houden dat tijdens het vereenvoudigen de oplossingenvan het stelsel niet veranderen. Ofwel, de oplossingen van het oorspronkelijke stelsel moeten gelijkzijn aan de oplossingen van het vereenvoudigde stelsel. Er zijn drie zogenaamde elementaire operatiesdie we zo vaak als we willen mogen toepassen op een stelsel vergelijkingen, omdat deze operaties deoplossingen van het stelsel niet veranderen.Elementaire operatiesDe volgende elementaire operaties hebben geen e�e
t op de oplossingen van een stelselvergelijkingen.1. Wissel twee vergelijkingen van plaats;2. Vermenigvuldig een vergelijking met een 
onstante (ongelijk 0);3. Tel bij een vergelijking een veelvoud van een andere vergelijking op.Bes
houw stelsel (2.3), waarbij we de vergelijkingen hebben genummerd. Dit stelsel heeft pre
ies éénoplossing: (x1, x2, x3) = (5, 1, 2).






2x2 + 8x3 = 18 (i)
x1 + x2 + 3x3 = 12 (ii)

−x1 − x2 − x3 = −8 (iii) . (2.3)Volgens elementaire operatie 1 mogen we vergelijking (i) en (ii) van plaats wisselen, zonder dat dit deoplossingen van stelsel (2.3) verandert. Stelsel (2.4) heeft dus dezelfde oplossingen als stelsel (2.3).






x1 + x2 + 3x3 = 12 (i)
2x2 + 8x3 = 18 (ii)

−x1 − x2 − x3 = −8 (iii) . (2.4)Volgens elementaire operatie 2 mogen we vergelijking (ii) met 1
2
vermenigvuldigen. We noteren ditals (ii) = 1

2
(ii). Het resulterende stelsel (2.5) heeft dezelfde oplossingen als stelsel (2.4) (en dus ookals stelsel (2.3)).







x1 + x2 + 3x3 = 12 (i)
x2 + 4x3 = 9 (ii)

−x1 − x2 − x3 = −8 (iii) . (2.5)Volgens elementaire operatie 3 mogen we bij vergelijking (iii) eenmaal vergelijking (i) optellen. Wenoteren dit als (iii) = (iii)+ (i). Stelsel (2.6) heeft dezelfde oplossingen als stelsel (2.5).



6 Matrixrekening






x1 + x2 + 3x3 = 12 (i)
x2 + 4x3 = 9 (ii)

2x3 = 4 (iii) . (2.6)Door vergelijking (iii) met 1
2
te vermenigvuldigen (elementaire operatie 2) ontstaat stelsel (2.7).







x1 + x2 + 3x3 = 12 (i)
x2 + 4x3 = 9 (ii)

x3 = 2 (iii) . (2.7)In stelsel (2.7) is een gedeelte van de oplossing af te lezen, te weten x3 = 2. Om van stelsel (2.3) naarstelsel (2.7) te komen zijn alleen elementaire operaties uitgevoerd. De oplossingen van stelsel (2.7)zijn dus gelijk aan de oplossingen van stelsel (2.3). Con
lusie: voor stelsel (2.3) moet gelden dat
x3 = 2.Om de volledige oplossing te vinden gaan we verder met vereenvoudigen door het herhaaldelijk toepas-sen van elementaire operaties. Trekken we bijvoorbeeld van vergelijking (ii) viermaal vergelijking (iii)af, dus (ii) = (ii)− 4(iii), dan kunnen we a�ezen dat x2 = 1.







x1 + x2 + 3x3 = 12 (i)
x2 = 1 (ii)

x3 = 2 (iii) (2.8)Opgave 2.4 Elementaire operatiesBepaal de waarde van x1 door twee elementaire operaties toe te passen op stelsel 2.8.Opgave 2.5 Stelsels oplossenGebruik elementaire operaties om de volgende stelsels op te lossen.a)
{

x1 − 2x2 = 3

4x1 + x2 = 3
.b)







3x1 − x2 + 2x3 = 11

x2 = 1

x1 + x2 = 3

.Opmerking: het vereenvoudigen van een stelsel vergelijkingen wordt ook wel vegen genoemd, omdatwe het stelsel stapsgewijs �s
hoonvegen� tot de oplossingen dire
t uit het stelsel kunnen wordenafgelezen.



2. Stelsels vergelijkingen 72.3 MatrixnotatieEen matrix is een re
hthoekig s
hema met getallen, waarbij de getallen zijn geordend in rijen enkolommen. Een m × n-matrix bevat m rijen en n kolommen. Enkele voorbeelden van matri
es zijn
A =





5 1

2 7

1 4



 , B =









4 3 8 4

7
√

2 0 6

5 0 1 3
4

−10 2 0 3









, C =





6

0

2



 .Matrix A is een 3 × 2-matrix en bevat 3 · 2 = 6 getallen. Matrix B noemen we een vierkante matrix,omdat het aantal rijen en kolommen gelijk is (m = n). Een n × 1-matrix (dus een matrix die sle
htséén kolom bevat), zoals matrix C, noemen we een ve
tor2. Met matri
es en ve
toren kunnen wevers
hillende rekenkundige bewerkingen uitvoeren, zoals optellen, aftrekken en vermenigvuldigen. Eenvoorbeeld van een matrix-ve
tor vermenigvuldiging is




3 −1 2

0 1 0

1 1 0









2

1

3



 =





3 · 2 + −1 · 1 + 2 · 3

0 · 2 + 1 · 1 + 0 · 3

1 · 2 + 1 · 1 + 0 · 3



 =





11

1

3



 . (2.9)Het vermenigvuldigen van matri
es en ve
toren wijkt af van onze normale manier voor het verme-nigvuldigen van getallen. Bij het vermenigvuldigen van een matrix en een ve
tor vermenigvuldigenwe de eerste rij van de matrix elementsgewijs met de getallen in de ve
tor. De resultaten van dezevermenigvuldigingen tellen we bij elkaar op. Dan vermenigvuldigen we de tweede rij van de matrixelementsgewijs met de getallen in de ve
tor, et 
etera. De einduitkomst van een matrix-ve
tor ver-menigvuldiging is altijd een ve
tor. Merk op dat we alleen elementsgewijs kunnen vermenigvuldigenwanneer het aantal kolommen van de matrix gelijk is aan het aantal rijen van de ve
tor. In vergelij-king (2.9) gaat dit goed, omdat we een 3 × 3-matrix vermenigvuldigen met een 3× 1-ve
tor.Opgave 2.6 Matrix-ve
tor vermenigvuldigingGegeven zijn de matri
es en ve
toren
A =

(

1 2 3

4 5 6

)

, B =

(

5 2

1 0

)

, C =





4 0 0

0 −2 1

1 0 −3



 , v =

(

1

4

)

en w =





2

1

2



 .Bereken (indien mogelijk) de uitkomsten van de volgende matrix-ve
tor vermenigvuldigingen.a) Avb) Bv
) Cvd) Awe) Bwf) Cw2In het vervolg zullen we ve
toren met een kleine, onderstreepte letter weergeven. We noteren c in plaats van C.



8 MatrixrekeningOpgave 2.7 Matrix-matrix vermenigvuldigingIeder van de k kolommen in een n × k-matrix kunnen we opvatten als een ve
tor. Een matrix-matrixvermenigvuldiging komt dus neer op het k maal uitvoeren van een matrix-ve
tor vermenigvuldiging,waarbij de resultaten (dus de ve
toren) van iedere matrix-ve
tor vermenigvuldiging de kolommen vande uitkomstenmatrix vormen. Uiteraard dient in dit geval het aantal kolommen van de eerste matrixgelijk te zijn aan het aantal rijen van de tweede matrix. Het vermenigvuldigen van een n × k-matrixmet een k× m-matrix levert zo een n × m-uitkomstenmatrix.Bereken AC voor de matri
es A en C uit opgave 2.6.2.4 Stelsels oplossenWe bes
hikken nu over de benodigde kennis om een stelsel vergelijkingen op te lossen met behulp vanmatrixrekening. Allereerst zullen we het stelsel moeten ops
hrijven in matrixnotatie. Als voorbeeldbekijken we stelsel (2.2), dat we hier nogmaals weergeven.






3x1 − x2 + 2x3 = 11

x2 = 1

x1 + x2 = 3

. (2.2)Dit stelsel kunnen we hers
hrijven als een vergelijking met twee ve
toren:




3x1 − x2 + 2x3

x2

x1 + x2



 =





11

1

3



 . (2.10)De eerste ve
tor in vergelijking (2.10) kunnen we hers
hrijven als een matrix-ve
tor produ
t.




3 −1 2

0 1 0

1 1 0









x1

x2

x3



 =





11

1

3



 . (2.11)We zijn dus op zoek naar waarden voor x1, x2 en x3 die er voor zorgen dat vergelijking (2.11) kloppendwordt. Uit vergelijking (2.9) volgt dat x1 = 2, x2 = 1 en x3 = 3 ges
hikte waarden zijn. Later zullenwe zien waarom dit tevens de enige oplossing is.Opmerking: om ruimte te besparen zullen we een ve
tor v vaak getransponeerd ops
hrijven; notatie
vT. Transponeren wil zeggen dat we rijen en kolommen verwisselen. We kantelen de kolomve
tor alshet ware tot een rijve
tor. Vooral bij ve
toren die veel getallen bevatten, bespaart dit veel s
hrijfruimte.Voor de oplossingsve
tor van vergelijking (2.11) geldt bijvoorbeeld





2

1

3



 = (2 1 3)T.



2. Stelsels vergelijkingen 9Merk op dat er een vers
hil is tussen (2, 1, 3) en (2 1 3)T. De eerste term geeft een oplossing vaneen stelsel vergelijkingen weer, te weten stelsel (2.2), terwijl de tweede term een oplossing van eenmatrix-ve
tor vergelijking weergeeft, te weten vergelijking (2.11).Nu het stelsel in matrixnotatie is weergegeven, is de volgende stap het stelsel oplossen. Op dezelfdemanier als in paragraaf 2.2 gaan we de matrix vegen tot we de oplossing kunnen a�ezen. Aangezienwe bij het uitvoeren van elementaire operaties alleen de 
oë�
iënten en 
onstante termen nodighebben (en niet de variabelen x1, . . . , xn), kunnen we s
hrijfruimte besparen door vergelijking (2.11)te noteren als




3 −1 2 11

0 1 0 1

1 1 0 3



 . (2.12)We noemen de matrix in (2.12) de uitgebreide matrix behorend bij stelsel (2.2). Deze matrix bevatlinks van de streep de 
oë�
iënten van de drie vergelijkingen en re
hts van de streep de bijbehorende
onstante termen. Ter illustratie vegen we zowel het stelsel als de bijbehorende uitgebreide matrixvegen tot de eindoplossing.stelsel vergelijkingen uitgebreide matrix






3x1 − x2 + 2x3 = 11

x2 = 1

x1 + x2 = 3





3 −1 2 11

0 1 0 1

1 1 0 3











x1 + x2 = 3

x2 = 1

3x1 − x2 + 2x3 = 11





1 1 0 3

0 1 0 1

3 −1 2 11











x1 + x2 = 3

x2 = 1

− 4x2 + 2x3 = 2





1 1 0 3

0 1 0 1

0 −4 2 2











x1 + x2 = 3

x2 = 1

2x3 = 6





1 1 0 3

0 1 0 1

0 0 2 6











x1 + x2 = 3

x2 = 1

x3 = 3





1 1 0 3

0 1 0 1

0 0 1 3











x1 = 2

x2 = 1

x3 = 3





1 0 0 2

0 1 0 1

0 0 1 3



Beide manieren leveren de zelfde waarden voor x1, x2 en x3 op, te weten (x1, x2, x3) = (2, 1, 3) voorhet stelsel en (x1 x2 x3)
T = (2 1 3)T voor de uitgebreide matrix. Werken met de uitgebreidematrix heeft de voorkeur. Allereerst levert dit minder s
hrijfwerk op en dus minder kans op rekenfouten.Daarnaast kunnen berekeningen met matri
es goed worden uitbesteed aan 
omputers. Dit komt vooral



10 Matrixrekeningvan pas wanneer het aantal vergelijkingen en variabelen toeneemt.Opgave 2.8Stel de uitgebreide matrix op voor stelsel (2.3). Veeg deze uitgebreide matrix aan de hand vanelementaire operaties, zie stelsel (2.4)-(2.8), en veeg door tot de eindoplossing.Opgave 2.9 Alle oplossingenStel voor ieder van de volgende stelsels vergelijkingen de bijbehorende uitgebreidematri
es op. Bepaalvervolgens de oplossing door deze matri
es te vegen.a)






x1 + x2 + 2x3 = 5

x1 + 3x2 + 8x3 = 21

x1 − x2 − x3 = −5b)






x1 + 2x2 + x3 = 8

−x1 + 3x2 + 4x3 = 7

2x1 − x2 − x3 = 72.5 Alle oplossingenBij het oplossen van een stelsel vergelijkingen zijn er drie mogelijkheden: het stelsel heeft geen, pre
ieséén of oneindig veel oplossingen. Wanneer we de uitgebreide matrix, behorende bij een gegeven stelselvergelijkingen, vegen zijn er dus ook drie mogelijkheden voor het aantal oplossingen dat we vinden.Hoe kunnen we uit de geveegde, uitgebreide matrix alle oplossingen a�ezen? Om deze vraag tebeantwoorden bekijken we onderstaande geveegde, uitgebreide matri
es (i)-(iii), met bijbehorendevereenvoudigde stelsels, waarbij a, b, c ∈ R.geveegde matrix vereenvoudigd stelsel(i) 





x1 = a
x2 = b

x3 = c





1 0 0 a
0 1 0 b
0 0 1 c



(ii) 





x1 = a
x2 = b

0 = c





1 0 0 a
0 1 0 b
0 0 0 c



(iii) 





x1 = a
x2 = b

x3 + x4 = c





1 0 0 0 a
0 1 0 0 b
0 0 1 1 c



Stelsel (i) heeft pre
ies één oplossing, te weten (x1 x2 x3)
T = (a b c)T, welke waarden we ookkiezen voor a, b en c. Dit zien we terug in de uitgebreide matrix, waar de hoofddiagonaal alleen enenbevat en alle andere elementen nul zijn.



2. Stelsels vergelijkingen 11In stelsel (ii) liggen de waarden van x1 en x2 vast, welke waarden we ook kiezen voor a en b. Dederde vergelijking dient gelezen te worden als 0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 = c. Alleen voor c = 0 kloptdeze vergelijking. Voor alle andere waarden van c heeft de vergelijking, en dus heel stelsel (ii), geenoplossing. Merk op dat in het geval c = 0 het stelsel niet één maar oneindig veel oplossingen heeft.Voor iedere mogelijke waarde van x3 is de derde vergelijking kloppend. We noemen x3 daarom eenvrije variabele en noteren alle oplossingen van het stelsel als (x1 x2 x3)
T = (a b x3)

T, met
x3 ∈ R.Stelsel (iii) heeft voor iedere waarde van a, b en c oneindig veel oplossingen. De derde vergelijkingbevat namelijk twee variabelen, waarvan er één vrij te kiezen is. Kiezen we x4 als vrije variabele dankunnen we alle oplossingen van het stelsel noteren als (x1 x2 x3 x4)

T = (a b c − x4 x4)
T,met x4 ∈ R.Samengevat: wanneer een geveegde, uitgebreide matrix een rij met alleen nullen bevat of de geveegde,niet-uitgebreide matrix uit meer kolommen dan rijen bestaat, dan heeft het stelsel oneindig veeloplossingen. Enige uitzondering hierop is wanneer de geveegde, uitgebreide matrix een rij bevatwaarvan alle elementen, op de laatste na, gelijk aan nul zijn. Het stelsel heeft dan geen enkeleoplossing. In alle andere gevallen heeft het stelsel pre
ies één oplossing.Opgave 2.10 A�ezen oplossingenHet vegen van een aantal stelsels vergelijkingen heeft geleid tot de volgende uitgebreide matri
es.Lees in ieder van deze matri
es de oplossingen van de bijbehorende stelsels af.a)





0 0 1 4

1 0 0 2

0 1 0 1



b)




1 0 −1 4

0 1 2 2

0 0 0 0




)




1 0 1 3

0 0 0 6

0 1 0 2



d)




1 1 0 0 3

0 0 1 0 1

0 0 0 1 2



Opgave 2.11 Alle oplossingenStel voor ieder van de volgende stelsels vergelijkingen de bijbehorende uitgebreidematri
es op. Bepaalvervolgens alle oplossingen door deze matri
es te vegen.a)






2x1 + x2 + x3 = −2

2x2 + 2x3 = 1

4x1 + 2x2 + 2x3 = −4
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





4x1 = 8

− 2x2 + x3 = 5

x1 − 3x3 = 2
)






x1 − x2 + x3 = 3

x1 + 2x2 = −6

−x1 + x2 − x3 = 42.6 Toepassing: polynoom bepalenHet vegen van een uitgebreide matrix kan worden gebruikt om het volgende probleem op te lossen.Gegeven zijn de 
oördinaten van een aantal punten in een assenstelsel. Bepaal een polynoom3 datdoor deze punten gaat.Om bijvoorbeeld de 
oë�
iënten a0 en a1 van het eerstegraads polynoom f (x) = a0 + a1x te bepalen,hebben we de 
oördinaten nodig van twee vers
hillende punten die op deze lijn liggen. Stel dat we delijn willen bepalen die door de punten (−2, 13) en (1, 4) gaat. Er moet dan gelden dat f (−2) = 13 en
f (1) = 4 en hieruit volgt f (x) = 7 − 3x. Op een zelfde manier hebben we drie vers
hillende puntennodig om het tweedegraads polynoom g(x) = a0 + a1x + a2x2 vast te leggen. Voor het derdegraadspolynoom h(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 zijn vier vers
hillende punten nodig, et 
etera.

0 1 2 3 4 5
7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

Figuur 2.1: Een tweedegraads polynoom g(x).Als voorbeeld bekijken we het tweedegraads polynoom g(x) die in �guur 2.1 (gedeeltelijk) is weerge-geven. Om de 
oë�
iënten a0, a1 en a2 te bepalen hebben we de 
oördinaten van drie vers
hillendepunten nodig. In de �guur is bijvoorbeeld af te lezen dat g(1) = 12, g(2) = 15 en g(3) = 16. Ditleidt tot het volgende stelsel lineaire vergelijkingen






g(1) = a0 + a1 · 1 + a2 · (1)2 = 12

g(2) = a0 + a1 · 2 + a2 · (2)2 = 15

g(3) = a0 + a1 · 3 + a2 · (3)2 = 16

,3Een polynoom van graad n is een fun
tie van de vorm f (x) = a0 + a1x + . . . + anxn.



2. Stelsels vergelijkingen 13hetgeen te hers
hrijven is tot






a0 + a1 + a2 = 12

a0 + 2a1 + 4a2 = 15

a0 + 3a1 + 9a2 = 16

. (2.13)Oplossen van stelsel (2.13) geeft g(x) = 7 + 6x − x2.Opgave 2.12 Tweedegraads polynoomBepaal de 
oë�
iënten a0, a1 en a2 door stelsel (2.13) met behulp van het vegen van de bijbehorendeuitgebreide matrix op te lossen.Opgave 2.13 Derdegraads polynoomBepaal het derdegraads polynoom dat door de punten (−1, 9), (0, 4), (1, 1) en (2,−12) gaat.Opgave 2.14 Alle tweedegraads polynomenBepaal alle tweedegraads polynomen die door de punten (1, 12) en (2, 15) gaan.





3Overgangsmatri
es
In dit hoofdstuk bekijken we overgangsmatri
es. Deze klasse van matri
es speelt een belangrijke rolbij het modelleren en oplossen van dynamis
he pro
essen.3.1 Spe
iale matri
es en rekenregelsIn paragraaf 2.3 hebben we een voorbeeld gezien van een vierkante matrix. Een spe
iale vierkantematrix is de eenheidsmatrix In. Deze n × n-matrix bevat enen op de hoofddiagonaal en verder alleennullen. Een handige eigens
hap van de eenheidsmatrix is dat Inv = v voor iedere n × 1-ve
tor v. Deklasse van symmetris
he matri
es bestaat uit alle vierkante matri
es A waarvoor geldt dat A = AT.De eenheidsmatrix is dus een symmetris
he matrix. Ter illustratie staan hieronder de eenheidsmatrix
I4, een symmetris
he matrix A en een niet-symmetris
he vierkante matrix B.

I4 =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1









, A =









1 0 3 2

0
√

3 −2 1

3 −2 10 1
2

2 1 1
2

−3









, B =





3 4 4

0 5 0

4 1 10



 . (3.1)Het optellen en aftrekken van ve
toren (of matri
es) gaat op een soortgelijke manier als bij getallen,bijvoorbeeld




2

0

−3



+





−5

4

1



 =





−3

4

−2



 en 



2 1 4

0 5 0

−3 1 1



−





3 4 4

0 5 0

4 1 10



 =





−1 −3 0

0 0 0

−7 0 −9



 .Merk op dat optellen en aftrekken altijd elementsgewijs wordt uitgevoerd. Dit is alleen mogelijk als deafmetingen van de op te tellen en af te trekken ve
toren (of matri
es) gelijk zijn. De optelling A + B,met A en B als in (3.1), is dus niet gede�nieerd. Bij het vermenigvuldigen van een ve
tor (of eenmatrix) met een 
onstante term, dient ieder element van de ve
tor (of matrix) met deze 
onstanteterm vermenigvuldigd te worden. Bijvoorbeeld 15
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4 ·





2

0

−3



 =





8

0

−12



 en 3 ·





2 1 4

0 5 0

−3 1 1



 =





6 3 12

0 15 0

−9 3 3



 .Daarnaast gelden de volgende twee rekenregels bij matrix-ve
tor vermenigvuldigingen.Rekenregels matrix-ve
tor vermenigvuldigingBes
houw matrix A, ve
toren v en w en 
onstante term c. Er geldt1. A(v + w) = Av + Aw;2. A(cv) = c(Av).Opgave 3.1 Symmetris
he matri
esWelke van onderstaande matri
es zijn symmetris
h?
A =

(

2 0

0 4

)

, B =





4 2 3

2 1 0

3 1 1



 , C =

(

7 6 8

6 7 8

)

, D =

(√
3 e
e π

)

, E =
(

8
)

.Opgave 3.2 RekenregelsBes
houw onderstaande matri
es, ve
toren en 
onstante termen.
A =

(

2 3 0

1 2 4

)

, B =





1 2 0

0 3 1

2 0 4



 , v =





5

0

1



 , w =





−1

4

3



 , c = −2, d = 3.Bereken de volgende expressies door gebruik te maken van de rekenregels.a) Adwb) Acv + Adv
) cBv + dBw3.2 Dynamis
he pro
essenEen overgangsmatrix is een vierkante matrix die alleen niet-negatieve getallen bevat en waarbij degetallen in iedere kolom optellen tot 1. Enkele voorbeelden van overgangsmatri
es zijn
A =





0.2 0 0.1

0.4 0.7 0.9

0.4 0.3 0



 , B =









0 1 1
3

1
4

0 0 1
6

1
4

1
2

0 0 1
4

1
2

0 1
2

1
4









, I2 =

(

1 0

0 1

)

.



3. Overgangsmatri
es 17Overgangsmatri
es kunnen worden gebruikt om dynamis
he pro
essen te modelleren. Bes
houwbijvoorbeeld het volgende probleem. Een bepaalde gemeente bestaat uit een stad en een dorp enheeft in totaal 100 000 inwoners. Van deze inwoners woont 60% in de stad en 40% in het dorp. Er isverder bekend dat jaarlijks 10% van de stedelingen naar het dorp verhuist, de rest van hen blijft in destad wonen. Van de dorpelingen verhuist jaarlijks 5% naar de stad, de rest blijft in het dorp wonen.Hoe zal de verhouding tussen stedelingen en dorpelingen er de komende jaren uit gaan zien? We gaaner hierbij van uit dat het aantal inwoners van de gemeente de komende jaren gelijk blijft.stad dorp90% 95%10%5%Figuur 3.1: Jaarlijks per
entage verhuizingen tussen stad en dorp.De jaarlijkse overgangen van de stad naar het dorp, en vi
e versa, zijn in �guur 3.1 gra�s
h weerge-geven. De�nieer de volgende twee variabelen:
xt,stad = het aantal inwoners van de stad op tijdstip t (in jaren),
xt,dorp = het aantal inwoners van het dorp op tijdstip t (in jaren).Uit onze gegevens volgt dat op dit moment (dus voor t = 0) geldt dat x0,stad = 60 000 en x0,dorp =

40 000. Hoe vinden we nu het aantal inwoners dat volgend jaar in de stad woont, dus x1,stad? Merkop dat 90% van de huidige 60 000 stedelingen ook volgend jaar nog in de stad woont. Van de 40 000dorpelingen zal 5% naar de stad verhuizen. Eenzelfde verhaal gaat op voor het aantal inwoners dathet dorp volgend jaar heeft, dus x1,dorp. Dit leidt tot de volgende twee vergelijkingen.
x1,stad = 0.90 · 60 000 + 0.05 · 40 000 = 56 000, (3.2)
x1,dorp = 0.10 · 60 000 + 0.95 · 40 000 = 44 000. (3.3)Hieruit volgt dat er volgend jaar 56 000 stedelingen en 44 000 dorpelingen zijn. Uiteraard blijft hettotale aantal inwoners van de gemeente gelijk, want 56 000 + 44 000 = 100 000. Merk op dat wevergelijkingen (3.2) en (3.3) kunnen hers
hrijven als het stelsel
(

x1,stad
x1,dorp) =

(

0.90 0.05

0.10 0.95

)(

60 000

40 000

)

=

(

56 000

44 000

)

. (3.4)De 2× 2-matrix in stelsel (3.4) is een overgangsmatrix A die weergeeft hoe de jaarlijkse verhuizingenvan de stad naar het dorp, en vi
e versa, plaatsvinden:
A =

(

0.90 0.05

0.10 0.95

)

. (3.5)



18 MatrixrekeningIn het algemeen geeft een overgangsmatrix per tijdseenheid de overgangen tussen vers
hillende toe-standen weer. In dit geval zijn er twee toestanden, te weten stad (toestand 1) en dorp (toestand
2), en bekijken we de overgangen (de verhuizingen) per jaar. Het is handig om eerst een tabel opte stellen van alle overgangen tussen de vers
hillende toestanden. Uit deze tabel kan dan dire
t deovergangsmatrix worden afgelezen. Zie bijvoorbeeld tabel 3.1 voor de overgangstabel behorend bij deverhuizingen. vanstad dorpnaar stad 0.90 0.05dorp 0.10 0.95Tabel 3.1: Jaarlijks per
entage verhuizingen tussen stad en dorp.Door gebruik te maken van overgangsmatrix A kunnen we stelsel (3.4) hers
hrijven als

(

x1,stad
x1,dorp) = A

(

x0,stad
x0,stad) . (3.6)Op een zelfde manier als in stelsel (3.6) volgt nu de situatie over twee jaar.

(

x2,stad
x2,dorp) = A

(

x1,stad
x1,stad) =

(

0.90 0.05

0.10 0.95

)(

56 000

44 000

)

=

(

52 600

47 400

)

. (3.7)Over twee jaar wonen 52 600 van de 100 000 inwoners in de stad, de overige 47 400 wonen in het dorp.Opgave 3.3 Komende jarenBepaal het aantal inwoners in de stad en in het dorp over drie en vier jaar, dus op t = 3 en t = 4.We hebben het aantal inwoners in de stad en het dorp voor de komende jaren berekend. Oorspronkelijkstelden we e
hter een vraag over de verhouding tussen stedelingen en dorpelingen in de komende jaren.Om deze verhouding te bepalen moeten we eerst nieuwe variabelen de�niëren.
yt,stad = het per
entage inwoners dat in de stad woont op tijdstip t (in jaren),
yt,dorp = het per
entage inwoners dat in het dorp woont op tijdstip t (in jaren).Het is nu eenvoudig om de waarden van yt,stad en yt,dorp voor de komende jaren te bepalen aan dehand van de eerder berekende waarden xt,stad en xt,dorp.Opgave 3.4 Verhouding stedelingen en dorpelingenBepaal de verhouding tussen stedelingen en dorpelingen voor de komende vier jaar, dus t = 0, 1, . . . , 4.Rond je antwoord af op vier de
imalen.



3. Overgangsmatri
es 19Opgave 3.5 StudiegedragOnderzoek naar studiegedrag van universitaire studenten heeft de volgende resultaten opgeleverd.Van de huidige studenten zal 80% over een jaar nog steeds studeren, 10% zal zijn opleiding hebbengestaakt en de rest is afgestudeerd. De helft van de studenten die zijn opleiding staakt probeert heteen jaar later nogmaals. Van de afgestudeerden start jaarlijks 10% weer met een nieuwe opleiding.a) Geef de overgangsmatrix die bij dit pro
es hoort. Gebruik als kolommen van de matrix de drietoestanden student, studiestaker en afgestudeerde.b) Bes
houw alleen studenten die op dit moment een universitaire opleiding volgen. Bereken deverhouding tussen studenten, studiestakers en afgestudeerden voor de komende drie jaren, dus
t = 1, 2, 3.3.3 MarkovketensIn de vorige paragraaf gebruikten we steeds de verhouding tussen stedelingen en dorpelingen uit eeneerder jaar om de verhouding tussen stedelingen en dorpelingen voor een volgend jaar te berekenen.Dit leverde ons het volgende rijtje ve
toren op.

(

y0,stad
y0,dorp) ,

(

y1,stad
y1,dorp) ,

(

y2,stad
y2,dorp) ,

(

y3,stad
y3,dorp) ,

(

y4,stad
y4,dorp) , . . .Een dergelijk rijtje ve
toren wordt een Markovketen genoemd. Dit rijtje wordt meestal genoteerd als

y
0
, y

1
, y

2
, y

3
, y

4
, . . ., waarbij y

t
de toestandsve
tor op tijdstip t is. Voor het voorbeeld uit de vorigeparagraaf geldt dus dat

y
0
=

(

y0,stad
y0,dorp) =

(

0.60

0.40

)

.Net als bij een overgangsmatrix moet voor een toestandsve
tor gelden dat deze alleen niet-negatievegetallen bevat en dat de getallen optellen tot 1. We kunnen nu een wiskundige de�nitie van het begripMarkovketen geven.MarkovketenLaat xt een n × 1-toestandsve
tor zijn en A een n × n-overgangsmatrix, zodat
xt = Axt−1 voor t ≥ 1. (3.8)Het rijtje x0, x1, x2, . . . wordt een Markovketen genoemd.Uit vergelijking (3.8) kunnen we a�eiden dat
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x1 = Ax0,

x2 = Ax1 = A(Ax0) = A2x0,

x3 = Ax2 = A(A2x0) = A3x0,

x4 = Ax3 = A(A3x0) = A4x0,...ofwel
xt = Atx0. (3.9)Om de situatie op tijdstip t te bepalen, hoeven we dus alleen maar kennis te hebben van de begintoe-stand van het pro
es (en natuurlijk de overgangen tussen de vers
hillende toestanden).Opgave 3.6 (TI-83/84) Ma
htsverhe�enBereken A2, A3 en A4 voor overgangsmatrix A in vergelijking (3.5). Gebruik de berekende matri
esom (opnieuw) y

1
, y

2
, y

3
en y

4
te bepalen. Rond je antwoorden af op vier de
imalen.3.4 Evenwi
htenIn het voorbeeld over de verhouding tussen stedelingen en dorpelingen vonden we de Markovketen

(

0.6000

0.4000

)

,

(

0.5600

0.4400

)

,

(

0.5260

0.4740

)

,

(

0.4971

0.5029

)

,

(

0.4725

0.5275

)

, . . . . (3.10)Het per
entage dorpelingen lijkt de komende jaren te groeien, ten koste van het per
entage stede-lingen. De vraag is hoe deze verhouding er over 10 of 20 jaar uit zal zien. Zullen alle inwoners inhet dorp wonen, of ontstaat er een evenwi
htssituatie waarbij de verhouding tussen stedelingen endorpelingen niet meer verandert? Een manier om dit te onderzoeken is door xt = Atx0 voor grotewaarden van t te berekenen.Opgave 3.7 (TI-83/84) Evenwi
htssituatie 1Bereken x10, x20, x30 en x40 voor overgangsmatrix A in vergelijking (3.5). Is er sprake van eenevenwi
htssituatie?Opgave 3.8 (TI-83/84) Evenwi
htssituatie 2Onderzoek of de Markovketen in opgave 3.5 naar een evenwi
htssituatie nadert.



3. Overgangsmatri
es 21We zeggen dat een Markovketen naar een evenwi
ht nadert, wanneer er een waarde van t bestaatwaarvoor xt+1 = xt. Het evenwi
ht wordt meestal genoteerd als de ve
tor π = (π1 · · ·πn)T (niet teverwarren met het getal π = 3.14159 . . .). Merk op dat er in een evenwi
ht moet gelden dat
Aπ = π. (3.11)De eerste vraag is of er voor iedere Markovketen een evenwi
ht bestaat. Het kan worden bewezendat er altijd pre
ies één evenwi
ht bestaat wanneer de overgangsmatrix primitief is. We noemen eenmatrix A primitief als er een k te vinden is zodanig dat de matrix Ak geen enkel getal gelijk aan 0 bevat.Hieruit volgt dire
t dat Markovketen (3.10) een evenwi
ht heeft. De onderliggende overgangsmatrix

A bevat namelijk geen enkele 0, zie vergelijking (3.5), dus A is een primitieve matrix. Uit voorgaandevolgt dat er dan een evenwi
ht bestaat voor de Markovketen.Opgave 3.9 Primitieve matrixLaat zien dat de overgangsmatrix uit opgave 3.5 een primitieve matrix is.Wanneer bekend is dat er een evenwi
ht bestaat, is de tweede vraag hoe we dat evenwi
ht kun-nen bepalen. We zouden natuurlijk xt voor grote waarden van t kunnen berekenen en onderzoekenwanneer de toestandsve
toren niet meer veranderen. Dit is e
hter een erg omsla
htig pro
es datveel rekenkra
ht kost, zelfs voor een 
omputer. Gelukkig kunnen we de evenwi
htsve
tor ook exa
tbepalen met een veel e�
iëntere methode. Uit vergelijking (3.11) kunnen we namelijk het volgendea�eiden (hierbij is 0 de nulve
tor1).
Aπ = π

⇔Aπ = Inπ

⇔Aπ − Inπ = 0

⇔(A − In)π = 0. (3.12)Door het oplossen van stelsel (3.12) kan de ve
tor π worden bepaald. Oplossen gebeurt door hetvegen van de bijbehorende uitgebreide matrix, zie hoofdstuk 2. Voor de stedelingen en dorpelingenvinden we bijvoorbeeld dat
((

0.90 0.05

0.10 0.95

)

−
(

1 0

0 1

))(

π1

π2

)

=

(

0

0

)

.Vegen van de bijbehorende uitgebreide matrix levert
(

−0.10 0.05 0

0.10 −0.05 0

)

∼
(

−0.10 −0.05 0

0 0 0

)

∼
(

1 −0.5 0

0 0 0

)

. (3.13)1De nulve
tor is een n × 1-ve
tor met enkel nullen.



22 MatrixrekeningUit (3.13) volgt dat π1 = 0.5π2 en π2 ∈ R. Aangezien de evenwi
htsve
tor π ook een toestands-ve
tor is, moet gelden dat π1 en π2 optellen tot 1. Ofwel, 1 = π1 + π2 = 0.5π2 + π2, dus π2 = 2
3en π1 = 1

3
. Con
lusie: π = ( 1

3
2
3
)T. Op de lange termijn zal dus 33% van de inwoners in de stadwonen en 67% in het dorp.Opgave 3.10 Evenwi
htBepaal het evenwi
ht van de Markovketen uit opgave 3.5.3.5 Toepassing: PageRankEen leerling wil informatie over het onderwerp matrixrekening opzoeken via Google's zoekma
hine opwww.google.nl. Op het internet zijn erg veel webpagina's te vinden die uitleg geven over het rekenenmet matri
es. Door gebruik te maken van Markovketens bepaalt Google welke van deze webpagina'sbovenaan komt te staan in de lijst met zoekresultaten.Het internet kun je bes
houwen als een groot netwerk. De punten van dit netwerk worden gevormddoor de webpagina's en de verbindingen in dit netwerk zijn de hyperlinks die gebruikers van de enewebpagina naar de andere webpagina verwijzen. Een voorbeeld van een heel klein stukje van hetinternet is te zien in Figuur 3.2. Dit netwerk bestaat uit sle
hts drie webpagina's, te weten pagina A,

B en C. Pagina B en C bevatten hyperlinks naar beide andere webpagina's, terwijl pagina A alleennaar webpagina B verwijst.
A

B

CFiguur 3.2: Een netwerk met drie webpagina's.Google maakt gebruik van het PageRank model om te bepalen welke van de drie webpagina's hetbelangrijkste is en dus bovenaan de zoekresultaten komt te staan. Het idee a
hter PageRank isdat een hyperlink van bijvoorbeeld pagina A naar pagina B wordt gezien als een stem van pagina Avoor pagina B. Stemmen die van pagina's komen die zelf belangrijk zijn wegen daarbij zwaarder danstemmen van pagina's die onbelangrijk zijn. Om tot een uiteindelijke verdeling van de stemmen tekomen worden de volgende drie stappen doorlopen.Stap 1 Geef alle webpagina's hetzelfde aantal stemmen.Stap 2 Verdeel de stemmen van webpagina A eerlijk over alle webpagina's waar A naar verwijst.Stap 3 Herhaal stap 2 net zo lang tot er een evenwi
ht is bereikt.We kunnen dit probleem formuleren in termen van de Markovketen x0, x1, x2, . . ., waarbij xt = Gxt−1.Hierbij geeft de toestandsve
tor xt de verdeling van de stemmen weer na het t keer uitvoeren van stap2 en geeft de overgangsmatrix G weer hoe deze verdeling steeds tot stand komt. Bij het voorbeeldin Figuur 3.2 horen de overgangsmatrix



3. Overgangsmatri
es 23
G =





0 0.5 0.5

1 0 0.5

0 0.5 0



 (3.14)en beginve
tor x0 = ( 1
3

1
3

1
3
)T. Door xt = Gtx0 te bepalen voor grote waarden van t kunnen wede evenwi
htsverdeling π = (π1 π2 π3)

T van de stemmen vinden (want G is primitief). Beter isom dit evenwi
ht exa
t af te leiden door het stelsel (G − I3)π = 0 op te lossen, zie (3.12). Vegenvan de bijbehorende uitgebreide matrix levert




−1 0.5 0.5 0

1 −1 0.5 0

0 0.5 −1 0



 ∼





−1 0.5 0.5 0

0 −0.5 1 0

0 0.5 −1 0



 ∼





−1 0 1.5 0

0 −0.5 1 0

0 0 0 0





∼





1 0 −1.5 0

0 1 −2 0

0 0 0 0



 . (3.15)Uit (3.15) volgt dat π1 = 1.5π3, π2 = 2π3 en π3 ∈ R. Dit geeft een evenwi
htsverdeling van
π = ( 3

9
4
9

2
9
)T. Con
lusie: pagina B is het belangrijkste, gevolgd door pagina A en tenslottepagina C.Opgave 3.11 (TI-83/84) PrimitiefLaat zien dat matrix G in (3.14) primitief is.Opgave 3.12 PageRank 1Gegeven is een netwerk met drie webpagina's, genaamd A, B en C, en overgangsmatrix

G =





0 0 1

0.5 0 0

0.5 1 0



 .Bepaal welke webpagina het belangrijkste is.Opgave 3.13 PageRank 2Gegeven is het netwerk in Figuur 3.3. Bepaal welke webpagina het belangrijkste is.
A B

CDFiguur 3.3: Een netwerk met vier webpagina's.





AMatrixrekening met de TI-83/84
Matrixberekeningen zoals vegen en vermenigvuldigen kunnen goed met de hand worden uitgevoerd.Door het grote aantal berekeningen kunnen e
hter snel rekenfouten optreden. Een 
omputer ofrekenma
hine kan je veel werk (en fouten) besparen. Met de gra�s
he rekenma
hine TI-83/84 is hetbijvoorbeeld mogelijk om matri
es en ve
toren in te voeren en hier berekeningen mee uit te voeren.In deze paragraaf bespreken we kort enkele handige 
ommando's. Meer mogelijkheden met matri
esvind je in de handleiding van de TI-83/84.Om de werkwijze te illustreren maken we gebruik van de volgende matrix en ve
tor.

A =





3 −1 2

0 1 0

1 1 0



 en b =





2

1

3



 . (A.1)Invoeren matri
esInvoeren van een matrix gaat via [MATRX℄. Op het tabblad EDIT sele
teer je de gewenste naam van dematrix. Merk op dat de TI-83/84 geen onders
heid maakt tussen matri
es en ve
toren. Een ve
torwordt gewoon opgevat als een n × 1-matrix. Invoeren gaat door het opgeven van de afmeting vande matrix (3 × 3 voor A en 3 × 1 voor b) en het invullen van de elementen van de matrix. Wisselentussen elementen kan met de pijltjestoetsen of [ENTER℄. Om af te sluiten kies je [2nd℄[MODE℄ (ofwelQUIT).Wijzigen en verwijderen matri
esHet wijzigen van een matrix gaat op dezelfde manier als het invoeren van een nieuwe matrix. Via[MATRX℄ en het tabblad EDIT kun je de afmeting of elementen dire
t aanpassen. Wil je een matrix uithet geheugen verwijderen dan kies je voor [2nd℄[+℄ (ofwel MEM). Via de opties Delete en Matrixkun je de gewenste matrix verwijderen.Rekenen met matri
esMatri
es kun je onderling optellen, aftrekken en vermenigvuldigen. Via [MATRX℄ en het tabblad NAMESkun je de eerste matrix sele
teren. Daarna kies je de gewenste berekening, [+℄, [−℄ of [×℄, en25



26 Matrixrekeningtenslotte sele
teer je via [MATRX℄ en het tabblad NAMES de tweede matrix. Indien een matrix niet inhet geheugen staat of de afmetingen van de matri
es niet overeenkomen, zal een foutmelding wordengegenereerd. Herhaald vermenigvuldigen van een matrix met zi
hzelf kan door ma
htsverhe�en via[∧℄, bijvoorbeeld [A℄∧2. Om het resultaat van een berekening op te slaan in een nieuwe matrixplaats je a
hter de berekening [STO→℄ en dan de gewenste matrix via [MATRX℄ en het tabbladNAMES, bijvoorbeeld [A℄+[B℄→[C℄.Vegen van uitgebreide matri
esMet de optie rref, die je vind via [MATRX℄ en het tabblad MATH, kun je een uitgebreide matrix vegentot de eindoplossing. Je dient wel eerst de uitgebreide matrix als een nieuwe matrix in te voeren. Letop dat je de optie rref gebruikt en niet de optie ref.Opgave A.1 (TI-83/84) Matrixrekeninga) Voer de matri
es uit (A.1) in in je rekenma
hine.b) Bereken Ab en sla het resultaat op als matrix [C℄.
) Ga na wat er fout gaat bij de berekening bA.d) Bereken A3.e) Bepaal alle ve
toren x waarvoor geldt
Ax =





4

1

1



 .



BEindantwoorden
Opgave 2.1a) Niet lineair.b) Lineair.
) Lineair.d) Niet lineair.Opgave 2.2a) Zelf doen.b) Bijvoorbeeld (1,−1, 1) en (4, 0,−1).Opgave 2.3a) Oneindig veel oplossingen.b) Pre
ies één oplossing.
) Geen oplossing.Opgave 2.4
x1 = 5.Opgave 2.5a) (x1, x2) = (1,−1).b) (x1, x2 , x3) = (2, 1, 3).Opgave 2.6a) Kan niet.b) (

13

1

).
) Kan niet.d) (

10

25

).e) Kan niet.f) 



8

0

−4



.Opgave 2.7
(

7 −4 −7

22 −10 −13

).Opgave 2.8
(x1 x2 x3)

T = (5 1 2)T.Opgave 2.9a) (x1 x2 x3)
T = (−1 2 2)T.b) (x1 x2 x3)
T = (5 0 3)T.Opgave 2.10a) (x1 x2 x3)
T = (2 1 4)T.b) (x1 x2 x3)
T = (4 + x3 2 − 2x3 x3)

T, met x3 ∈ R.27



28 Antwoorden
) Er bestaat geen oplossing.d) (x1 x2 x3 x4)
T = (3− x2 x2 1 2)T, met x2 ∈ R.Opgave 2.11a) (x1 x2 x3)

T = (−1 1
4

1
2
− x3 x3)

T, met x3 ∈ R.b) (x1 x2 x3)
T = (2 − 2 1

2
0)T.
) Er bestaat geen oplossing.Opgave 2.12

a0 = 7, a1 = 6 en a2 = −1.Opgave 2.13
f (x) = 4 − 2x + x2 − 2x3.Opgave 2.14
f (x) = (9 + 2a2) + (3 − 3a2)x + a2x2, met a2 ∈ R.Opgave 3.1
A, D en E.Opgave 3.2a) (30 57)T.b) (−10 − 9)T.
) (11 43 2)T.Opgave 3.3

(

x3,stad
x3,dorp) =

(

49 710

50 290

) en (

x4,stad
x4,dorp) =

(

47 253.5

52 746.5

)

.Opgave 3.4
(

y0,stad
y0,dorp) =

(

0.6000

0.4000

)

,

(

y1,stad
y1,dorp) =

(

0.5600

0.4400

)

,

(

y2,stad
y2,dorp) =

(

0.5260

0.4740

)

,

(

y3,stad
y3,dorp) =

(

0.4971

0.5029

)

,

(

y4,stad
y4,dorp) =

(

0.4725

0.5275

)

.Opgave 3.5a)
A =





0.80 0.50 0.10

0.10 0.50 0

0.10 0 0.90



 .b) (0.8 0.1 0.1)T, (0.70 0.13 0.17)T en (0.642 0.135 0.223)T.Opgave 3.6
A2 =

(

0.8150 0.0925

0.1850 0.9075

)

, A3 =

(

0.7428 0.1286

0.2573 0.8714

)

, A4 =

(

0.6813 0.1593

0.3187 0.8407

)

.

y
1
= (0.5600 0.4400)T, y

2
= (0.5260 0.4740)T , y

3
= (0.4971 0.5029)T , y

4
= (0.4725 0.5275)T.Opgave 3.7

x10 =

(

38 583

61 417

)

, x20 =

(

34 367

65 633

)

, x30 =

(

33 537

66 463

) en x40 =

(

33 373

66 627

)

.Opgave 3.8De Markovketen nadert naar een evenwi
htssituatie.Opgave 3.9Matrix A2 bevat alleen positieve elementen.Opgave 3.10
π = ( 5

11
1

11
5
11
)T ≈ (0.4545 0.0909 0.4545)T.Opgave 3.11Matrix G4 bevat enkel positieve elementen.



Antwoorden 29Opgave 3.12Pagina A en C zijn beide het belangrijkste.Opgave 3.13Pagina C is het belangrijkste.Opgave A.1a) Zelf doen.b) c = (11 1 3)T.
) Zelf doen.d)
A3 =





39 −7 22

0 1 0

11 −1 6



 .e) x = (0 1 2.5)T.


